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VORWORT  DES  HERAUSGEBERS. 


Uie  mehr  und  mehr  wachsende  Bedeutung,  welche  die  ana- 
lytische Behandlung  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen 
in  neuerer  Zeit  für  die  Entwicklung  der  gesammten  Mathe- 
matik gewinnt,  veranlasst,  dass  auch  in  den  Universitätsvor- 
lesungen grössere  Rücksicht  darauf  genommen  und  der  elemen- 
tarere Theil  dieser  Theorie,  nämlich  die  Angabe  der  Methoden, 
welche  zur  wirklichen  Integration  einer  bei  irgend  einer  Unter- 
suchung auftretenden  Differentialgleichung  führen  können,  auf 
das  Notwendigste  beschränkt  werden  muss.  Es  bleibt  gröss- 
tenteils dem  Privatfleisse  des  Studirenclen  überlassen,  sich 
genügende, Kenntniss  der  Integrationsmethoden  und  die  nöthige 
Fertigkeit  in  der  Handhabung  derselben  zu  verschaffen.  Lehr- 
bücher aber,  welche  diesem  Zwecke  in  ausreichendem  Maasse 
dienen  könnten,  giebt  es  nur  sehr  wenige,  Fast  ausschliesslich 
wird  die  Lehre  von  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
in  Lehrbüchern  über  Differential-  und  Integralrechnung  als 
Anhang  zur  letzteren  gegeben;  dies  bedingt  von  selbst,  dass 
nur  die  hauptsächlichsten  Methoden  kurz  angeführt  werden 
können.  Das  vor  zwei  Jahren  erschienene,  ganz  elementar 
•.gehaltene  Forsyth'scheWerk  „A  Treatise  on  Differential 
Equations"  zeichnet  sich  vor  anderen  dieser  Art  besonders 
durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Integrationsmethoden  aus,  für 
deren  Anführung  jedoch  dem  Verfasser  stets  die  praktische 
Brauchbarkeit  entscheidend  ist.  In  dieser  Beziehung  ist  her- 
vorzuheben, dass  die  praktisch  sehr  bequemen,  leicht  zum  Ziele 
führenden  symbolischen  Methoden,  für  welche  die  englischen 
Mathematiker  ja  überhaupt .  eine  gewisse  Vorliebe  zeigen,  wäh- 
rend man  ihnen  in  deutschen  oder  französischen  Werken  nur 
selten  begegnet,  eine  Berücksichtigung  erfahren  ,  haben ,  dass 
dagegen  die  theoretisch  allerdings  sehr  wichtige,  praktisch  aber 
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immerhin  nur  fraglichen  Werth  besitzende  Methode  des  inte- 
grirenden  Factors  ganz  übergangen  ist.  Die  Anwendung  auf 
Geometrie  wird  nicht  vernachlässigt  und  die  geometrische 
Bedeutung  der  allgemeinen  Resultate  überall  da,  wo  eine 
solche  möglich  ist,  gegeben..  Namentlich  aber  wird  auf  die 
in  der  mathematischen  Physik  häufiger  auftretenden  Differen- 
tialgleichungen Rücksicht  genommen,  ihre  Integration  in  den 
einzelnen  besonderen  Fällen. Avird  gezeigt  und  die  hauptsäch- 
lichsten Eigenschaften  der  durch  sie  definirten  Functionen 
werden  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  abgeleitet.  Die 
überaus  zahlreichen,  jedem  Paragraphen  angefügten,  auf  dessen 
Inhalt  bezüglichen  Beispiele,  sowie  die  Uebungsaufgaben  am 
Schlüsse  eines  jeden  Capitels  bieten  dem  Studirenden  die  be- 
quemste Gelegenheit,  sich  selbst  von  dem  sicheren  Besitze  der 
angegebenen  Methoden  Gewissheit  zu  verschaffen.  Dieselben 
dienen  aber  auch  dazu,  auf  einzelne  Punkte  hinzuweisen,  die 
im  Texte  selbst  nicht  abgehandelt  werden  konnten.  Bei 
schwierigeren  Aufgaben -ist  stets  der  Autor  angegeben,  dessen 
Abhandlungen  sie  entnommen  sind,  wie  denn  überhaupt  an 
den  verschiedensten  Stellen  auf  die  Quellen,,  aus  denen  der 
Leser  weitere  Belehrung  schöpfen  kann, ,  hingewiesen  wird. 

Aus  mehrfachen  Gründen  erschien  es  vortheilhaft ,  dem 
Buche  einen  Anhang  anzufügen,  welcher  die  Resultate  oder 
kurze  Andeutungen  über  die  Auflösung  der  im  Buche  ge- 
stellten Aufgaben  enthält.  Wenn  auch  das  Volumen'  des  Ban- 
des dadurch  erheblich  vergrössert  worden  ist,  so  wird  dieser 
Uebelstand  hoffentlich  doch  reichlich  durch  den  Nutzen  auf- 
gewogen werden,  welcher  dem  Studirenden  dadurch  erwächst. 
Denn  cla  das  Buch  für  solche  bestimmt  ist,  die  eben  erst  in 
das  Studium  der  Differentialgleichungen  eintreten,  so  ist  den- 
selben durch  den  Anhang  nicht  allein  die  Prüfung  ihrer 
eigenen  Rechnungen-  ermöglicht,  sie  werden  auch  mit  manchen 
Rechnungskunstgriffen  bekannt,  die  man  eben  nur  an  einzelnen 
Beispielen  erlernen  kann.  Einen  grossen  Theil  der  Resultate 
habe  ich  den  verschiedensten  Werken  und  Abhandlungen,  zu- 
weilen wörtlich,  entnommen,  nicht  aber  ohne  vorher  strenge 
Controlle  geübt  zu.  haben,  wobei  es  sich  öfters  ergab,  class 
Irrthümer,  wie  dies  leider  häufig  der  Fall  ist,  aus  einem  Werke 
in  das  andere  übergegangen  waren.    Der  andere  Theil  ist  von 
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mir  im  Verein  mit  Herrn  Gymnasiallehrer  A.  Baerthel,  dem 
ich  für  seine  freundliche  Unterstützung  an  dieser  Stelle  meinen 
Dank  auszusprechen  mich  verpflichtet  fühle,  bearbeitet  worden, 
und  dürften  wohl  auch  alle  diese  Resultate  correct  sein.  Hin- 
sichtlich der  Ableitung  derselben  möge  bemerkt  werden,  dass 
die  zur  Anwendung  gekommenen  Methoden  keineswegs  als  die 
einzigen  oder  besten  und  kürzesten,  welche  zur  Lösung  führen, 
betrachtet  werden  sollen;  vielmehr  richten  sich  dieselben 
/streng  nach  den  Paragraphen  des  Textes,  zu  deren  Erläute- 
rung die  Aufgaben  dienen;  nur  in  ,  einzelnen  Fällen  und  be- 
sonders da,  wo  durch  die  Aufgaben  selbst  eine  Erweiterung 
des  Textes  angestrebt  wird,  sind  andere  möglichst  zweck- 
mässige Methoden  benutzt  worden.  Möge  der  Nutzen  dieses 
Anhanges  der  dafür  aufgewendeten  Mühe  entsprechen. 

H.  Maser. 


VORWORT  DES  VERFASSERS. 


In  dem  vorliegenden  Bande  habe  ich  mich  bestrebt,  die  darin 
behandelten  Theile  des  Gegenstandes  so  eingehend  wie  mög- 
lieh zu  discutiren;  man  wird  vieles  finden,  was  bisher  nur  in 
mathematischen  Journalen  veröffentlicht  ist.  Gleichwohl  er- 
hebt das  Buch  keinen  Anspruch  auf  Vollständigkeit.  Nicht  auf- 
genommen sind  die  Untersuchungen  von  Fuchs  über  die  Inte- 
gration der  linearen  Differentialgleichungen,  die  von  Königs- 
berg er  über  die  Irreducibilität  von  Differentialgleichungen, 
die  Discussion  der  -Pf  äff  sehen  Gleichung,  die  neuen  Unter- 
suchungen von  Her  mite  und  Halphen  und  die  geome- 
trischen Anwendungen  der  hypergeometrischen  Beihe  von 
Klein.  Nur  eine  sehr  kurze  Skizze  der  Jacobi'schen  Me- 
thode für  die  partiellen  Differentialgleichungen  ist  zu  geben 
versucht  worden,  während    die   Methoden   von   Cauchy,   Lie 
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und  Mayer  keine  Berücksichtigung  erfahren  haben.  Diese 
und  andere-  hier  übergangene  Gegenstände  hoffe  ich  späterhin 
in  einem  zweiten .  Bande  zu  geben. 

Bei  der  Abfassung  dieses  Bandes  habe  ich  viele  Quellen- 
schriften in  Gestalt  von  Lehrbüchern,  Abhandlungen  und  dergl. 
zu  Rathe  gezogen.  Wenn  ich  auch  nicht  auf  alle  im  Einzelnen 
hinweisen  kann,  so  will  ich  doch  als  solche,  die  mir  von 
grossem  Nutzen  gewesen  sind,  Boole's  „Treatise  on  Differential . 
Equations"  und  dessen  Supplement,  ferner  Moigno,  Im  sche- 
ue tsky  und  Mansion  erwähnen.  In  geringerem  Maasse 
habe  ich  Gregory' s  „Examples",  Serret  und  de  Morgan 
benutzt.  Manchen  Hinweis  auf  Originalabhandlungen  wird  man 
in  den  einzelnen  Capiteln  finden. 

Es  kommen,  über  das  ganze  Buch  zerstreut,  zahlreiche 
Uebungsaufgaben  vor,  im  Ganzen  mehr  als  achthundert.  Die 
meisten  'derselben  sind  den  Prüfungsarbeiten  entnommen, 
welche  an.  der  Universität  und  dem  College  zu  Cambridge  zu 
verschiedenen  Zeiten  gegeben  wurden;  einige  sind  neu  und 
viele  von  ihnen  sind  den  benutzten  Abhandlungen  entnommen. 
Bei  den  letzteren  dürfte  der  Urheber  stets  angegeben  sein. 
Bei  der  Reichhaltigkeit  der  .angeführten  Resultate  kann  ich 
nicht  hoffen,  class  sie  sämmtlich  correct  und  alle  aufgenomme- 
nen Gleichungen  lösbar  seien *),  und  es  wird  mir  lieb  sein, 
Berichtigungen  von  irgend  welchen  wirklich  gefundenen  Irr-., 
thümern  zu  erhalten. 


*)  Die  deutsche  Ausgabe  dürfte  in  dieser  Beziehung  correct  sein.  Einen 
Theil  der  Berichtigungen  verdankt  der  Herausgeber  einer  freundlichen  Mittheilung 
des  Herrn  Verfassers  selbst,  auf  dessen  Veranlassung  auch  einige  geringfügige 
Aenderungen  im  Texte  vorgenommen  wurden.  Ein  grösserer  Theil  von  Druck- 
fehlern und  Irrthümerh  in  den  Aufgaben  ist  vom  Herausgeber  bemerkt  und  ver- 
bessert worden. 


Bemer.ku  n  g. 


Nachdem  die  vorliegende  Uebersetzung  des  Werkes :  A  Treatise  on 
Differential  Equations ,  by  A.  R.  Forsytli,  bereits  vollständig  gedruckt 
war,  erfulir  der  Herausgeber,  dass  eine  neue  Auflage  des  Originals  in 
Vorbereitung  sei.  Es  erschien  daher  gut,  mit  der  Ausgäbe  dieses  Buches 
noch  bis  zum  Erscheinen  der  zweiten  Auflage  des  Originals  zu  warten, 
um  auf  etwaige  Aenderungen  der  ersten  Auflage  nachträglich  Rücksicht 
nehmen  zu  können.  Eine  sorgfältige  Vergleichung  der  nunmehr  er- 
schienenen zweiten  Aufläge  mit  der  ersten  ergiebt  jedoch  'nur  höchst 
geringfügige  Abweichungen  zwischen  ihnen.  Abgesehen  von  einzelnen, 
an  einigen  wenigen  Stellen  neu  hinzugefügten  Uebungsaufgaben  haben 
nur  die  §§.  92  — •  95  der  ersten  Auflage  eine  Umgestaltung  erfahren  und 
überdies  sind  im  letzten  Capitel  einige  kleine  Zusätze  gemacht  worden. 
Die  §§.'  92  —  95  der  deutschen  Ausgabe  stimmen  aber  mit  den  betreffen- 
den Stellen  der  zweiten  Auflage  des  Originals  grösstentheils  wörtlich, 
jedenfalls  inhaltlich  durchaus  überein,  da  der  Herausgeber  durch  eine 
Mittheilung  des  Herrn  Verfassers  in  den  Stand  gesetzt  worden  war, 
jene  Aenderungen  rechtzeitig  vorzunehmen.  Die  Zusätze  im  letzten 
Capitel  beziehen  sich  auf  folgende  Stellen:     Man  lese  statt 

Seite  409  Zeile  11  v.  o.  bis  Zeile  8  v.  u. : 

.  .  .  ersten  Grades.  Da  die  noth wendigen  Bedingungen  für  die  Existenz 
eines  Zwischenintegrals  der  Annahme  noch  erfüllt  sind,  so  folgt,  dass 
wenigstens  eine  der  Gleichungen  ersten  Grades,  wenn  sie  mit  der 
Gleichung 

Bdpdy  -f-  Täqäx  =  Vdxdy 
und,    wenn   nöthig,   mit   dz  —  <pdx  -\-  qdy    combinirt  wird,    zu  einem 
Integralsystem  -führen  wird,    welches .n  und  v  bestimmt.,  und  man  wird 
daher  ein  Zwischenintegral  von  der  Form 

'■'«  =f(v). 
erhalten.     Es   kann   aber   auch   der   Fall   eintreten,    dass   eine  jede   der 
beiden   Gleichungen   ersten   Grades,   in    derselben  Weise  behandelt,   zu 
einem  Integralsystem   von    der   gewünschten  Form  führt;   alsdann    wird 
man  zwei  Zwischenintegrale 

«i  =  Z(«i),        u2   -   9>M 
erhalten. 

Ist  S2  —  4  B  T,  so  existirt  nur  eine  einzige  Gleichung  ersten  Grades, 
welche  mit 

Bdiß  +  Tdx2  —  Sdxdy  =  0 
äquivalent  ist;    diese    eine  Gleichung  wird,   da  die  nothwendigen  Bedin- 
gungen erfüllt  sind,  durch  ein  ähnliches  Verfahren  zu  einem  Zwischen- 
integral führen. 


X  Bemerkung. 


S.  234. 


Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeineren  Falle  über,  in  welchem  U  nicht 
gleich  Null  ist,  so  können  wir  in  ähnlicher  Art  beweisen,  dass  ^  man 
jedenfalls  ein  Zwischenintegral,  möglicherweise  aber  auch  zwei  Zwischen- 
integrale aus  den  Hülfsgieichungen  ableiten  kann,  vorausgesetzt,  dass 
die  für  die  Existenz  eines  Zwischenintegrals  erforderlichen  Bedingungen 
erfüllt  sind.     Multipliciren  wir  die  u.  s.  w. 

Seite  411  Zeile  13  bis  15  v.  o.: 

Aus  einem  der  Paare  werden  wir  zwei  Integrale  von  der  Form 
u  —  a  und  v  —  b  erhalten;  somit  können  wir  durch  eben  jenes  Paar 
ein  Zwischenintegral  finden. 

Möglicherweise  können  wir  aber  auch  wie  in  dem  einfacheren  Falle 
des  §.  233  durch  jedes  der  beiden  Paare  von  Gleichungen  ersten  Grades 
ein  Zwischenintegral  erhalten.     Diese  beiden  .... 

Seite  411  Zeile  14  bis  9  v.  u,: 

Wir  können  nun  weiter  fortfahren  in  der  Integration,  sei  es  der 
linearen  Gleichung  des  §.  233  oder  der  allgemeineren  Form  des  §.  234. 
Nehmen  wir  das  eine  erhaltene  Zwischenintegral,  wenn  es  nur  ein  solches 
giebt,  oder  jedes  der  Zwischenintegrale,  wenn  es  deren  zwei  giebt,  so 
erhalten  .... 

Seite  461  Zeile  14  bis  17  v.  o.: 

.  .  .  die   sich    aus   ihnen   durch  Elimination  von  und    nachheriger 

Dq  6 

Division  durch   U  ergiebt. 

Diese  letzte  Gleichung  ist  unter  der  offenbaren  Annahme,  dass  U 
nicht  gleich  Null  ist,  abgeleitet  worden.  Ist  aber  U  —  0,  so  kann  man 
sie  leicht  aus  den  Gleichungen 


RclP  äy    .     T  dq  _ 

dx  dx             dx 

dx 

dx 

=  S  ±  G-1/* 

dz  —  pdx  ~f-  qdy 
ableiten,  wenn  man  für  dx,  dy,  dz  ihre  Ausdrücke  durch  dp  und  dq 
in  die  Geichung  dW  =  0  substituirt  und  den  Coefficienten  von  dp 
gleich  Null  setzt.  Die  Gleichung  kann  daher  benutzt  werden  in  dem 
Falle,  wo  U  =  0  ist;  die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  in  diesem 
Falle  einer  einzigen  äquivalent,  welche  mit  der  neuen  Gleichung  com- 
binirt  werden  müsste. 

Die  Function  W  ...  . 
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Erstes   Capitel. 

Einleitung. 

§.i. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  y  eine  Function  einer  anderen 
veränderlichen  Grösse  X  ist,  so  kann  die  Beziehung  zwischen  den 
beiden  durch  eine  Gleichung  dargestellt  werden,  z.  B.  durch 

cp(x,y)  =  0. 

In  dieser  Gleichung  können  Constanten  vorkommen;  eine  von 
diesen  Constanten  möge  mit  a  bezeichnet  werden.  Wird  die  Glei- 
chung aufgelöst  nach  y,  so  wird  diese  Constante  a  in  den  Ausdruck 
für  y  eingehen  und  man  wird,  indem  man  a  verschiedene  Werthe 
beilegt,  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  entsprechender  Werthe  für  y 
erhalten.  Will  man  in  der  Grundbeziehung  den  Umstand  andeuten, 
dass  der  Werth  von  y  von  dem  Werthe  von  a  abhängt ,  so  kann 
dies  dadurch  geschehen,  dass  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form 
schreibt : 

(1)      q>  (x,  y,  a)  —  0. 

Man  kann  nun  aus  dieser  Gleichung  eine  andere  ab- 
leiten, welche  alle  die  Werthe  von  y  in  sich  schliesst,  die 
man  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  der  Constanten  a 
alle  möglichen  Werthe  beilegt.  Der  Differentialquotient  von 
y  nach  x  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

in  welcher  ^—-  und  tt—  eine  partielle  Differentiation  bezüglich  nach 

o  x  o  y 

X  und  y  andeuten.     Die  Gleichung  (2)  wird  im  Allgemeinen  die  in 
(1)  vorkommende  Constante  a  ebenfalls  enthalten ;  wird  die  Constante 

Porsyth,   Differentialgleichungen.  \ 


2  Erstes  Capitel.  [§.  1.] 

zwischen   den  beiden   Gleichungen   eliminirt,  so   wird   das   Resultat 
der  Elimination  von  der  Form  sein : 


<•>'(*■*$=* 


wobei  /  eine  bestimmte  von  der  Form  der  Function  cp  in  Gleichung  (1) 
abhängende  Function  ist.  Gleichung  (3)  ist  nun  eine  solche,  welche 
alle  die  Werthe  von  y  in  sich  schliesst,  die  man  aus  (1)  erhalten 
kann;  denn  obwohl  sie  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2), 
deren  jede  a  enthält,  abgeleitet  ist,  so  ist  doch  der  besondere  Werth 
dieser  Grösse  dabei  nicht  in  Betracht  gekommen,  und  es  würde 
sich,  wenn  man  in  den  einzelnen  Theilen  des  Eliminationsverfahrens 
für  a  irgend  eine  andere  Constante  a'  gesetzt  hätte,  dasselbe  Resultat 
ergeben  haben,  da  die  Constante  in  dem  Resultate  nicht  mehr  vor- 
kommt. 

Analog  können,  wenn  y  von  zwei  Constanten  a  und  h  in  der 
durch  die  Gleichung 

(J)  (a;,  y,  a,  V)  =  0 
definirten  Weise  abhängt  und  die  den  ersten   und  zweiten  Differen- 
tialquotienten   von  y  nach  x  bestimmenden  Gleichungen    mit  hin- 
geschrieben werden,  die  beiden  Constanten  a  und  b  eliminirt  wer- 
den, und  die  resultirende  Gleichung  wird  von  der  Form  sein: 


<«  '(**ä.£9 


=  0. 


Die  Functionen  /  und  F  können  in  jedem  Falle  wirklich  hergeleitet 
werden   (mittelst   der  Methoden    der  Differentialrechnung   und    der 
höheren  Algebra),  sobald  die  Formen  von  cp  und  (J)   gegeben  sind. 
Ist  im  Besonderen 

#*(#,#)  =  a 

eine  solche  Form,   aus  welcher  a  eliminirt  werden  soll,   so  erhalten 
wir  als  diejenige  Gleichung,  welche  sämmtliche  Werthe  y  umfasst, 


'öx         dy  dx  ' 

ohne  dass  noch  eine  Elimination  nöthig  wäre. 
So  führt  z.  B.  die  Gleichung 

2/2  —  4  a  x 
zu  der  folgenden: 

d  x 
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welches  die  allgemeine  Gleichung  aller  Parabeln  ist,  die  dieselbe 
Achse  und  denselben  Scheitel  haben, 

§•2. 

DerartigeBeziehungen  wie  (3)  und  (3')  werden  „Diffe- 
rentialgleichungen" genannt;  die  Gleichung  (l),  welche  frei 
ist  von  allen  Differentialquotientejn,  heisst  eine  Lösung 
von,  (3).  Gerade  so  wie  beim  Uebergange  von  (1)  zu  (3)  eine 
einzige  willkürliche  Constante  weggeschafft  worden  ist,  wird  man 
umgekehrt  beim  Uebergange  von  (3)  zu  (1)  mit  Recht  erwarten, 
dass  eine  einzige  willkürliche  Constante  eingeführt  werden  wird; 
und  da  man  zur  Elimination  von  n  willkürlichen  Constanten  die 
die  n  ersten  Differentialquotienten  bestimmenden  Gleichungen  zu- 
sammen mit  der  ursprünglichen  Gleichung  nöthig  hat,  so  darf  man 
umgekehrt,  wenn  man  von  einer  solchen  Relation  zwischen  Diffe- 
rentialquotienten bis  zum  wten  einschliesslich  übergeht  zu  einer 
Gleichung,  die  frei  von  den  letzteren  und  äquivalent  zu  jener  Relation 
ist,  erwarten,  dass  n  willkürliche  Constanten  werden  eingeführt 
werden. 

§.3. 

Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  wie  diese  willkürlichen  Grössen 
in  die  Lösung  der  Gleichung  eintreten  müssen.  Zur  grösseren  Ein- 
fachheit wollen  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

d  x 
betrachten,  in  welcher  M  und  N  Functionen  von  x  und  y  sind.     Es 
mögen  x  und  y  die  Cartesischen   Coordinaten   eines  Punktes  P  in 
einer   auf   zwei  rechtwinklige  Achsen  bezogenen  Ebene   bedeuten ; 

alsdann  ist  die   Gleichung  (1)  die  Gleichung   einer  Curve   und  — 

et  x 

ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Tan- 
gente der  Curve  im  Punkte  P  mit  der  x- Achse  bildet,  so  dass  die 
obige  Differentialgleichung  die  Richtung  einer  Linie  in  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  Ebene  bestimmt.  Wir  nehmen  irgend  einen 
Punkt  A  auf  der  y-Achse  an  und  gehen  von  A  aus  eine  ganz  kurze 
Strecke  in  derjenigen  Richtung  fort,  welche  durch  den  im  Punkte  A 

geltenden    Werth   von   —   bestimmt  wird;   wir  gelangen    dadurch 
et  x 

zu   einem   anderen  Punkte  B.     Von  B  aus  gehen  wir   wieder  eine 
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ganz  kurze  Strecke  in   derjenigen  Kichtung  fort,   welche  durch  den 

im  Punkte  JB  geltenden  Werth  von  —  bestimmt  wird,   und  gelan- 

ci  Oß 

gen  so  zu  einem  anderen  Punkte  C.  Setzt  man  dieses  Fortschreiten 
für  eine  Anzahl  von  Richtungen  weiter  fort,  so  wird  eine  Figur  in 
der  Ebene  verzeichnet  werden,  und  wenn  jede  der  Strecken,  welche 
der  die  Figur  beschreibende  Punkt  der  Annahme  nach  durchlaufen 
soll,  unendlich  klein  wird,  so  wird  die  Figur  in  eine  durch  den 
Punkt  A  gehende  Curve  übergehen.  Diese  Curve  wird  eine  be- 
stimmte Gleichung  haben,  welche  dargestellt  werden  kann  in  der 
Form : 

F(x,y,y0)  =  0, 

worin  y0  die  Ordinate  von  A  ist.  Hätte  man  an  Stelle  von  A  einen 
anderen'  Anfangspunkt  A!  gewählt,  so  würde  man  eine  andere  Curve 
erhalten  haben,  in  deren  Gleichung  die  Grösse  der  Ordinate  von  Af 
vorkommen  würde;  dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben,  wenn 
man  der  Reihe  nach  jeden  Punkt  auf  der  y- Achse  nähme,  da  im 
Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Curve  durch  jeden  solchen  Punkt 
hindurchgeht.  Da  jede  Gleichung,  oder  eine  einzige  Gleichung  als 
Repräsentantin  aller,  als  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  be- 
trachtet werden  kann,  so  ist  klar,  dass  die  Lösung  des  betrachteten 
Beispiels  eine  willkürliche  Constante  enthalten  wird;  und  wenn  man 
somit  auf  irgend  welche  Weise  eine  von  Differentialquotienten  freie 
Gleichung  erhalten  kann,  darf  man  erwarten,  dass  eine  willkürliche 
Constante  in  dieser  Gleichung  vorkommen  wird.  Diese  auf  die 
letztere  Art  erhaltene  willkürliche  Constante  braucht  aber  nicht 
nothwendig  die  Ordinate  des  Punktes  zu  sein,  in  welchem  sich  die 
durch  die  Lösung  dargestellte  Curve  und  die  y- Achse  schneiden; 
es  würde  ein  willkürliches  Element  in  die  Gleichung  auch  einge- 
treten sein,  hätte  man  das  Verzeichnen  der  Curve  von  einem  Punkte 
der  Ebene  beginnen  lassen,  der  nicht  auf  einer  der  Coordinaten- 
achsen  liegt. 

In  dem   betrachteten  Beispiel  hat  die  Gleichung ,   aus  welcher 

sich  —  bestimmt,   nur   eine   einzige  Wurzel;  ist  dieselbe  von   der 

Cl  00 

Form : 


G9'+'U+«=* 


so  wird  die  Integralgleichung  von  der  Form  sein: 
A?  -f  APf  +   Q'  =  0, 
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worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist,  und  es  ist  nicht  schwer  zu 

.  dy 

sehen ,   dass ,   wenn  die  Differentialgleichung  m  Bezug  auf  —  vom 

et  x 

nten  Grade  ist,    alsdann   die   entsprechende   Integralgleichung   eine 

willkürliche    Constante   in    der  nten    und   in   niedrigeren   Potenzen 

enthält. 

§.4. 

Aus  dem ,  was  über  die  eine  der  Methoden ,  vermittelst  deren 
Differentialgleichungen  gebildet  werden  können,  gesagt  worden  ist, 
könnte  man  entnehmen,  dass  es  leicht  sein  müsste,  von  der  Diffe- 
rentialgleichung zur  Integralgleichung  zurückzukehren;  dem  ist 
aber  nicht  so.  Die  einzelnen  Stadien  einer  Elimination  lassen  sich 
nicht  wieder  rückwärts  durchlaufen,  und  es  muss  daher  eine  andere 
Methode  oder  andere  Methoden  Platz  greifen.  Die  Methoden, 
welche  zur  Integration  von  gewissen  verschiedenen  For- 
men von  Differentialgleichungen  am  erfolgreichsten  zur 
Anwendung  gebracht  werden,  sollen  später  genauer  aus- 
einandergesetzt werden. 

§•5. 

Wenn  man  von  einer  gegebenen  Integralfunction  zu  der  ent- 
sprechenden Differentialgleichung  übergeht,  so  kann  sich  die  letztere 
von  einer  Form  erweisen,  die  nicht  unter  den  bereits  bekannten 
enthalten  ist.  Umgekehrt ,  .  wenn .  man  von  einer  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung ausgeht ,  darf  man  nicht  erwarten ,  dass  man  noth- 
wendig  zu  einer  Function  gelangen  müsse,  welche  unter  denen 
enthalten  wäre,  mit  deren  Eigenschaften  man  bekannt  ist.  Es  ist 
daher  wünschenswerth  anzugeben,  was  man  in  einem  solchen 
Falle  unter  der  Lösung  der  Differentialgleichung  zu  ver- 
stehen habe. 

Wenn  wir  in  der  Algebra  fragen,  ob  irgend  eine  besondere 
Gleichung  aufgelöst  werden  könne,  so  wollen  wir  dabei  wissen,  ob 
der  Werth  der  in  ihr  vorkommenden  Yeränderlichen  sich  mittelst 
bekannter  Functionen  ausdrücken  lasse.  So  kann  z.  B.  bei  der 
Gleichung 

ax  =  b 

der  Werth  von  x  unmittelbar  durch  Division  erhalten  werden.     Um 
dagegen  die  Gleichung 
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zu  lösen ,   müssen  wir   eine  Function  einführen ,  was   für   die  erste 
Gleichung  nicht  nöthig  war,  und  indem  wir  £  in  der  Form 

£  =  ±  J 

ausdrücken,  betrachten  wir  die  Gleichung  als  gelöst.  Ferner  kön- 
nen Gleichungen  vom  dritten  und  vierten  Grade  gelöst  werden  mit 
Hülfe  von  Functionen,  die  dieser  ganz  analog  sind,  nämlich  mit 
Hülfe  von  dritten  und  vierten  Wurzeln  aus  Grössen ;  allgemeine  Glei- 
chungen vom  fünften  und  höheren  Grade  lassen  sich  aber  nicht  mehr 
mittelst  dieser  Functionen  oder  deren  Verbindungen  mit  analogen 
Functionen  lösen.  Daraus  darf  nicht  gefolgert  werden,  dass  Lösun- 
gen dieser  Gleichungen  überhaupt  nicht  existiren;  sie  können  aber 
nur  gelöst  werden,  wenn  Functionen,  die  bei  der  Lösung  von  Glei- 
chungen niederer  Grade  nicht  gebraucht  werden,  eingeführt  werden. 
Wenn  wir  analog  im  Falle  einer  Differentialgleichung  sagen, 
sie  könne  gelöst  werden ,  so  meinen  wir  damit  nicht ,  dass  die  Lö- 
sung sich  müsse  ausdrücken  lassen  durch  rein  algebraische  Func- 
tionen, durch  Exponentialfunctionen  (einschliesslich  der  Sinus  und 
Cosinus)  und  durch  logarithmische  Functionen  (einschliesslich  der 
inversen  Kreisfunctionen).     Die  Gleichung 

dy 

~-  —  2x 
clx 

ist  gleichbedeutend  mit 

y  =z  x2   ~\-   A. 

Nähmen  wir  aber  an,  dass  die  Eigenschaften  des  Logarithmus 
unbekannt  seien,  und  dass  die  Differentialgleichung 

ä  y 1 

ä  X-        x 
zur  Auflösung  vorgelegt  sei,  so  würden  wir  erhalten: 

.     ,      Pdx 

und  indem  wir 

cl  X  /./  \ 

—  =  Ax) 

X 

setzten,  würden  wir  die  Gleichung  beweisen: 

/(*)  +/(»)—/(*»), 

und  würden  so  bekannt  werden  mit  den  Eigenschaften  dieser  neuen 
Function,  so  dass  wir  sie  unter  die  bekannten  Functionen  aufneh- 
men würden.     Aber  auch,  wenn    wir   nicht  die   Eigenschaften  von 


r- 
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f{x)  herzuleiten  im  Stande  gewesen  wären,  würden  wir  doch  immer 
den  durch 

dargestellten  Werth  von  y  als  Lösung  der  Differentialgleichung  be- 
trachtet haben.  In  der  That:  Jede  Differentialgleichung 
wird  als  gelöst  betrachtet,  wenn  der  Werth  der  abhängigen 
Veränderlichen  dargestellt  ist  als  Function  der  unab- 
hängigen Veränderlichen,  sei  es  mittelst  bekannter  Func- 
tionen, sei  es  mit  Hülfe  von  Integralen,  wobei  es  gleich- 
gültig ist,  ob  in  den  letzteren  die  Integrationen  mitHülfe 
von  bereits  bekannten  Functionen  sich  wirklich  aus- 
führen lassen  oder  nicht.     So  ist  z.  B. 

/ex 

eine  Lösung  von 

x  ~~  —  ex, 
dx 

obwohl  der  "Werth  von  y  nicht  anders  als  in  dieser  Form  dargestellt 
werden  kann,  wenn  man  nicht  eine  neue  Function  einführt,  deren 
Eigenschaften  sich  ermitteln  lassen.  Auf  diese  Weise  giebt  die 
Lösung  vonDifferentialgleichungen  beständig  neue  Func- 
tionen an  die  Hand,  welche  der  Eeihe  der  bereits  bekannten 
Functionen  hinzuzufügen  sind. 

§•6. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  ist  es  gut,  die  Erklärungen  einiger 
bei  diesem  Gegenstande  gebräuchlicher  Ausdrücke  zu  geben. 

Jede  Gleichung,  welche  eine  Beziehung  zwischen  ab- 
hängigen Veränderlichen,  ihren  Differentialquotienten 
von  irgend  welcher  Ordnung  und  unabhängigen  Veränder- 
lichen  darstellt,  wird  eine  Differentialgleichung  genannt. 

Die  Differentialgleichungen  werden  eingetheilt  in  zwei 
Arten,  nämlich: 

I.  In  gewöhnliche  Differentialgleichungen,  das  sind 
solche,  in  denen  nur  eine  einzige  unabhängige  Veränder- 
liche, sei  es  explicit,  sei  es  implicit,  vorkommt,  und  in  denen 
alle  Differentialquotienten  auf  diese  Veränderliche  bezogen  sind. 
Sollten  mehrere  abhängige  Veränderliche  vorhanden  sein,  so  ist 
die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  nothwendig  sind,  um  die- 
selben als  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  vollständig 
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zu  bestimmen,   gleich   der  Anzahl  jener  Veränderlichen, 
uns  z.  B.  gegeben  sein: 

d2x    . 


So   kann 


dt2 


0, 


worin  x  eine  Function 
ist,  oder: 

(x2  - 


der    einen    unabhängigen  Veränderlichen  t 


(x2  +  y2) 


ff 


2\2 


|  d^x 
'dt2 
d?y 
dt2 


-f-  px  =  0 


+  ^2 


0 


worin  a?  und  y  beides  Functionen  von  t  sind. 

IL  In  partielle  Differentialgleichungen,  das  sind  solche, 
in  denen  mindestens  zwei  unabhängige  Veränderliche  und 
partielle  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  einige  oder  sämmtliche 
von  diesen  Veränderlichen  vorkommen.  Sind  mehrere  abhängige 
Veränderliche  vorhanden,  so  muss  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Gleichungen  dieselbe  sein  wie  die  Anzahl  der  verschiedenen  ab- 
hängigen Veränderlichen;  jedoch  kommen  solche  Systeme  von  Glei- 
chungen verhältnissmässig  selten,  vor. 

Als  Beispiele  partieller  Differentialgleichungen  können  wir  an- 
führen : 

d2z 


und: 


dx2dy2       X 


dx  dy 


=  0, 


d  cp 

dx 


dy. 

d  cp d.i[> 

dy  d x  t 

Die  Ordnung  einer  Differentialgleichung  ist  die  näm- 
liche wie  die  Ordnung  des  höchsten  in  ihr  enthaltenen  Differential- 
quotienten. 

Der  Grad  einer  Differentialgleichung  ist  der  Exponent 
der  Potenz,  zu  welcher  dieser  höchste  Differentialquotient  erhoben 
ist,  sobald  die  Gleichung  auf  rationale  Form  gebracht  und  frei  von 
Brüchen  ist. 

Die  Gleichung 

"y 


y 


dx 


a 

d  x 


ist  von  der  ersten  Ordnung  und  vom  zweiten  Grade;  die  Gleichung 
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(•  +  (ff)"! 


3 

äy\2\2_     d2y 
adx* 


ist  von  der  zweiten  Ordnung  und  vom  zweiten  Grade. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  so  beschaffen  ist,  dass  in  ihr, 
nachdem  sie  rational  gemacht  und  von  Brüchen  befreit  ist,  die 
Differentialquotienten  und  die  abhängige  Veränderliche  in  der  ersten 
Potenz  und  überdies  keine  Producte  dieser  Grössen  vorkommen, 
während  die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  entweder  Constanten 
oder  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind,  so  h  eis  st 
die  Gleichung  linear.  Die  folgenden  Gleichungen  sind  Beispiele 
linearer  Gleichungen : 

(i  -  x2)CB  -  24l  + n(n  + i)y = °5 

dx2  +  dy2  +  dz2  ~~    ' 
dz  dz 

dx  dy 

Die  Relation,  welche  zwischen  den  Veränderlichen 
selbst  besteht,  ohne  deren  Differentialquotienten  zu  ent- 
halten, und  die  allgemeinste  ist,  welche  es  giebt,  wird  zuweilen 
die  allgemeine  Lösung,  zuweilen  die  Stammgleichung  der 
Differentialgleichung  genannt. 

§•7. 

Der  Weg,  den  man  einschlägt,  um  aus  einer  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung die  Stammgleichung  zu  erhalten,  wird  häufig  der 
sein,  dass  man  ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichung  ab- 
leitet, d.  h.  eine  Gleichung,  deren  Ordnung  um  eine  Einheit  niedri- 
ger ist  als  die  der  ursprünglichen  Gleichung,  und  die  eine  willkür- 
liche Constante  enthält,  sodann  ein  erstes  Integral  dieser  letzteren 
Gleichung ,  welches  .  dann  ein  zweites  Integral  der  ursprünglichen 
Gleichung  ist,  u.  s.  f.,  bis  Differentialquotienten  nicht  mehr  auftreten. 
Dies  wird  der  Fall  sein ,  wenn  die  Operation  so  oftmal  wiederholt 
worden  ist,  als  die  Ordnung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
beträgt.  Nun  wird  jede  Transformation,  welcher  die  Gleichung  vor 
der  Integration  unterworfen  werden  kann,  auf  die  Form  des  ersten 
Integrals  von  Einfluss  sein,  und  da  eine  gegebene  Gleichung  auf 
mehrere  verschiedene  Arten  transformirt  werden  kann,   so   wird  es 
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eine  entsprechende  Anzahl  verschiedener  erster  Integrale 
geben.  Indessen  werden  diese  nicht  sänmitlich  nothwendig 
von  einander  unabhängig  sein;  und  in  der  That:  Wenn  die 
Gleichung  von  der  nten  Ordnung  ist,  so  kann  sie  nicht  mehr  als  n 
von  einander  unabhängige  erste  Integrale  haben.  So  hat  z.  B.  die 
Differentialgleichung 

cPy 


d*.  +  »  =  ° 


die  folgenden  ersten  Integrale : 
fdy\* 

dy 

d  x 

dy 
dx 


+  y*  =  A* 

cos  x  -(-  y  sin  x  =  B 
sin  x  -\-  y  cos  x  -=  C 


—  =  y  cot  (x  +  a); 


diese  sind  indessen  nicht  sämmtlich   von    einander  unabhängig,   da 
die  vier  Constanten  J.,  B,  C,  et  durch   die  Gleichungen  verbunden 

sind: 

B  —  A  cos  u 

C  —  A  sin  a. 

Wenn  man  so  in  irgend  einem  Falle  ein  System  von  ersten 
Integralen  erhalten  hat,  so  kann  es  als  ein  simultanes  System  be- 
nutzt werden,  aus  dem  sich  die  höchsten  Differentialquotienten 
eliminiren  lassen;  und  wenn  man  eben  so  viele  von  einander  unab- 
hängige erste  Integrale  der  Gleichung  erhalten  hat,  als  die  Ordnung 
der  Gleichung  beträgt,  so  kann  man  sämmtliche  Differentialquo- 
tienten aus  ihnen  eliminiren,  um  die  Stammgleichung  zu  erhalten. 
So  können  wir  aus  dem  zweiten  und  dritten  Integral  in  dem  vor- 
stehenden Beispiel  herleiten: 

y  —  B  sin  x  +  G  cos  x 
und  aus  dem  ersten  und  vierten: 

y  =  A  sin  (x  +  °0» 
Resultate,   deren  jedes    eine    Stammgleichung   ist;    diese   Lösungen 
fallen  aber,  wie  man  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Constanten 
bestehenden  Relationen  erkennt,  zusammen. 
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Wir  gehen  nun  zum  Beweise  der  in  dem  letzten  Paragraphen 
aufgestellten  Behauptung  über. 

Eine  Differentialgleichung  von  der  nten  Ord- 
nung hat  n  und  nicht  mehr  als  n  von  einander 
unabhängige  erste  Integrale, 

Aus  dem  bisher  Gesagten  erhellt,  dass  eine  Integralbeziehung 
zwischen  y  und  x  mit  n  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Constanten  zu  einer  Differentialgleichung  wter  Ordnung  führt.  Wird 
die  gegebene  Integralgleichung  (n  —  1)  mal  hinter  einander  diffe- 
rentiirt,  so  werden  die  n  —  1  entstehenden  Gleichungen  sämmtliche 
Differentialquotienten  bis  zum  (n — l)ten  einschliesslich  enthalten, 
und  man  wird  zusammen  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  im 
Ganzen  n  Gleichungen  haben.  Nun  können  aus  n  Gleichungen,  in- 
denen  n  Grössen  vorkommen,  alle  diese  Grössen  mit  Ausnahme 
einer  einzigen  eliminirt  werden.  Wir  wollen  die  n  willkürlichen 
Constanten  mit  C1?  02,  .  .  .  Cn  bezeichnen  und  aus  den  n  Gleichun- 
gen, welche  wir  haben,  alle  willkürlichen  Constanten  ausser  Cx 
eliminiren.  Die  resultirende  Gleichung  wird  die  Veränderlichen  und 
die  Ableitungen  von  y  bis  zur  (n  —  l)ten  einschliesslich  und  ferner 
noch  die  willkürliche  Constante  G\  enthalten;  sie  wird  daher  ein 
erstes  Integral  der  Differentialgleichung  wter  Ordnung,  welche  der 
gegebenen  Integralbeziehung  entspricht,  sein.  Wir  eliminiren  ebenso 
alle  willkürlichen  Constanten  mit  Ausnahme  von  G2 ;  die  resultirende 
Gleichung  wird  nun  C2  und  wie  vorher  die  Ableitungen  von  y  bis  zur 
(n — l)ten  einschliesslich  enthalten  und  wird  daher  ein  erstes  Integral 
der  Differentialgleichung  sein';  es  wird  dies  jedoch  unabhängig  sein 
von  dem  vorigen,  da  C2  unabhängig  ist  von  Cit  Verfahren  wir  in 
dieser  Weise  der  Reihe  nach  mit  allen  Constanten,  so  werden  wir  n 
von  einander  unabhängige  erste  Integrale  erhalten,  deren  jedes  sich 
ergiebt  durch  Elimination  aller  n  unabhängigen  Constanten  mit 
Ausnahme  einer  einzigen. 

Da  nicht  mehr  als  n  unabhängige  Constanten  in  der  allgemei- 
nen Integralgleichung  vorkommen,  so  muss  jede  andere  in  ihr  etwa 
auftretende  Constante  von  Ox ,  02,  .  .  .  Cn  abhängen.  Ist  A  eine 
solche  Constante  und  wird  die  Relation  zwischen  ihnen  dargestellt 
durch 

f(A,  Cu  C„  ...  Cn)  =  0, 
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so  kann  man  zwischen  dieser  Gleichung,  der  ursprünglichen  Inte- 
gralgleichung und  den  n  ■ —  1  durch  Differentiation  erhaltenen 
Gleichungen  (was  im  Ganzen  n '  -\-  1  Gleichungen  sind)  die  n  Con- 
stanten 0.  eliminiren ,  und  das  Eesultat  wird  dann  die  Differential- 
quotienten bis  zum  (n — l)ten  einschliesslich  und  die  Constante 
A  enthalten.  Dasselbe  würde  ein  erstes  Integral  der  Differential- 
gleichung sein ,  es  ist  jedoch  nicht  unabhängig  von  den  n  bereits 
erhaltenen;  denn  man  denke  sich  aus  den  verschiedenen  Gleichun- 
gen, in  denen  je  nur  eine  einzige  der  Grössen  G  vorkommt,  die  be- 
züglichen Werthe  dieser  Grössen  als  Functionen  der  Veränderlichen 
und  der  Differentialquotienten  von  y  hergeleitet  und  in  die  Glei- 
chung ty  =  0  substituirt,  so  wird  diese  Gleichung  die  Differential- 
quotienten bis  zum  {n  —  l)ten  und  die  Constante  A  enthalten  und 
demgemäss  dieselbe  sein,  wie  die  vorher  erhaltene.  In  der  That 
sind  beide  Arten  des  Verfahrens  bloss  verschiedene  Methoden  zur 
Erreichung  eines  und  desselben  Resultats,  und  die  zweite  Art  zeigt, 
dass  das  so  erhaltene  erste  Integral  aus  den  anderen  n  ersten  Inte- 
gralen abgeleitet  werden  kann.  Es  hat  daher  die  Differentialglei- 
chung der  wten  Ordnung  nicht  mehr  als  n  von  einander  unabhängige 
erste  Integrale. 

§•9. 

Es  ist  hier  der  Ort,  um  zwei  Hülfssätze  anzufügen,  von  denen 
in  der  Folge  häufig  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Hülfsgatz  I.  Es  seien  %,  u2,  .  .  .  un  w  Functionen  der  %  Ver- 
änderlichen Xir  x2,  .  .  .  xn)  welche  letzteren  von  einander  unabhän- 
gig sein  sollen.  Wenn  dann  durch  diese  Functionen  eine  Relation, 
welche  dargestellt  sein  möge  durch 

(1)      F(ui,  u2,  .  .  .,  un)  =  0, 
identisch  erfüllt  wird,  so  dass  %,  u2l  .  .  .  un  nicht  unabhängig  von 
einander  sind,  so  wird  die  Gleichung 


dui 

dui 

dui 

äV 

d  V 

0  Xyi 

(2) 

du2 
dxi ' 

du2 
dx2' 

du2 
0  Xfi 

dun 
8V 

dun 
dx2' 

dun 

0  Xyi 

identisch  erfüllt. 
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Da  Gleichung  (1)  identisch  befriedigt  wird,  wenn  man  für 
%»  %»...,«*«  ihre  Werthe ,  ausgedrückt  durch  die  unabhängigen 
Veränderlichen,  substituirt,  so  sind  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten erster  Ordnung  von  F  in  Bezug  auf  jede  dieser  Veränder- 
lichen für  sich  gleich  Null.     Wir  erhalten  daher: 

.     8  F  8  un 


dF  djh 
d  uL  d  xL 

dF  duL 


_8F  8^ 

8  Ui  8  xx        d  u2  d  xx 


d  un  8  Xi 


=  0 


_1_     ^   ^U2      i 

d  Ui  d  x2        d  u2  d  x2 


dFdun=Q 

dun  d  x2 


dF  dux        8 F  8 %t2 
8  U\  8  xn        8  u2  d  xn 


_|_  ££  <^2  =  o. 

8  un  8  xn 


dui 
8V 

du2 
dxx ' 

'     8^x 

dux 

du2 

dun 

d%2 ' 

8,V 

'     8#2 

dXn 

du2 
dxny 

8%n 

Werden  die  Verhältnisse  der  n  partiellen  Differentialquotienten 
von  F  nach  jedem  der  u  aus  diesen  n  in  Bezug  auf  diese  Grössen 
linearen  Gleichungen  eliminirt,  so  ist  das  Resultat  der  Elimination: 


=  0, 


und  dieses  ist  identisch  erfüllt.  Der  Werth  einer  Determinante 
wird  aber  nicht  geändert ,  wenn  man  die  Zeilen  mit  den  Colonnen 
und  die  Colonnen  mit  den  Zeilen  vertauscht ;  nimmt  man  diese  Ver- 
tauschung vor,  so  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  Gleichung 
(2)  über,  welche  somit  identisch  erfüllt  ist. 

Hülfssatz  II.  Die  Umkehrung  hiervon  ist  ebenfalls  richtig: 
Wenn  %,  u2,  .  .  .  un  w  Functionen  von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen #i,  x2,  .  .  .  xn  sind,  und  wenn  die  Gleichung 

8  ux  8  Ui  8  U\ 

dxi'  dx2'  '   dxn 

8%  8%2  .8% 

8#x'  8#2'  '   8#w 


dun     dun 
dxi'    8  #2 ' 


dun 

dxn 


=  0 
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identisch  erfüllt  ist,  so  sind  die  Functionen  uu  u2,  .  .  .  un  nicht  von 
einander  unabhängig,  sondern  durch  eine  Beziehung  von  der  Form 

F{uu  u2,  .  .  .,  un)  =  0 

mit  einander  verbunden. 

Sind  die  n  —  1  Functionen  %,  u2,  .  .  . ,  un  —  i  nicht  von  ein- 
ander unabhängig,  so  ist  der  zu  beweisende  Satz  ohne  Weiteres 
richtig;  wir  können  daher  annehmen,  dass  sie  unabhängig  von  ein- 
ander seien. 

Zwischen  den  n  Functionen  u  können  wir  n  —  1  der  Veränder- 
lichen eliminiren;  wird  dadurch  die  übrigbleibende  Veränderliche, 
etwa  xni  nicht  mit  eliminirt,  so  kann  das  Resultat  in  der  Form  ge- 
schrieben werden : 

Schreibt  man  die  Bedingungsgleichung  in  der  Form : 

d(ui,  u2,  .  •  -,  un)  

9  (%,  x2,  .  .  . ,  ocn)  — 
so  lässt  sich  das  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  in  der 
Form  schreiben: 

9  (Wi,  U2,  •  •   •  ,  Un) 9  (%,  W2>  •  •  •>  ^n— li  9)  9(^i,fr62,  -  •  •  ^n—li  #n)t 

9  («1,  #2,   .   .   .  ,  flJM)         9  (%,  %,  •  •  .,  Un-\,00n)  9  (#1,  ^  •  •  •  «n-l»  #») 

Die  linke  Seite  ist  gleich  Null  nach  Voraussetzung.  Da  die 
Functionen  Ui,  u2,  .  .  .  un—\  von  einander  unabhängig  sind,   so  ist 

ite  Factor  auf  der  re 

9(%,  u2,  .  .  .,  un-i) 


o  cp 
der  erste  Factor  auf  der  rechten  Seite  gleich  - —   und   der    zweite 

0  Xn 


gleich  ^ — - — w'  '  '  '* -•     Einer    von    diesen    muss    daher   ver- 

8(a?i,  a?2,  .  .  .,  a?»-i) 

schwinden.  Ist  es  der  erste ,  so  ist  cp  explicit  unabhängig  von  xn, 
so  dass  un  eine  Function  von  wlf  %»  •  •  •  ^n— i  allein  ist,  und  es 
giebt  daher  in  diesem  Falle  eine  Relation  zwischen  den  ursprüng- 
lichen n  Functionen. 

Ist  der  letzte  Factor  gleich  Null,  so  haben  wir: 

9  Qx,  %,...,  Un-i)  0 

d(xu  x2,  .  .  .,  av-i)  — 
eine  Gleichung,  welche  der  gegebenen  Bedingungsgleichung  analog 
ist,  in  welcher  aber  nur  n  —  1  Functionen  von  n  —  1  Veränder- 
lichen auftreten,  da  für  die  noch  vorkommenden  Differentiationen  xn 
als  Constante  betrachtet  werden  kann.  Diese  Gleichung  wird  in 
derselben  Weise  behandelt  wie  vorher,  und  wir  finden,    dass   ent- 
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weder  eine  Beziehung  besteht  zwischen  uu  u2,  •  •  •  un— i,  betrachtet 
als  Functionen  von  #1?  x2,  .  .  .,  a?n— i.»  °der  dass  eine  neue  Bedin- 
gungsgleichung mit  n  —  2  Functionen  von  n  —  2  Veränderlichen 
gelten  muss.  Existirt  die  Relation  zwischen  % ,  w2>  •  •  •»  ^«-ii  so 
wird  sie  von  der  Form  sein: 

t/>Ol?  %,....,  «fo-l, -ff»)   =  0, 

und  diese  wird  xn  enthalten,  da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass 
uif  u2,  .  .  .,  un— i  von  einander  unabhängig  seien.  Zwischen  ^  =  0 
und  %in  =  cp  können  wir  dann  xn  eliminiren  und  erhalten  so  eine 
Relation  zwischen  %,  u2l  .  .  .,  un. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  weitergehen  und  jedesmal  die  An- 
zahl der  Functionen,  welche  in  die  Bedingungsgleichung  eingehen, 
um  eine  Einheit  vermindern ,  können  wir  beweisen ,  dass  eine  der 
nothwendigen  Folgerungen  jeder  Reduction  die  in  unserem  Satze 
enthaltene  Behauptung  ist.  Und  wenn  die  Reduction  (n  —  1)  mal 
wiederholt  worden  ist,  so  bleibt  schliesslich  als  einzige  Folgerung 
nur  die  übrig,   dass  jede  beliebig   gewählte  Function   so  beschaffen 

sein  muss,  dass  durch  sie  die  Gleichung  =  0  erfüllt  würde  für 

öxs 

jede  beliebig  zu  wählende  Veränderliche  x.  Da  dies  augenscheinlich 
nicht  der  Fall  ist,   so   ergiebt  sich  hiermit  die  Richtigkeit   unseres 

Satzes. 

§•  io. 

Als  einen  besonderen  Fall  des  allgemeinen  Hülfssatzes 
erhalten  wir  den  folgenden,:  Es  seien  U  und  V  zwei  Functionen 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  X  und  y\  wenn  dann  V 
dargestellt  werden  kann  als  eine  Function  von  U  allein ,  so  muss 
die  Gleichung  gelten : 

d  x   'ö  y         '6  y   'd  x  ' 

und  umgekehrt,  ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so.  besteht  für  alle  mög- 
lichen Werthe  von  x  und  y  zwischen  U  und  V  eine  Relation  von 
der  Form: 

r=f(u). 

1.  Aufgabe.     Sind  die  Functionen 
x  ~\-  2  y  -\-  *z,        x  —  2  y  +  3  #,        2xy  —  x z  -f-  4  y  z  —  2  z'1 
von  einander  unabhängig? 
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Die  Bedingungsgleichung  ist: 

1,       1,       2*/  —  e 

2,-2,        2  x  +-  4  s  =  0, 

1,       3,  — #  +  4#  —  4# 

und  diese  ist  offenbar  erfüllt,  da 

die  3.  Zeile  =  2  X   (1.  Zeile)  -|x  (2.  Zeile) 
ist,  und  daher  sind  die   Functionen  von  einander  abhängig.     Uni 
die   Relation    zwischen   ihnen    zu   finden,    bezeichnen    wir    sie   mit 
Uli  ti2,  %  und  haben  dann: 

2x  =  Ui  -\-  tt2  • —  4# 
4$/  =  Ui  —  u%  -\-2z 
und  daher  durch  Substitution  dieser  Werthe 
4^3  =  u%  ■ —  %2. 

2.  Aufgabe.    Man  beweise,  dass  die  Functionen 

a  x2  +  b  y2  +  c  z2,        Ax  -f  By  -f  C  z, 

a2x2(B2c  -f  C2b)  +  b2y2(C2a  +  J.2c)  -f  c2£2(.42&  -f  JB2a) 
—  2abc(B  C y  z  -}-  C Azx  -\-  AB xy) 

nicht  von  einander  unabhängig  sind,    und  suche  die  Beziehung    zwischen 
ihnen. 
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Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

§.  11. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  kann  dar- 
gestellt werden  durch 


f(x, 


d  xj 


worin  F  in  Bezug  auf  den  Differentialquotienten  eine  rationale  und 
algebraische  Function  ist.  In  dieser  allgemeinen  Form  lässt  sich 
die  Gleichung  nicht  integriren;  es  giebt  jedoch  gewisse  besondere 
Formen,  auf  deren  eine  oder  andere  sich  viele  Gleichungen  redu- 
ciren  lassen  und  die  eine  unmittelbare  Lösung  zulassen.  Diese 
Formen  können  wir  Hauptformen  nennen. 

§.  12. 

Bevor  wir  dieselben  im  Einzelnen  betrachten,  wollen  wir  einen 
Satz  beweisen,  der  nur  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  im 
§.  8  angeführten  Satzes  ist,  nämlich,  dass  eine  Differential- 
gleichung, die  sich  darstellen  lässt  in  der  Form 

et  X 
wo  M  und  N  eindeutige   Functionen   von  x  und  y  sind,   nur  eine 
einzige  unabhängige  Stammgleichung  haben  kann. 

Angenommen,  man  hätte,  falls  dies  möglich  wäre,  zwei  Stamm- 
gleichungen 

9>i  0»,  y)  =  a 

<jp2  (au,  y)  =  1) 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  2 
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erhalten,   so  bestimmt   sich  nach   der   ersten    von  diesen  der  Werth 
dy 


von  ~~  durch 
ä  x 


und  daher : 


8yi  cll  ^0 

dy    d x 


M 


ö'SPi 


■JV- 


8g>i 


o. 


Behandelte   man   die   zweite  Gleichung  in  derselben  Weise ,   so 
würde  man  die  Gleichung  erhalten: 


M 


dcp2 


■Ä  =  o. 


dx  dy 

Die  Elimination  von  M  und  N  zwischen   diesen  zwei  Gleichun- 
gen giebt: 


8yi 

dx  ' 

(UP2 

dx' 


3yi 

^  2/. 

a^2 

82/ 


=  0, 


und  diese  zeigt  (§.  10),  dass  (p2  eine  Function  von  cpx  ist.  Es  sind 
daher  die  beiden  Stammgleichungen  nicht  unabhängig  von  einander, 
und  die  zweite  kann  dargestellt  werden  in  der  Form: 

welche  algebraisch  auflösbar  ist  in  Gleichungen  von  der  Form: 

9>i  =  «» 
deren  jede  .nur  eine   Wiederholung   der  ersten   der  beiden   Stamm- 
gleichungen ist. 

Wenn  man  also  bei  der  Auflösung  einer  solchen  Differential- 
gleichung irgend  eine  Stammgleichung  erhalten  hat,  so  kann  die- 
selbe angesehen  werden  als  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung, 
denn  aus  ihr  können  alle  anderen  Stammgleichungen  abgeleitet  werden. 


§.  13. 
Hauptform  I. 

Die  Gleichung  Mdy  =  JSfdx  kann  stets  gelöst  werden, 
wenn  die  Veränderlichen  sich,  separiren  lassen;  denn  in  die- 
sem Falle  kann  die  Gleichung  umgeändert  werden  in  die  Form: 

Ydy  =  Xdx, 
worin  Y  eine  Function    von  y  allein  und   X   eine  Function   von  x 
allein  ist. 
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Die  Gleichung  lässt  sich  dann  integriren  in  der  Form 
f*Ydy  =   fxdx  +  A, 

wo  A  eine  willkürliche  Constante  ist. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


+»'=* 


eil 

dx 

Die  Veränderlichen  lassen  sich  trennen  und  die  Gleichung  wird: 
dy  dx 


.(1  —  y2)2         (1— tf2)2 


0. 


Ein  Integral  derselben  ist: 

arc  sin  y  -\-  arc  sin  x  =  c. 

Die  Gleichung  lässt  sich  aber  auch  in  der  Form  schreiben  : 

i  i 

(l—x^)2dy  +  {l  —  i/fdx  =  0, 

und  diese  giebt  nach  einer  partiellen  Integration : 

J     (1—^)2  J     (l  —  yty 

Nun  ist  aber: 

xydx  xydy     


0. 


(1_S*)5  (1-^)2 

und  daher  ist  das  Integral: 

I  I 

2/  (i — £2)2  +  x  (l  —  ?/2)2  =  a 

Dies  giebt  eine  Erläuterung  des  Satzes  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  denn  die  letztere  Stammgleichung  kann  aus  der  erste - 
ren  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  auf  beiden  Seiten  den 
Sinus  nimmt  und  zwischen    den  Constanten   die  Relation   festsetzt: 

G  =  sin  c. 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(x- —  y2)dx  -\-  2  x  y  d  y  =  0. 
Die  Veränderlichen   sind  zwar   nicht   unmittelbar   zu   trennen, 
sie  werden  aber  separirbar  nach  einer  Substitution.     Schreibt  man 
^2  ==  v<j  g0  wird  die  Gleichung: 

xdx  -\-  xdv  —  vdx  =  0, 

2* 


20  Zweites  Capitel.  [§•   14.] 

oder: 

i* +„(•)=<>, 

x  \x  J 

somit : 

v 
log  x  -\-  ~  =  const, 

oder : 

j/_2 

xex  =  Ä. 
3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(i)      x  (1  +  tßf  +  ya  +  x*f  |f  =  o. 

1     -,  3 

(2)  [y  -x)(l  +  x*f  g|  =  n(l  -f  2/f. 

(3)  (s  +  2/)2  §|  =  «2- 

I  3 

(4)  (1+  yajdaj  -  {y  +  (1  +  2/)2}  (1  +  xfdy  =  0. 

(5)  See2  #  frm#  2/  ^ #  +  56c2  2/  ^an9  xdy  =  0. 

§.  14. 

Hauptform  II.     Die  lineare  Form. 

Wenn  die  Gleichung  erster  Ordnung  linear  ist,   so   kann  sie  in 
der  Form  gesehrieben  werden : 

worin  P  und  Q   Functionen   von  x  und  explicit   unabhängig  von  y 
sind.     Multiplicirt  man  jede  Seite  mit 

e/Pdx 

so  geht  die  Gleichung  wegen 


über  in: 


Pe/Pdx—  —  lefPdx\ 
et  X  (  i 


äy     fPdx     ,  d       /Pdx  n    fPdx 

Ct  X  Cli  X 


Durch  Integration   (die  linke  Seite    ist  nunmehr   ein   vollkommener 
Differentialquotient)  erhalten  wir  als  die  Stammgleichung: 


,/"•=<,+/•,/»•,.* 
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d.  i.  y  =  <7e-/p^  +  e-fpdx  f  Qe-fpäxdx. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 
d  y    .  x  1 


dx    '    1   -f  x*J        x(l  +  #2) 
Wie  im  allgemeinen  Falle  ist: 


y'  xdx  p  xdx 


somit  : 


a?(l  -f  #2) 


i 


2/(1   +^«  =  0+      / ^—3 

J    X  (1    +  tf2)2 

=  C  +  % 


2\2 


1     +    (1     -f   «2) 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  X(l    —    #2)||   _|_    (2^2   ___    X)y   =    aa.3# 

(2)  -r^  4-  y  cos  x  —  —  sm  2  #. 
w  dx    l    J  2 

(3)      y%+  cy2==«c°s(*  +  /»)• 

3.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung 
dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 


j,=!  _*-/** 


*(0  +  fe^^d^y 


§•  15. 

Eine     wichtige      hiermit     zusammenhängende    Form, 

welche   nach   derselben  Methode  gelöst  werden  kann,  ist  * 

dy 


+  Py=  Qy>\ 


worin  P  und  Q  Functionen  von  X  allein  sind. 

Dividirt  man  die  Gleichung  durch  yn.  so  wird  dieselbe: 


ld»  \2/w~V  2/' 
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oder : 

welches  die  vorige  Hauptform  ist.     Die  allgemeine  Lösung  ist: 

1     e-{n-i)fPäx  =  c  —  (n—l)  foe~^~^Pdxdx. 
yn-i  JJ 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

d  V    . 

x  - y  y  =  y2  log  x. 

dx    '    J        J. 

Dieselbe  geht  nach  einer  zu   der  obigen   analogen  Transforma- 
tion über  in: 


(7)-^-=-^%^ 


i   1  —  _  1 

d  x  \y  J         y    x  x 


deren  Stammgleichung  ist: 


y 


oder : 


T- 

x  y  J 


d  x .  log  x 


X  X 

mithin:  —  =  1   +  Ox  -\-  log  x. 


5.  A  u  f g  a  b  e.  Man  löse  die  Gleichungen : 

(1)  ^~  +  2x*  =  2aa;^3, 
v  dx 

(2)  (1  —  x*)  %£  —  xz  =  axz\ 
v  '      v  '  d  x 

(4)  *JL{x2y*  +  xy)  =  h 


6.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  vier  Gleichungen  im  §.  7  zu  der- 
selben Stammgleichung  führen. 


[§.  16.]  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  23 

§•  16. 

Hauptform  III.     Homogene  Gleichungen. 

Ist  die  Gleichung  vom  ersten  Grade  und  dargestellt  in  der  Form : 
,„  d  y 
dx 
so  heisst   sie   homogen,  wenn  M  und  N  homogene  Functionen    von 
x  und  y    von    einerlei-  Grade    sind.     In    diesem  Falle   können    wir 
setzen: 


Kf) 


M  = 

wo  r  der  Grad  von  M  und  N  ist.     Substituiren  wir  nun : 

y  =  vx, 

so  dass  v  als  neue  abhängige  Veränderliche  betrachtet  werden  kann, 
so  geht  die  Gleichung  über  in: 


oder : 


V   +  X  dx)  9  W  =  *  ^' 


dx  cp  (v)dv 

x  v  cp  (v)  ■ —  ijj(v)  ' 


in    welcher    die   Veränderlichen    separirt   sind.       Das    Integral   die- 
ser ist: 

log  x  +    /  y-—1 — ,—j-z-  =  A. 

v      ^  J  v  cp  (v)  —  ^  (v) 

Die  Stammgleichung  erhält  man,   wenn  man  nach  Ausführung 

y 
der  Integration  —  für  v  substituirt. 

x 

Ist  die  Gleichung  jedoch  nicht  vom  ersten  Grade,  aber  immer 
noch  homogen  in  x  und  yt  so  kann  sie  in  der  Form  geschrieben 
werden  : 


\x 


dx) 


Es   giebt  nun   zwei   Wege,    auf  denen  man  weitergehen 

dy 


kann;  der  erste  besteht  darin,   dass  man  die  Gleichung  nach 
auflöst;  eine  der  Auflösungen  möge  dargestellt  werden  durch 


\  x 


=/(£)■ 
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d  x 

Dies  ist  der  bereits  discutirte  Fall. 
Der  zweite  Weg  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung  nach 

~  auflöst ;  alsdann  erhält  man : 
x 

j=/,(£i) =/l(F, 

oder: 

worin  p  für  -t-^  geschrieben  ist.     Durch  Differentiation  nach  x  folgt 
aus  dieser: 

P  =  fi  (p)  +  xf'i  (p)  Jl > 

und  daher: 

d  x  /i  Q?)  d_p 


a  P—fiiP) 

Diese  Gleichung  giebt  durch  Integration: 

log  x  =  o  +  / i^JL 

.=  0  +  *(!>). 
Eliminirt  man  ^>  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

so  ergiebt  sich  die  Stammgleichung.  Jedoch  ist  es  nicht  immer 
zweckmässig,  p  zu  eliminiren,  vielmehr  kann  dasselbe  beibe- 
halten werden  als  der  Parameter  eines  Punktes  auf  der  entsprechen- 
de^ Curye,  in  welchem  Falle  der  Gebrauch  desselben  analog  ist 
der  Anwendung  des  excentrischen  Winkels  bei  einem  Punkte  der 
Ellipse. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

Setzen  wir  y  =  vx,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 
v dv        ,    d x 


(1  — v)2  x 

woraus  folgt: 


o, 


log  (1  —  v)  -\-  log  x  =  A, 
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oder  : 

X 

(x  —  y)e~y  =eA=C. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(!)  x  4-  y  -r-^  =  m  y. 

'    y  dx  v 

(2)        yz+x.^  =  xypx. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(ax  +  by  +  c)  -~  =  Ax  +  By  +  C. 
a  x 

Setzt  man  x  =  h  -\-  g,  y  =  Je  ~\-  r]  und  wählt   man  h  und  k 
so,  dass 

ah~\-bJc-\-c  =  0 

Äh  +  Bk+  0=0 

ist,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(a£  +  bV)^  =  At  +  Bn, 

welche  homogen  ist. 

A  7?  C 

Ist  iedoch  —  =  —  ?    während  —   von    diesen    beiden    Brüchen 
0  a  b  c 

verschieden  ist,  so  können  die  Gleichungen,  welche  h  und  h  be- 
stimmen, nicht  zusammen  bestehen.  Wird  jeder  der  beiden  gleichen 
Brüche  gleich  m  gesetzt,  so  ist: 

(ax  ~\-  by  +•  c)  -—  =  m(ax  +  by)  +-  0. 
$  x 

Setzt  man: 

ax  -\-  by  —  v, 

so  wird : 

,    ,  mv  4-0        <#^ 

a  +  b — =  —  , 

v  4"  c         d  x 

und  hiermit  sind  die  Veränderlichen  getrennt. 

Ist  —  =  •--  =  —  =  n,  so  ist  die  Gleichung : 
a         b  c 

dy 

a  x 
daher : 

y  =  nx  4"  ^ 
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4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  Sy-7x  +  7  =  (Sx-7y-3)j^- 

(2)  (2x  +  4y+,3)pl  =  2y  +  x+l. 

(3)  (Sa  +  Sy  +  6)  ||  =  7 y  +  «  +  2. 

5.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung: 

(P  +    QX)pLz=B+Qy> 

in  welcher  P,  §,  B  homogene  Functionen  von  x  und  y  und  zwar  P  und 
B  von  dem  nämlichen  Grade  sind ,  durch  die  Substitution  y  ==  v  %  gelöst 
werden  kann. 

6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(Ax*  +  Bxy  +  ax  +  ßy  +  y) -1  =  Axy  +  By*  +  a' x  + ß' y  +  >/. 


§.  17. 

Wenn  man  die  Curven,  deren  Gleichungen  die  vollständigen 
Stanmigleichungen  homogener  Differentialgleichungen  sind,  sich  ge- 
zeichnet denkt,  so  bilden  dieselben  ein  System  ähnlicher  Curven. 
Denn  zieht  man  durch  den  Coordinätenanfangspunkt  einen  Radius- 
vector, welcher  alle  diese  Curven  schneidet  und  mit  der  x- Achse 
einen  Winkel  &  bildet ,  so  wird  die  Neigung  der  Tangente  an  eine 
der  Curven  in  dem  Punkte ,  in  welchem  dieser  Radiusvector  sie 
schneidet,  gegen  die  # -Achse  bestimmt  durch: 

tang  q)=^-=f1  ^|J  =  fx  (fang  %), 

und  daher  sind  alle  Tangenten  in  den  Punkten,  welche  auf  jenem 
Radiusvector  liegen,  parallel.  Es  sind  somit  die  Curven  sämmtlich 
einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 


§.  18. 
Hauptform  IV. 

Es  treten  zuweilen  auch  Differentialgleichungen  auf,  in 
denen  eine  der  beiden  Veränderlichen  nicht  explicit  vor- 
kommt, 


[§.  18.]  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  21 

Wir  betrachten  zunächst  diejenige  Classe,  in  der  die 
unabhängige  Veränderliche  fehlt.  Die  Gleichung  wird  dann 
von  der  Form  sein : 

*  (»•  ü) =  °- 

Wie  bei  der  allgemeinen  Gieichung  unter  Hauptform  III  kann 
man  auf  zweierlei  Art   weitergehen;     Falls    sich    dies   machen  lässt, 

können  wir  die  Gleichung  nach  — —  auflösen,  so  dass  wir 

dx 

erhalten,   worin    die  Veränderlichen  getrennt   werden  können.     Die 
Stammgleichung  wird: 

Oder  wir  können,  wenn  es  geht,  die  Gleichung  nach  y  auflösen ; 
ist  dann  eine  Lösung  dargestellt  durch 


/; 


?erentia1 


y 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  nach  x: 

dp 
dx' 

in  welcher  Gleichung  sich  die  Veränderlichen  trennen  lassen.     Das 
Integral  ist: 


J    p 


■dp 


wird  daraus  und  aus-  der  Gleichung 

y—fi  (p) 

die  Grösse  p  eliminirt,   so    ergiebt   sich   die    Stammgleichung.     In- 
desgen kann  es  zweckmässiger  sein,  p  nicht  zu  eliminiren. 

Wir  wollen  nun  diejenige 'Classe  von  Gleichungen  be- 
trachten, in  denen  die  abhängige  Veränderliche  nicht  expli- 
cit  vorkommt.     Die  Gleichung  wird  dann  von  der  Form  sein: 

Wegen 

dy  dx 

dx  dy 
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kann  diese  Gleichung  geschrieben  werden : 

\      dyj 
oder : 


eine  Gleichung,  die  zur  ersten  Classe  gehört  und  durch  die  bei  die- 
ser angewendeten  Methoden  gelöst  werden  kann.  "  Diese  Methoden 
lassen  sich  jedoch  auch  auf  die  Gleichung  anwenden^  ohne  sie  erst 
dieser   Transformation    zu  unterwerfen.     Löst   man   die   Gleichung, 

wenn  es  geht,  nach  -=—  auf,  so  erhält  man 
$  x 

d  y       ,-,,  N 

und  es  ist  somit  die 'Stammgleichung: 

y  =  I  F(x)dx  +  A. 
Oder  löst  man  sie,  falls  dies  geht,  nach  x  auf,  so  erhält  man : 

Differentiirt   man    diese   Gleichung   nach  y  (der  fehlenden  Ver- 
änderlichen), so  folgt: 

1  _,,  ..  .  d  p 

und  das  Integral  hiervon  ist: 

y  =  f pF[(p)dp  -f   C. 

Wird  dasselbe  mit 

x  =  Fx  (p) 
verbunden,  so  ergiebt  sich  die  Stammgleichung. 

Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 


(2)      t  +  (p)'  =     I»  +  <"'  . 

1    \d  xJ  xA  -\-  2  a  x 
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§.  19. 
Hauptform  V. 

Wenn  die  Gleichung  erster  Ordnung  vom  nten  Grade 
ist,  so  denke  man  sieh  dieselbe  nach  Potenzen  des  Differentialquo- 
tienten  geordnet^  so  däss  sie  in  der  Form  geschrieben  werden  kann : 

in  welcher  Pu  P2,  •  •  -P«  Functionen  von  X  und  y  bezeichnen.     Be- 
trachten wir  diese  als  eine  algebraische  Gleichung  für  — ,    welche 

Cl  X 

n  Wurzeln  px ,  p2 »  •  •  - ,  Pn  (welches  Functionen   von  X  und  y  sind) 
besitzt,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(B -*)<£-») &-*)-* 

Diese  kann  nur  dann  bestehen,  wenn  einer  oder  mehrere  der 
Factoren  auf  der  linken  Seite  verschwinden,  und  daher  wird  jede 
Beziehung  zwischen  x  und  y,  welche  einen  Factor  zum  Verschwin- 
den bringt,  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
sein,  während  eine  Beziehung,  für  welche  kein  Factor  verschwindet, 
auch  keine  Lösung  sein  kann.  Nimmt  man  an,  dass  die  Stamm- 
gleichungen der  Gleichungen 

dy  d  y  „  dy 

(erhalten  durch   eine   oder   die   andere  der  früher  angegebenen  Me- 
thoden) bezüglich  seien:. 

9>i  («i  y>  Ci)  =  0,     cp2  (x,  y,  C2)  =  0,  .  .  . ,  cpn  0»,  y,  Cn)  =  0, 
so    werden    alle    möglichen   Lösungen    der    gegebenen  Differential- 
gleichung enthalten  sein  in: 

<Pi(x,  y,  Ox)  <p2  (xyy,  C2)  .  .  .  ■ .  <pn  (pc,  y,  C»)  =  0. 
Die  Allgemeinheit  dieses  Integrals  wird  indessen  stets  gewahrt 
bleiben,  wenn  alle  Constanten  (7X,  C2,  .  .'.'.,  Gn  einander  gleich  ge- 
setzt werden,  etwa  gleich  O;  denn  um  einen  Werth  von  y  zu  finden, 
müssen  wir  irgend  einen  Factor  der  linken  Seite  der  neuen  Form 
gleich  Null  setzen,  was  eine  Gleichung  geben  würde  von  der  Form: 

<pr  {x,  y,  C)  =  0. 

Nun  ist  C  eine  willkürliche  Constante ;  werden  derselben  alle 
möglichen  numerischen  Werthe  beigelegt,   so   müssen   in  der  Reihe 
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der  sich  so  ergebenden  Gleichungen,  alle  Integrale  enthalten  sein, 
welche  in  analoger  Weise  aus  dem  entsprechenden  Factor  des  ersten 
Products  abgeleitet  werden  können.  Daher  erhalten  wir  als  die 
allgemeine  vollständige  Stammgleichung  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung: 

9>i  0,  y,  C)  <?2  (#,  y,G) <fnfa  y,  C)  —  o. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

x2p2  —  2xyp  -\-  y1  =  x2y2  -f~  %4. 

Hierbei  ist: 

i 
xp  —  y  —  ±  X(xr+y*)*, 

und  diese  Gleichung  geht  durch  die  Substitution  y  =  x  8  über  in 
die  folgende: 

; r  =   ±    d  X. 

(1  +  *')* 

Nimmt  man  das  positive  Vorzeichen,  so  ist  die  Lösung : 

*  =  i  leX+c  —  e-(x  +  c)]  =  sink  (x  -f  c). 
Das  negative  Vorzeichen  giebt: 

z  =  sink  (c. —  x), 
daher  ist  die  allgemeine  Lösung: 

[y  —  x  sink  (x  -j-  c)]  [y  —  x  sink  (c  —  x)~]  =  0. 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 


<2>   (H)'+2ffl='- 


3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  x2p2  -f  3xyp  +  2y*  =  0. 

(2)  x2p2  +  3xyp  +  3y2  =  0. 

(3)  p  (p  +  y)  =  x  (x  4-  2/). 

(4)  p3  —  (x2  -\-  xy  ~\-  y2)p2  -\-  {x^y  -\-  x2y2  -f-  xy3)p  —  #32/3  =  0. 

(5)  («a  —  #2)^3  _j_  i  x  (a2  _  a.2)  p2  _  p  __  &  x  =  0. 

(6)  (l  ~  2/2  -g)  F2  ~  2  J-p  +g  =  0. 


2  -2 


(7)  2)2+(a.  +  y_2|.)p  +  aJy  +  j5-y-|-  =  a 


[§.   20.]  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  31 

4.  Aufgabe.  Man  zeige,  dass,  wenn  die  allgemeine  Gleichung 
homogen  ist  in  x  und  y,  sie  gelöst  werden  kann  durch  die  Substitutionen : 

d  t 

y  z=z  tx,        X  -j—  =  Z. 

u  '  dx 

Hiernach  löse  man  die  Gleichung: 

§.  20. 

Hauptform  VI.     Die  Clairaut'sche  Form. 

Die  Differentialgleichung ,  welcher  diese  Bezeichnung  gewöhn- 
lich gegeben  wird,  lautet: 

y  =  px  +f(p), 

wobei  p  für  —  gesetzt  ist. 
d  x 

Differentiirt  man  die  Gleichung  nach  X,  so  wird : 

*  =*  +  [*+■/ (p)]§|, 

so  dass  entweder 

ä  x 
oder 

*  +  /'  (P)  =  o 
ist.     Nimmt  man  das  erstere  hiervon  an,  so  erhält  man : 

p  =  const  =  c, 
und  daher  lautet  die  Stammgleichung: 

y  —  cx  +/(c). 
Die  zweite  Gleichung  drückt  x  als   eine  Function  von  p  aus ; 
wird  daher  p  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung 

y—px  +f(p) 
eliminirt,  so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  x  und  y. 

Von  diesen  beiden  Kesultaten  ist  das  erste  augenscheinlich  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  und  kann  aus  ihm  sogleich  diese 
Differentialgleichung  hergeleitet  werden;  denn  durch  Differentiation 
ergiebt  sich: 

p  —  C, 

und,  wenn  man  c  eliminirt,  so  folgt: 

y  =px  +f(p). 
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Wenn  wir  nun  zu  der  anderen  Relation  zwischen  x  und  y 
zurückkehren ,  welche  durch  Elimination  von  p  zwischen  den  Glei- 
chungen 

y  =  px  -f  /  (jp)|  *) 

■  0  =  x  +  f'(p)\ 
erhalten  wird,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  sie  keine  willkürliche 
Constante  enthält  und  daher  keine  allgemeine  Lösung  ist.  Indessen 
kann  sie  immerhin  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  sein;  denn 
differentiirt  man  die  erste  Gleichung,  so  erhält  man  vermöge  der 
zweiten  Gleichung: 

£=,  +  [.+/*>]£=» 

wofern  nicht  etwa  -7—  unendlich   ist.     Eliminirt   man    sodann  p  aus 
cl  x 

den  Gleichungen: 

y  —px  +f(p) 

d  y 

die  ~~Pl 

d  y    ,     n /d V 


so  erhält  man : 


und  dieses  ist  die  ursprüngliche  Differentialgleichung. 

§.21. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Lösungen,  imFalle 
beide  existiren,  kann  leicht  durch  geometrische  Betrachtungen 
klar  gemacht  werden.     Die  erste  Lösung 

y  =  ex  +  f(c) 
stellt  eine  Schaar  von  geraden  Linien  dar ;  haben  dieselben  eine 
Envek>ppe,  so  wird  diese  gefunden  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung nach  c  (in  der  That  ist  dies  gleichbedeutend  damit,  dass  c 
für  dieselben  Werthe  von  x  und  y  ein  Paar  gleicher  Werthe  er- 
hält), und  daraus  folgt: 

0  =  x  -f /(c). 


*)  Es   kann    bemerkt  werden,    dass  zum  Zwecke  der  Elimination  p 
nur  eine  Grosse  ist,    die  vermuthlich   abhängt  von  x  und  y\   sie   braucht 

nicht   nothwendig    mehr  -—■  zu  sein.  Anm.  d.  Verf. 

D  d  x 
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Das  Resultat  der  Elimination  von  c  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen wird  dasselbe  sein  wie  das,  welches  man  durch  Elimination 
von  p*  aus  den  beiden  Gleichungen 

y  =  px  +  f(p) 
0=    x    +f'(p) 

erhält,  und  daher  ist  die  durch  das  letzte  Resultat  dargestellte 
Curve  die  Enveloppe  der  Schaar  von  geraden  Linien,  welche  durch 
die  erste  Lösung  dargestellt  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese  Linien 
überhaupt  eine  Enveloppe  haben. 

Eine  solche  Lösung  der  Differentialgleichung,  welche 
nicht  in  der  Stammgleichung  enthalten  ist  (die  aber  in  der 
vorher  angegebenen  Weise  aus  ihr  abgeleitet  werden  kann),  wird 
eine  „singulare  Lösung"  genannt. 

Wir  werden  in  Kurzem  auf  eine  eingehendere  Discussion  der 
singulären  Lösungen  zurückkommen. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

i     a 
y  =  xp  +j> 

Die  erste  Lösung  ist: 

a 

J  C 

Die  zweite  bestimmt  sich  durch  Elimination  von  p  zwischen 

a 

0  =    x 

P 
und  der  ursprünglichen  Differentialgleichung.     Eliminirt  man  p\  so 
ergiebt  sich: 

Die  letztere  ist  die  singulare  Lösung;  die  durch  dieselbe  dar- 
gestellte Curve  wird  von  allen  den  Linien  berührt,  welche  in  der 
Stammgleichung  enthalten  sind. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 


(1) 

y  =  p  oc  +  (i  +  p2) 

(2) 

y  .=  px  -f-  p   —  p2. 

(3) 

ayp2  -\-'(2'x  —  b)  p  — 

(4) 

x2(y  —  xp)  =  yp2. 

(5) 

y  =  2xp  -\-  y2p3. 

F orsy th,    Differentialgleichungen. 
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§.  22. 

Es  giebt  noch  eine  allgemeinere  Form  der  Differential- 
gleichung, welche  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden 
kann,  nämlich: 

y  =  %f(p)  +  (f  (p). 

Um  diese   zu  lösen ,    differentiire   man   die  Gleichung   nach   x ; 

dann  ist: 

d  p 

oder  : 

äx  f'(p)       __      <p'(p)_ 

x 


p=/(p)  +  w(p)  +  <p'(p)y 


dp  f(p)  —  P        P  —  fiP) 

Diese  Gleichung   ist  linear  in  x  und  gehört  zur  Hauptform  IL 
Ist  das  Integral  derselben: 

so   wird   das  Resultat   der  Elimination  von  p   zwischen   dieser  und 
der   ursprünglichen  Differentialgleichung   die   Stammgleichung   sein. 


1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung  : 
oder: 


x  -\-  yp  =  ap2, 


x 
y  =  ap 

p 

Durch  Differentiation  nach  x  folgt: 


dp         1     .     x  dp 

p  =  a- liy-, 

d  x        p        pl  d  x 


und  somit: 

d  x 


dp         p  (1   -f"  p2)  1  -f  p2 

Das  Integral  hiervon  ist: 
i 

X(1  t^2  =C+a  log  {p  -V  (1  +  P'h 

P 

und  dieses  stellt  zusammen  mit  der  gegebenen  Gleichung  die  Stamm - 
gleichung  dar. 

Die  Gleichung  hätte   auch   durch  Differentiation  nach  y  gelöst 
werden  können. 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  "die  Gleichungen: 

(1)  x  =  y]p  +'  apK 

i 

(2)  y  =  xp  -f  oäj.(1   f  p2)2' 

_i 

(3)  y  z=  xmp  -j-  w  (1  -f-  p3)3. 

(4)  y  —  y p2  -f-  2_p  #. 

(5)  2/(l+^2)2  =  n(x  -f  yp). 

Singulare  Lösungen. 

§.  23, 

Aus  der  Untersuchung  in  §.  21  geht  hervor,  dass  man  zuweilen 
eine  Lösung  einer  Differentialgleichung  finden  kann ,  welche  nicht 
in  der  Stammgleichung  enthalten  ist ;  eine  derartige  Lösung  enthält 
in  ihrem  Ausdrucke  keine  willkürliche  Constante.  Die  einschrän- 
kende Bedingung,  dass  sie  nicht  in  der  Stammgleiehung 
enthalten  sein  soll,  ist  die  wichtigste;  denn  man  hätte  in  der 
letzteren  der  willkürlichen  Constanten  einen  speciellen  Werth,  etwa 
den  Werth  Null,  beilegen  können,  wodurch  sich  auch  eine  Lösung 
ohne  eine  willkürliche  Constante  ergehen  haben  würde;  dieselbe 
würde  aber  nicht  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  sein. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Darlegung  der  Theorie  dieser 
singulären  Lösungen  der  allgemeinen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung,  die  sich  schreiben  läast  in  der  Form: 

<p(x,y,p)  =  0. 

Ist  die  Differentialgleichung  entweder  linear'  oder  in 
ein  System  von  rationalen  linearen  Gleichungen  zerlegbar 
(wie  bei  der  Hauptform  V),  so  hat  sie  keine  singulare  Lösung; 
jede  Lösung  derselben,  die  anscheinend  von  dieser  Beschaffenheit 
ist,  ist  nur  ein  particuläres  Integral,  welches  aus  der  Stammgleichung 
dadurch  abgeleitet  ist,  dass  man  der  darin  enthaltenen  willkürlichen 
Constanten  einen  speciellen  Werth  beilegt.  Für  den  vorliegenden 
Zweck  kann  daher  die  Gleichung  in  p  als  unzerlegbar  beträchtet 
werden;  wäre  sie  in  Factoren  zerlegbar,  die  nicht  linear  sind  und 
sich  nicht  in  lineare  Factoren  auflösen  lassen,  so  würden  wir  der 
Reihe  nach  jeden  dieser  unzerlegbaren  Factoren  betrachten. 

Wir  können  daher  cp  =  0  als  eine  rationale  uiid  irreductible 
Gleichung  nten  Grades  betrachten.  Wir  werden  jedoch  ferner  noch 
annehmen,  dass  cp  eine  eindeutige  Function  ist,  und  dass  sie  keinen 

3* 
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von  p  unabhängigen  Factor  enthält ;  würde  ein  solcher  Factor  bei- 
behalten und  gleich  Null  gesetzt,  so  würde  er  zwar  die  Gleichung 
befriedigen,  aber  nicht  den  Differentialquotienten  enthalten.  Treten 
in  irgend  einem  Falle  solche  Factoren  auf,  so  nehmen  wir  an,  dass 
sie  zunächst  weggeschafft  werden. 

§•24. 

Aus  den  in  der  Einleitung  angeführten  Betrachtungen  folgt, 
dass,  wenn  x  und  y  die  Co'ordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
sind ,  die  Differentialgleichung  eine  Schaar  von  Curven  in  dieser 
Ebene  bestimmt,  welche  von  einem  einzigen  unabhängigen  veränder- 
lichen Parameter  abhängen :  und  da  die  Differentialgleichung  in 
jedem  Punkte  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ihrer  Rich- 
tung nach  bestimmt,  so  wird  es  n  durch  die  für  den  betreffenden 
Punkt  geltenden  Werthe  von  p  bestimmte  Richtungen  und  daher 
n  Curven  geben,  welche  durch  jeden  Punkt  in  der  Ebene  hindurch 
gehen. 

Um  dieses  System  algebraisch  darzustellen ,  brauchen  wir  eine 
rationale  algebraische  Gleichung  von  der  Form: 

f(x,  y,  cuc3,  .-.  .,  cm)  —  0, 

in  welcher  die  Constanten  ebenfalls  rational  und  algebraisch  sind. 
Da  aber  nur  ein  einziger  unabhängiger  Parameter  erforderlich  ist, 
so  werden  zwischen  diesen  m  Constanten'  m  —  1  algebraische  Rela- 
tionen bestehen.  Ferner  wird  diese  Function  /  eindeutig  sein  ,  und 
jeder  Factor,  welcher  x  und  y  (oder  eine  von  beiden),  aber  keine 
von  den  Constanten  enthält,  wird  aus  ihr  aus  dem  nämlichen  Grunde 
wegzuschaffen  sein,  welcher  uns  zur  Beseitigung  analoger  Factoren 
aus  der  Differentialgleichung  veranlasste.  Da  die  Differentialglei- 
chung nicht  in  einfachere  Gleichungen  von  niedrigerem  Grade  auf- 
lösbar ist,  so  ist  die  algebraische  Gleichung  ebenfalls  nicht  zerlegbar ; 
denn  wäre  sie  es,  so  würde  zu  jeder  algebraischen  Gleichung  von 
niedrigerem  Grade  eine  entsprechende  Differentialgleichung  von 
niedrigerem  Grade  gehören  - — Tein  Resultat,  das  nach  der  Voraus- 
setzung ausgeschlossen  ist.  Und  der  Grund,  weshalb  wir  vn  Con- 
stanten, die  durch  m- —  1  Relationen  verbunden  sind,  in  die  Func- 
tion aufgenommen  haben  an  Stelle  einer  einzigen  Constanten,  ist 
folgender:  Die  Gleichung  im  letzteren  Falle  würde  dieselbe  sein, 
wie  diejenige ,  welche  man  im  ersten  erhalten  würde ,  wenn  man 
sämmtliche  Constanten  mit  Ausnahme  einer  einzigen  eliminirte,  und 
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da  diese  Elimination  gewöhnlich  Operationen  (z.  B.  Erhebungen 
zum  Quadrat  u.  s.  w.)  nöthig  macht,  welche  andere  als  die  ge- 
wünschten Gleichungen  einführen,  so  wird  die  Folge  davon  sein, 
dass  die  Endgleichung  mehr  ausdrückt,  als  die  eine  gesuchte  Glei- 
chung. Man  nehme  z.  B.  an,  dass  man  auf  irgend  einem  Wege  ein 
Integral  erhalten  habe  in > der .Form; 

\x2  -f-  y2  —  a{x  cos  cc  ~\-  y  sin  a))2  =  a2 (x2  -\-  y2), 
oder,  indem  man  zu  algebraischen  Constanten  übergeht: 
{x2  -f  y2  —  a  {Ix  -f  my))2  =  a2(x2  +'y2), 
wobei  dann  die  Constanten  der  Bedingung  unterliegen : 

p  -f  m2  =  1. 

Alsdann  wird  die  entsprechende  Gleichung,  welche  nur  eine  von 
diesen  Constanten,  z.  B.  m,  allein  enthält,  nicht  iiur  jene  Gleichung, 
sondern  auch  die  folgende 

{x2  '+  y2  —  a(—  Ix  +  my))2  =  a2{x2  -f  y2) 
darstellen,   mit    derselben  einschränkenden  Bedingung,    und   daher 
würde  sie  nicht  bloss  der  ersten  von  diesen  äquivalent  sein. 

Wir  haben  ferner  durch  jeden  Punkt  in  der  Ebene  ^Curven; 
daher  muss  die  Gleichung  /  =  0  zusammen  mit  den'm  —  1  Rela- 
tionen zwischen  den  Constanten  für  jeden  Punkt  n  Werthsysteme 
für  diese  Coristanten  liefern.  Wird  die  Gesammtheit  der  Constanten 
mit  G  bezeichnet,  so  wird  C  in  jedem  Punkte  der  Ebene  n  Werthe 
haben. 

§..  26. 

Wir  wollen  nun  die  Bildung  der  Differentialgleichung 
aus  der  Stammgleichung 

f(x,  y,  G)  =  0 
betrachten.     Dieselbe  wird  erhalten,  wenn  man  die  Constanten  aus 
den  m  —  1  Relationen,  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung 

8/    ,     dfdj  _  o 
d  x       d  y  d  x 
eliminirt. 

Man  nehme  aber  an,  dass  <jiie  Grössen  G  durch  Functionen 
von  x  ersetzt  bürden;  dann  wird  die  Ableitung  der  Differential- 
gleichung in  derselben  Weise  geschehen,  wie  vorher,  nur  dass  für 
die  letzte  Gleichung  zu  setzen  ist: 
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df        df  dy_    <     d£  äC_  _ 

d  x     ■    d  y  dx,        cG  dx 

Das  Resultat  wird  genau  dasselbe  sein  wie  zuvor,  wenn 

d  C  dx 
ist. 

Soll    diese    Gleichung    befriedigt    werden,    so    muss    entweder 

d  G 

- —  =  0  sein,  wodurch   G  constant  bleibt,  oder  es  muss  G  bestimmt 
dx 

werden  durch 

-^  =  0 

dC 

Wird  der  so  bestimmte  Werth  von  G  in  die  Function  /  sub- 
stituirt,  so  können  wir  somit  im  Allgemeinen,  um  eine  Lösung  der- 
selben Differentialgleichung  zu  erhalten,  die  Discriminante  von  / 
nach  G  gleich  Null  setzen,  was  wir  in  der  Form  schreiben: 

JDisctc  fix,  y,  G)  =  0. 

§.  26. 

Der  hierdurch  dargestellte  geometrische  Ort  ist  der 
Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  in  denen  die  Parametercon- 
stanten  G  zwei  oder-mehr  gleiche  Werthe  haben.  Derselbe 
wird  demnach  in  sich  schliessen: 

1.  Den  Ort  aller  Knotenpunkte  (Doppelpunkte,  dreifache 
Punkte  u.  s..  w.)  des  Systems-  von  Curven;  denn  in  jedem  solchen 
Punkte  giebt  es  je  nach  der  Anzahl  von  Gurvenzweigen ,  die  durch 
ihn  hindurch  gehen,  zwei  oder  mehr  einander ' gleiche  Werthe  von 
0,  da  die  Zweige  zu  einer  und  derselben  Curve  gehören. 

2.  Den  Ort  aller  Spitzen  des  Systems  aus  ähnlichen  Gründen. 

3.  Die  Enveloppe  des  Systems  von  Curven,  die  entweder 
eine  einzige  Curve  oder  -  aus  mehreren  Curven  zusammengesetzt 
sein  kann.  Denn  jeder  Punkt  der  Enveloppe  kann  als  zu  zwei  ver- 
schiedenen aber  auf  einander  folgenden  Curven  des  Systems  gehörig 
betrachtet  werden,  da  die  Constanten  dieser  auf  einander  folgenden 
Curven  schliesslich  gleich  werden.  (In  dem  Falle,  wo  die  Enveloppe 
aus  "mehreren  Curven -zusammengesetzt  ist,  kann  es  vorkommen, 
dass  eine  von  "diesen  nur  eine  specielle  Curve  des  Systems /(#,  y,  G)  =  0 
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ist;  dann  ist  aber  ihre  Gleichung  auszuschliessen,   da  sie   ein  parti- 
culäres  Integral  darstellt.) 

Diese   drei  geometrischen  Oerter  wollen  wir  bezüglich   nennen 
den  Ort  der  Knotenpunkte,  den  Ort  der  Spitzen  und  die  Enveloppe. 

§•  27. 

"Wenn  wir  nun  die  Differentialgleichung 
cp  (0,  y,  p)  —  0 
zusammen  mit  dem  System  von  Curven  betrachten,  deren  Gleichung 
ihr  allgemeines  Integral  bildet,  so  ist  klar,  dass  die  Enveloppe 
des  Systems  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist; 
denn  in  jedem  Punkte  der  Enveloppe  (welches  ein  Punkt  auf  zwei 
auf  einander  folgenden  Curven  ist)  ist  die  Richtung  der  Tangente 
dieselbe,  wie  die  Richtung  der  Tangente  jeder  dieser  beiden  Curven 
in  dem  betreffenden  Punkte,  und  da  die  Differentialgleichung  durch 
die  Grössen,  welche  zu  einem  Element  einer  Curve  des  Systems 
gehören,  befriedigt  wird,  so  muss  sie  auch  durch  diese  (unveränder- 
ten) Grössen,  welche  zu  dem  Element  der  Enveloppe  gehören,  be- 
friedigt werden. 

Der  Ort  der  Knotenpunkte  ist  jedoch  keine  Lösung 
der  Differentialgleichung;  wäre  dies  der  Fall,  so  würde  die 
Differentialgleichung  befriedigt  werden  durch  die  Werthe  von  x  und 
y  in  irgend  einem  Knotenpunkte  und  den  entsprechenden  Werth  von 
p  in  demselben  Punkte  des  Ortes  der  Knotenpunkte.  Erinnern  wir 
uns,  dass  der  Ort  der  Knotenpunkte,  durch  eine  Reihe  von  Punkten 
auf  unserem  Curvensystem  gebildet  wird,  so  sind  bekanntlich  die- 
jenigen Werthe  von  p  in  jedem  solchen  Punkte,  welche  die 
Differentialgleichung  befriedigen ,  gerade  die ,  welche  durch  die 
nlurch  diesen  Punkt  gehende  Curve  des  Systems  bestimmt  werden. 
Da  aber  die  Tangente  des  Ortes  der  Knotenpunkte  in  einem  solchen 
Punkte  im  Allgemeinen  nicht  zugleich  Tangente  an  einem  der  Zweige 
der  Curve  des  Systems  in  diesem  funkte  ist,  so  folgt,  dass.  der 
Werth  von  p  für  den  Ort  der  Knotenpunkte  verschieden  ist  von 
denjenigen  Werthen  von  p  für  die.  Curve  des  Systems,  welche  zu- 
sammen mit  den  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  die  Diffe- 
rentialgleichung befriedigen.  Und  nur  durch  Zufall  könnte  es  ge- 
schehen, dass  der  Werth  von  p,  für  den  Ort  der  Knotenpunkte  über- 
einstimmt mit  einem  der  anderen  Werthe  von  p,  welche  nicht  zu 
der  Curve,  auf  welcher  der  Knotenpunkt  liegt,  gehören,  sondern 
durch   andere    durch   diesen  Punkt    gehende   Curven    des   Systems 
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geliefert  werden.    Es  wird  daher  der  Werth  von  p   für  den  Ort  der 

Knotenpunkte   zusammen   mit   den  Coordinaten  dieses  Punktes  die 

Differentialgleichung  nicht  befriedigen,  und  somit  wird  der  Ort  der 
Knotenpunkte  keine  Lösung  der  Differentialgleichung  sein. 

Genau    analoge  Betrachtungen,  angewendet    auf   den  Ort  der 

Spitzen,  führen  zu  einem  ähnlichen  Schlüsse:—  der  Ort  der 
Spitzen   ist  keine  Lösung    der  Differentialgleichung. 

§•  28. 

Die  -  Gleichung  der  Enveloppe  des  Systems  kann  nun 
aus  der  Differentialgleichung  allein,  d.  h.  ohne  dass  man  die 
Stammgleichung  kennt,  abgeleitet  werden.  In  jedem  Punkte 
der  Enveloppe  fallen  mindestens  zwei  der  Zweige  der  verschie- 
denen Curven  ihrer  Eichtung  nach  zusammen;  wir  werden  daher 
in  jedem  solchen  Punkte  gleiche  Werthe  von  p  haben,  die  'zu  ver- 
schiedenen aber  auf  einander  folgenden  Curven  gehören. 

Wenn  wir  nun  die  Bedingung,  dass  zwei  Werthe  von  p  gleich 
sein  sollen,  mittelst  der  Gleichung 

!r=° 

dp 
ausdrücken    und  p  zwischen    dieser    und   der  ursprünglichen   Glei- 
chung eliminiren  (d.  i.  die  Discriminante  von  cp  gleich  Null  setzen), 
so  wird  der  durch  die  Gleichung 

Disdp  cp  (%,  y1p}=0 

dargestellte  Ort  der  Ort  solcher  Punkte  sein,  in  denen  zwei  Werthe 
von  p  einander  gleich  sind,  und  dieser  wird  offenbar  die  Enveloppe 
mit  enthalten. 

Aber  ausser  der  Enveloppe  wird  diese  Gleichung  auch  den 
geometrischen  Ort  aller  Punkte  geben: 

1)  in  denen  zwei  Zweige  derselben  Curve  einander  berühren, 
d.  h.  sie  wird  alle  Spitzen  bestimmen;  sie  giebt  daher  wie  vorher 
den  Ort  der  Spitzen ; 

2)  in  denen  zwei  verschiedene  aber  nicht  auf  einander  folgende 
Curven  sich  berühren ;  dieser  Ort  wird  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte genannt.  Wenn  z.  B.  zwei  Schaaren  von  concentrischen 
Kreisen,  eine  um  je  einen  von  zwei  Punkten,  gegeben  sind,  so  wird 
die  gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  verbindet  (und  nach  bei- 
den Seiten  verlängert  ist),  der  Ort  der  Berührungspunkte  von  je 
zwei  Kreisen  sein,  von  denen  jeder  zu  einem  anderen  Systeme  gehört. 
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Wie  zuvor  ist  der  Ort  der  Spitzen,  da  er  keine  Lösung  ist, 
beiseite  zu  lassen ;  und  genau  analoge  Gründe  wie  diejenigen,  welche 
uns  zur  Yerwerfung'  des  Ortes  der  Knotenpunkte  veranlassten, 
zeigen,  dass  auch  der  Ort  der  Berührungspunkte  keine 
Lösung  ist. 


§.29. 

Demnach  wird  von  allen  diesen  geometrischen  Oertern 
nur  allein  die  Gleichung  der  Enveloppe  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  darstellen,  und  diese,  und  zwar  diese 
allein,  nennen  wir  die  „singulare  Lösung"  der  Differential- 
gleichung. Jeder  Weg,  die  Enyeloppe  zu  finden,  kann  zu  einigen 
der  anderen  Oerter  führen,  jlie,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  keine 
Lösungen  sind,  und  es  ist  daher  in  jedem  besonderen  Falle, 
wofern  nicht  die  erhaltene  Gleichung  augenscheinlich  die  Enveloppe 
und  nichts  weiter  als  die  Enveloppe  darstellt,  nothwendig,  sich 
zu  überzeugen,  ob  das  Eesultat  der  Differentialgleichung 
genügt.  Sollte,  dies  nicht  der  Fall  sein,  so  kann' es  möglich  sein, 
die  Gleichung  in  andere  einfachere  zu  zerlegen,  und  eine  oder  meh- 
rere von  diesen  können  dann  die  Differentialgleichung  befriedigen; 
diese  werden  dann .  die  singulare  Lösung  bilden;  und  diejenigen, 
welche  der  Differentialgleichung  nicht  genügen,  werden  sich  als 
Oerter  erweisen,  welche  den  vorher  aus  einander  gesetzten  Principien 
gemäss  zu  verwerfen  sind. 

§•  30. 

Es. ist  selbstverständlich,  dass  eine  irreductible  Differen- 
tialgleichung nicht  nothwendig  eine  singulare  Lösung  zu 
haben  braucht.  Man  bezeichne  z.  B.  die  Discriminante  in  Bezug 
auf  p  von 

cp  0,?/,  p)  =  0 

mit  ü,  wo  ü  eine  Function  der  veränderlichen  Coefficienten  von  p 
in  dieser  Gleichung  ist,  und  nehme  an,  dass  U  sich  nicht  in  ein- 
fache Factoren  zerlegen  lasse. 

Ist  die  Gleichung  U—0  eine  Lösung  der  Differentialgleichung, 
so  bestimmt  sich  der  Werth  von  p  aus  der  Gleichung: 

du  .du 
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und  es  muss  die  Gleichung 

identisch  bestehen  für  die  Werthe  von  x  und  y1  die  durch  die  Glei- 
chung U  =  0  verbunden  sind ;  mit  anderen  Worten,  es  muss  eine 
Relation  zwischen  den  Coefficienten  von  p  in  cp  und  ihren  Differen- 
tialquotienten nach  x  und  y  bestehen.  Dies  wird  aber  im  Allgemei- 
nen nicht  der  Fall  sein. 

Betrachten  wir  insbesondere   die  Gleichung  zweiten   Grades  in 
der  Form : 

Lp*  -f  2Mp  -f  N=  0, 

so  ist  die  singulare  Lösung ,  wenn  eine  solche  existirt,  S  =  0,  wo  S 
entweder  gleich  LN. —  HP  oder  ein  Factor  hiervon  ist.  Im  All- 
gemeinen lässt  sich  LN  —  M2  nicht  in  Factoren  zerlegen,  und  es 
ist  selbst  keine  Lösung,  wofern  jjicht 

\oxJ  ex  cy  \oyJ 

ist,  wobei  LN  =  iüf 2;  und  dies  würden  im  Allgemeinen  zwei  un- 
abhängige simultane  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  x  und  y  als 
von  einander  unabhängige  Grössen  sein.  Wie  wir  aber  gesehen  haben, 
ist  die  Stammgleichung  der  Differentialgleichung  von  der  Form : 

L'c2  +  2M'c  +  N'  ■  =  0, 
und,  wenn  dies  eine  algebraische  Gleichung  ist,   so  wird  es  eine  all- 
gemeine Enveloppe  geben,  die  enthalten  ist  in 

L'N'  —  M'*  =  0, 
und  die  die  singulare  Lösung  sein  wird.  Die  Erklärung  des  schein- 
baren Widerspruches  liegt  in  dem  Umstände,  dass  diese  Integral- 
gleichung gewöhnlich .  vQn'transcendenter  Form  ist  und  daher  im 
Allgemeinen  keine  Enveloppe  hat;  die  Ausnahmen  in  dem  ersten 
Falle  —  wenn  die  Differentialgleichung  eine  singulare  Lösung 
hat  —  sind  auch  Ausnahmen  in  dem  anderen,  —  wenn  die  transcen- 
dente  Gleichung  ein  System  von  Curven  mit  einer  eigentlichen  En- 
veloppe darstellt  — *). 


*)  Vgl.  Cayley,  Mess.  o.f  Math.  Vol.' VI,  p.  23—37.  Die  Theorie  der 
singülären  Lösungen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  so  wie 
sie  gegenwärtig  angenommen  ist,  ist  zuerst  von  Cayley  gegeben  worden 
in  den  Mess.  of  Math.  Vol.  II  (1872),  p.  "6-^-12.  An  in.  d.  Verf. 
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Wir  gehen  nun  über  zur  Betrachtung  einiger  allge- 
meinen Beispiele  der  Theorie. 

1.  Aufgabe. 

p'2y  -\-  %>(%^-y)  —  x  —  0- 

Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Werthe  haben  solle,  ist : 

(x  —  y)2  +  4xy  =  0, 
d.  i. 

(x  +  y)2  ■=  0 
oder: 

y  =  —  x, 
und  dies  ist  keine  Lösung.   Nun  kann  man  die  Gleichung  schreiben : 

(j?  —  i)  (py  ,+  '.#) .  —  °> 

und  die  Lösungen  hiervon  sind: 

2/  —  #  =  c    und    ^/2  -f-  #2  =  c. 

Die  verschiedenen'  hierdurch  dargestellten  Curven  erkennt  man 
leicht. 

Es  ist  dies  ein  Beispiel  zu  der  Bemerkung  (§.  23),  dass,  wenn 
die  Gleichung  in  lineare  und  rationale  Factor en  zerlegbar  ist,  die- 
selbe keine  singulare  Lösung  besitzt. 

In  jedem  Falle  soll  die  entsprechende  Figur  gezeichnet  werden. 

2.  Aufgabe. 

p2y2  cos2  a  —  2  p  xy  sin2  cc  -\-  y2  —  x2sin2cc  =  0. 

Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Werthe  habe,  ist: 

x2  y2  sinket  =  y2  cos2  a  (y2  —  x2  sin2a), 
d.i. 

(x2  sin2  a  —  y2  cos2  oc)  y2  =  0, 
daher: 

y  —  0    und    y  =  -jz  %  lang  a. 

Die  Stammgleichung  ist: 

x2  -f  y2  —  2  ex  +  c2  cos1  a  ==.0, 

und  die  Bedingung,  dass  sich  für  c  gleiche  Werthe  ergeben,  wird: 

x2  =  (x2  -\-  y2)  cos2a, 
öder: 

y  —  +  x  tangec. 

Die  durch  obige  Gleichung  dargestellten  Curven  sind  eine 
Schaar  von  Kreisen,  deren  Enveloppe  die  beiden  geraden  Linien 
y  =  +;  x  tang  CA   sind,   die  zugleich  die  singulare  Lösung  bilden. 

Die  Linie  y  =  0  ist  ein  Ort  der  Berührungspunkte. 
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3.  Aufgabe. 

4:p2x(x  —  a)  0  —  b)  =  {3x2  —  2x  (a  +  b)  +  ab]2. 
Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Werthe  annehme,  ist: 
x  (x  —  a)  (x  —  b)  \3x2  —  2x  (a  -f  b)  +  ab)2  =  0. 
Die  Stammgleichung  ist: 

(y  -\-  c)2  =  x  (x  —  a)  (x  —  b), 
und  die  Bedingung,  dass  c  gleiche  Werthe  haben  solle,  ist: 
x  (x  —  a)  {y  —  b)  =  0. 

Die  Differentialgleichung  wird  befriedigt  durch  x  =  0,  %=  a, 
x  =  b  (und  die  zugehörigen  unendlich  grossen  Werthe  von  J9),  und 
dieses  sind  singulare  Lösungen.  Der  noch  übrig  bleibende  Factor 
in  der  Discriminante  in  Bezug  auf  p  giebt : 

3x  =  a  +  b  ±  (a2  —  ab  +  b2)\ 
und  die  hierdurch  dargestellten  Linien  sind  Oerter  der  Berührungs- 
punkte. 

Die  Curve 

j/2  =  x  (x  —  a)  (x  —  b) 

(0  <Z  a  <^  b)  besteht  aus  einem  Oval,  welches  die  x- Achse  in  dem 
Anfangspunkte  und  in  der  Entfernung  a  von  diesem  schneidet,  und 
aus  einer  einer  Parabel  ähnlichen  Curve,  welche  die  x- Achse  in  der 
Entfernung  b  vom  Anfangspunkte  schneidet.  Die  Tangenten  in  allen 
diesen  Punkten  sind  parallel  der  y- Achse/  Das  System  der  Curven 
erhält  man,  wenn  man  diese  Curve  parallel  zur  y-Ächse  fortbewegt. 
Die  geraden  Linien  x  =  0,  %  =  a,  x=b  sind  Enveloppen  des 
Systems.  Die  Linie  3x'=  (a  +  b)  —  (a2  —  ab  -\-lb2)l/*  ist  der 
Ort  reeller  Berührungspunkte,  und  die  Linie  3  x  =  (a  -f~  b)  -\- 
(a2  —  ab  -f-  b2)1/*  der  Ort  imaginärer  Berührungspunkte. 

4.  Aufgabe.  Setzt  man  in  der  vorigen  Aufgabe  a  =  b  und 
hebt  den  Factor  (x  —  a)2  weg  (§.  23),  so  wird  die  DifPerential- 
gleichung: 

4,  xp2  ==  (3x  —  a)2. 
Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Werthe  annehmen  solle,  ist: 

x  (3  05  —  a)2  =  0. 
Die  Integralgleichung  ist: 

(y  +  c)2  =  x  (x  —  a)2, 
und  die  Bedingung,  dass  c  gleiche  Werthe  annehmen  solle,  ist: 
x{x  —  a)2  =  0. 
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Beiden  Bedingungen  gemeinschaftlich  ist  x  =  0,  welches  (zu- 
sammen mit  dem  entsprechenden  unendlich  grossen  Werthe  von  p) 
eine  Lösung  der  Gleichung  und  daher  eine  singulare  Lösung  ist. 
Jede  Curve  des  Systems  hat  einen  Doppelpunkt;  der  Ort  derselben 
ist  x  =  a,  welches  somit   ein  Ort  der  Knotenpunkte  ist.    Die  Linie 

x  =  —  a  ist  ein  Ort  der  Berührungspunkte. 
3 

5.  Aufgabe.  In  der  vorigen  Aufgabe  setze  man  a  =  0  und 
hebe  den  Factor  "X  weg,   dann  ist  die  Differentialgleichung : 

4p2  =  9x. 
Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  "Werthe  habe,  ist  : 

x  =  0. 
Die  Stammgleichung  ist: 

(y  +  c)2  =  x\ 
und  die  Bedingung,  dass  c  gleiche  Werthe  annehme,  wird: 

x2  =  0. 
Die  Differentialgleichung  wird  durch  x  =  0   (nebst1  dem   ent- 
sprechenden unendlich  grossen  Werthe  von  p)  nicht  befriedigt.. 

Die  Curve  y2  =  xz  ist  die  semicubische  Parabel,  welche  eine 
Spitze  im  Anfangspunkte  hat ;  und  das  ganze  System  wird  erhalten, 
wenn  man  die  Curve  parallel  zur  y- Achse  fortbewegt,  so  dass  x  =  0 
der  Ort  der  Spitzen  und  daher  keine  singulare  Lösung  ist. 

6.  Aufgabe. 

p%'  —  Axyp  -f-  Sy2  =  0. 

Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Wertne  annehme,  ist: 
4 

J  27       u 

Die  Stammgleichung  ist: 

y  _— c  (x  —  c)2, 
und  die  Bedingung,   dass  c  gleiche  Werthe  annehme,  wird  erhalten, 
wenn  man  c  zwischen  dieser  und  der  Gleichung 
(x  —  c)  (x  —  3  c)  =  0 

eliminirt,  so  dass 

4 
entweder  y  ■=  0    oder    y  =  —  xs 

ist,  in  Uebereinstimmung  mit  der  ersten  Bedingung.    Beide  genügen 
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der  Differentialgleichung;  die  erste  von  diesen  Gleichungen  ist  aber 
ein  particuläres  Integral  (entsprechend  c  =  0)  und  wir  betrachten 
daher  die  letzte  allein  als  die  singulare  Lösung. 

7.  Aufgabe.  Man  suche  die  Stammgleichungen  und  die  singulären 
Lösungen  (wenn  solche  existireri)  von  den  folgenden  Gleichungen  und 
untersuche  die  Natur  der  Oerter,  welche  keine  Lösungen'  sind,  aber  zu- 
gleich mit  der  singulären  Lösung  gefunden  werden : 

(a)  xp2  —  %yp  -\-  &x  —  0. 

Stammgleichung: 

x2  =  c  (y  —  c). 

Singulare  Lösungen : 

y  =  ±  2  x. 

(ß)        {x2  —  a2)  p2  —  2  xyp  —  x2  =  0. 

Stammgleichung : 

c2  -f  2  c  y  -f  a2  =  x2. 

Singulare  Lösung: 

x2  -\-  y2  ~  a2' 

Ort  der  Berührungspunkte: 

x  '=  0. 
(y)  P2  +  2xp  =  y. 

Stammgleichung : 

(2>s  -j_  sxy  -f-  c)2  =  4  (x2  -f  y)B. 
Keine  singulare  Lösung. 

Ort  der  Spitzen: 

x2  -\-  y  =  0. 

(&)  xyp2  -f-  (^c2  —  2/2  —  k2)  p  —  xy  =  0. 
W  (1  —  2/2)^2  —  1. 

(0  p*(i  -^2)  =  i  -  2/2- 

(??)     (6aj  —  ay)2  (b2  +  a>2)  ==  c2  (&  +  ap)2. 

Fernere  Beispiele  kommen  vor  in  der  Abhandlung  von  Cayley, 
Mess.  of  Math.  Vol.  YI  (1.  c.)  und  in  einer  von  J.  W.  L.  Glaisher^ 
Mess.  of  Math.  Vol.  XII  (1882),  p.  1—14. 

Vermischte  Aufgäben. 

1.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  y  —  xp  =  x  -j-  y p. 

(2)  a  (xp  -\-.2y)  =  xyp. 
(3) 

(4)  m  y 

(5)  p*-=  y±  [y  -f  xp). 
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(6)  pß  4-  x'6  —  axp. 

(7)  x*p2  ■+-  x2yp  -f  a3  =  0. 

(8)  ax2ynp  \-  y  —  2#^>. 

(9)  jo2  4  2^/p  co£  x  =  2/2. 

(10)  y  —  2xp  =  f  (xp2). 

(11)  *2  _  ^  =f(y*-xyp). 

(12)  (1  —  p)2  —  e-2y  =  _p2c_2aJ. 

(13)  (nx  4-  2/p)2  =  (1  +  p2)  fe/2  4  wa;2). 

(14)  (1  +  ßy2  —  3x-22/)p  =  3^2/2  —  tf2. 

(15)  «2/  +.  &#p  =  xmyn(cy  -(-  exp): 

(16)  2/^9  (#2  -f  2/2  4-  a2)  +  as  (a;2  f  y2  —  a2)  =  0. 

(17)  (xp  -  #  =f2-2|p  +  l. 

(18)  (xp  —  y)2  =  a  (1  +  p2)  (x2  +  y2)L 

i  i 

(19)  (a2  4  x2)2  p  4-  y  =  ftt2  -f  ^2)2  —  a;. 

(20)  2/  =  P  x  4  U  4"  P2)2  <P  (%2  4"  2/2)- 

(21)  (x  cos  —  -}-  y  sin  — )  y  =  (y  sin  —  —  x  cos  — )  xp. 

\  X  X/  \  X  X  / 

(22)  (x3  ys  4  ^2  #2  4"  XV  4  1)  2/4  (^3  2/3  —  -^2  2/2  ~  x  V  4"  1)  #P  —  Q. 

(23)  {(#2  —  ?/2)  sm  «  4"  2a? 2/  cos  a  —  V  (x2  4~  V2)2)  P 

—  2xy sin  a  —  (x2 — y2)  cos  a  -\-  x  (x2  ~\- y2)~2. 

2.  Man  zeige,  dass,  wenn 

u  =  1  4-  Aj  x  -f  -  A2  x2  4  -  As  xB  -| 

ist,  wobei  die  Grössen  ^4.  durch  die  Eelation 

Am  ==  mAm—i  —  77  {m  — 1)  (m —  2)  Am— 3 

mit  einander  verbunden  sind,  die  Gleichung  gilt: 

1  1  1 

log  {u(l  —  x)2}  =  -  a>  4-  -  a;2. 

3.  Man  in tegrire  die  Gleichung: 

cos  &  (cos  #  —  sin  asin  g))d&-\-  coscp  (cos  cp  —  sin  et  sin  0-)  d  g?  =  0. 

Man  zeige,  dass,  wenn  die  willkürliche  Constante  durch  die  Bedingung 
bestimmt  wird,  dass  die  Gleichung  durch  die  Werthe  (0,  «)  von  (#,  <p) 
befriedigt  werden  solle,  die  Gleichung  befriedigt  wird,  wenn  man  #  4"  0> =  a 
setzt. 

4.  Man  beweise,  dass,  wenn  die  Gleichung 

cy  äx  —  (y  -\-  a  4   b  x)dy  —  nx(xdy  —  y  dx)  =  0 
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mittelst  der  Substitution 

u  (y  -\-  a  4"  & x  H~  ^^2)  —  2/  (c  +  was) 
in    eine    Gleichung    zwischen  u   und   äs    transformirt   wird,   die   Veränder- 
lichen separirt   sind,    und  bringe] die  Gleichung    durch   die  fernere   Sub- 
stitution : 

V  —  au  +  ß, 

wo  a  und  ß  passend  zu  bestimmen  sind,  auf  die  Form : 

dv    ___    dx 
■9>{v)  ~~  q>{x) 

5.  Man  bringe  die  Gleichung 

a  x  yp2  4-  (#2  —  a  y2  —  b)  p  —  xy  ■=  0 
auf  die  Clair  auf  sehe  Form  und  löse  darauf  die  Gleichung. 
Man  löse  die  Gleichung: 

a \-  ß  -f-  4-  y     7'    ,     ,      =  0, 

dx  dy    '    '    ax-\-  dy 

in  welcher  a  -\-  ß  -\-  y '  =  0  ist. 

6.  Man  zeige,  dass,  wenn  y1  und  y%  Lösungen  sind  der  Gleichung: 

worin  P  und  Q  Functionen  von  x  allein  sind   und  y2  =  y\  z   gesetzt  ist, 
alsdann  z  gegeben  ist  durch: 

-f9.de 

wo  a  eine  willkürliche  Constante  ist. 

7.  Man  zeige,  dass  die  Veränderlichen  in  der  Gleichung 

separirt  werden  können  durch  die  Substitution  x  =  u-\-v  und  y  —  ku  —  v, 
vorausgesetzt,  dass  7c  passend  gewählt  ist,  und  integrire  die  Gleichung. 

8.  Man  zeige,  dass  die  Gleichungen 

y  —  xp  =  a  {y2  -\-  p)    und    y  —  xp  =  b  (l -}- x2p) 

aus  einer   gemeinschaftlichen  Stammgleichung  abgeleitet  werden   können, 

und  bestimme  die  letztere. 

Sind  die  beiden 

_1  _i 

%  4-  p  (1  -4-  p2)   2=  a    und    y-  (l+p2)   2=  &, 

und  ebenso  die  beiden 

yp  =  ax    und   y2  (1 — jo2)  =  b 

auch  je  aus  derselben  Stammgleichung  ableitbar? 

9.  Man  integrire  die  Differentialgleichung: 

x{ay*  4  (ay  +  M3}  4"  2/  jf  {b%s  4  (ay  4-  M3}  =  °- 


[§.  30.]  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  49 

Eine  Tangente  einer  Curve  in  irgend  einem  Punkte  P  schneidet  die 
Tangente  und  Normale  eines  festen  Punktes  0  der  Curve  in  den  Punkten 
M  und  N  und  es  ist  das  Rechteck  0  MP'  N  construirt.  Man  bestimme 
die  Curve  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Dreieck,  welches  von  den 
Tangenten  in  irgend,  drei  Punkten  P,  Q,  JR  gebildet  wird,  gleich  dem 
von  den  entsprechenden  Punkten  P',   Q',  P!  gebildeten  Dreiecke  ist. 

10.  Man  bestimme  das  System  von  Curven,  -  welches  der  Differential- 
gleichung 

dx  {(l  +  #2)2  +  ny}-  +  dy  {(1  +  2/2p-+  nx]  —0 
genügt,  und  zeige,    dass  die  CurVe,   welche   durch  den  Punkt  x  —  0    und 
y  =  n  hindurchgeht,  als  einen  Theil  von  sich  den  Kegelschnitt  enthält: 

x1  +  y2  +  2  xy  (1  +  n2)\  =  n2. 

11.  Man  integrire  die  Gleichung: 

x2    ,    y2 a  —  b  x  —  yp 

a  b         a~\~b  x  -\-yp 

und  untersuche  die  Natur  der  Lösung: 

?L  4-  Vi  —  1 
a   ^   b  ' 

12.  Man  untersuche,  ob  y  —  0  ein  particuläres  Integral  oder  eine 
singulare  Lösung  der  Gleichung  ist: 

dx 


*(xTx  +  y)  =y 


13.     Man   bestimme   die    Stamm gleichung    und   die    singulare   Lösung 
(wenn  es  eine  solche  giebt)  der  Gleichung: 

pB  +  [ip2  =  a  {y  +  tux). 


Ebenso  von 

a2yp2  —  8xp  -\-  4y  =  0, 

und  von 

xp2 ; — %yp  ~V  ß  +  2  V  —  0. 

14.  Man  suche  und  interpretire  die  Stammgleichung   und   die  singu- 
lare Lösung  von  jeder  der  Gleichungen: 

V  (*  +  P2)  ~  2  XP> 
p2  =  (4  2/+  1)  (p  —  y). 

15.  Man  bestimme  die  Stammgleichung  der  Differentialgleichung: 

2y  =  xp+  - 

und  zeige,  dass  genau  dieselbe  Gleichung  erhalten  wird,  wenn  man  die 
Bedingung,  dass  p  in  der  Differentialgleichung  gleiche  "Werthe  haben 
solle,  aufstellt,  wie  wenn  man  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  c  (die  will- 
kürliche Constante)  gleiche  Werthe  haben  solle  in  der  Stamm  gleichung, 
und  bestimme  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung.  Ist  es  .  eine 
singulare  Lösung? 

F  o  r  s  y  t  h  ,  Differentialgleichungen.  4 
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16.  Die  Stammgleichung  der  Differentialgleichung 

(2  #2  +  1)  jp«  -f  (x2  +  2xy  4-  iß  +  2)  p  +  2%ß  +  1  =  0 
ist  c2  -(-  c  (a?  -f*  2/)  +  1  —  x  y  =  0.     Man  beweise   dies  und  suche  die 
singulare  Lösung  sowohl  aus  der  Gleichung  in  p,   wie    aus  der  Gleichung 
in  c,  und   erörtere   die   geometrische  Bedeutung   der   auftretenden   neben- 
sächlichen Factoren. 

17.  Man  zeige,  dass  die  Lösung  der  Gleichung 

a2yp2  —  ixp  4~  V  —  0 
die  folgende  ist: 

c2  +  2cx  {3a2y2  —  8  x2)  —  3x2a*yi  +  a62/6  =  0. 
Ist  2x  =  +  ßi/  eine  singulare  Lösung? 

Man  zeichne  die  Curve  und  den  geometrischen  Ort,  welcher  durch 
die  von  einer  Avillkürlichen  Constanten  unabhängige  Gleichung  gegeben 
wird.     (Woolsey  Johnson,) 

18.  Man  zeige,  dass  die  Differentialgleichung 

Lp2  4-  2  M p  -(-  N  =  0, 
welche  keine  singulare  Lösung  hat,  keine  Stammgleichung  besitzt,  welche 
ein  System  von  algebraischen  Curven  darstellt.     (Cayley.) 


Drittes  Capitel. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  mit 
constanten  Coefficienten. 

Vorbereitende   Formeln. 

§•  31. 

Bevor  wir  zu  der  Discussion  der  linearen  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  übergehen,  erscheint  es 
zweckmässig,  gewisse  Sätze  über  Differentiation  undlnte- 
gratiori',  welche  bei  dieser  Discussion  erforderlich  sind,  aufzu- 
stellen und  zu  beweisen. 

Man  schreibe  D  für  — ,    D2  für  - — ■  u.  s.  w.     Alsdann  unter- 
dx  dxl 

liegt   dieses   Symbol  D  offenbar   den   Fundamentalgesetzen    der  Al- 
gebra.    Denn  es  ist  augenscheinlich: 

(Jßr  _|_   jyn)  u  _   (fln  .  _|_    jyr)  %u 

Dr.  Dn  u  =  Dn .  Dr  u  =  D1l+r  u. 
D(u  +  v\=  Du  -f  Dv. 

"Wir  müssen  auch  negative  Indices  einführen.  Haben 
wir  z.  B. 

Du  =  v, 

und  schreiben  wir  nach  Analogie  der  Algebra: 

u  =  D~1v, 
so  ist: 

v  =  Du  —  D.D~lv, 
mithin  : 

D.D~1  =  1. 

Es  stellt  demnach  D~l  eine  solche  Operation  an  irgend  einer 
Grösse  dar,  dass,  wenn  die  durch  D  dargestellte  Operation  hinterher 

4* 
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ausgeführt  wird,  die  Grösse  urlgeändert  bleibt.  Zugleich  folgt,  dass 
diese  Symbole  mit  negativen  Indices  den  Gesetzen  der  Algebra 
ebenfalls  gehorchen,  und  eine  Operation  mit  einem  negati- 
ven Index  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Integration. 
Es  ist  jedoch  wichtig,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  der  be- 
sondere Zweck  dieser  inversen  Operationen  in  der  Ermittelung  eines 
Integrals,  aber  nicht  des  vollständigen  Integrals  besteht;  es  ist 
daher  die  willkürliche  Constante,  welche  bei  der  Integration  auftritt, 
weggelassen. 

In  dem  Folgenden  bezeichnet  ty  ein  Functionszeichen  und  4>  (x) 
bezeichnet  überall  eine  algebraische  rationale  Function  von  X,  welche 
nach  steigenden  oder  fallenden  ganzen  Potenzen  (oder  nach  beiden 
zugleich)  der  Veränderlichen  entwickelt  werden  kann. 

§.32. 

1.  Satz. 

il>(D)  eax  =  ^(a)eax. 

Denn  da'D  für  -—steht,  so  ist: 
dx 

Beax  ==  aeax. 

Wendet  man  auf  jede  Seite  die  Operation  D~~ x  an,  so  entsteht 
die  Gleichung : 

j)-i  %I)eax  _  aT)~lßax, 

oder  wenn  wir  die  Seiten  der  Gleichung  umstellen  und  durch  a 
dividiren : 

Durch  Wiederholung  dieser  Operationen  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen : 

Dn  eax  —  an  eax 

j)-meax    _  a-meax9 

Da  nun  ip  eine  algebraische  Function  ist,  die  nach  Potenzen 
entwickelt  werden  kann,  sc  können  wir  schreiben : 

« (P)  e«x  =  [Äo+Ä!  D-+  -+Ar  2F  +  ...  ^-JBiD-1  +  B2D~2+-qeax 
—  [Ä0  -f  Äx  a  + ...  +  Arar  +  ...  +  Bx  a-1  -f  B2  a~2+-]  eax 
=  ^  (a)eax. 

§.33. 

2.  Satz. 

Bezeichnet  X  irgend  eine  Function  von  x,  so  ist: 
ty  (D)  \eax  X\  =  eax4>  (Z>  -|-  q)  X. 
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Eine  einzige  Operation  mit  D  gi(|bt-; 

J)  [ex  X}  =  eax  (D  +  a)  X; 
hieraus  folgt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  e~ax  multiplicirt  : 

(e-axDeax)X  =  (D  +  a)  X, 
so   dass   eine  Operation  mit  e~~ax  D  eax  an  X  dieselbe  Wirkung  hat 
wie  die  Operation  D  -\~  a,  ausgeführt  an  X.     Wiederholt  man  die 
Operation,  so  kommt: 

(e-axJDeax)  (e~axDeax)  X  =  (D  -f  a)  (D  +  a)  X, 
oder  : 

(e~ax  D2  eax)  X  =  (D  +  a)2  X 

Operirt  man  nochmals  mit  er^J)eax^  so  wird: 

(e-axDeax)  (e~ax  D2  eax)  X  =  (D  +  a)  (D  -f  a)2  X, 
oder: 

(e~axDHax)  X  =  {B  .+  ayx, 
u.  s.  w.    Wird  die  Operation  n-msl  ausgeführt,   so  wird   die  resul- 
tirende  Gleichung  sein  : 

er™  Dn  {eax  X}  '==  (D  +  a)n  X, 
und  diese  giebt,  mit  eax  multiplicirt: 

Dn  {eax  X}  =  eax  (D  +  a)n  X, 

worin  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wir  betrachten  nun  den  Fall  der  negativen  Indices  undse*tzen: 

(D  +  a)*X=Xu 
so  dass 

X=(D.+  a)~nX1 
ist.    Dann  kann  das  eben  erhaltene  Resultat  geschrieben  werden : 

J)neax  (J)   _|_   ayn  Xl   =  eax  Xx. 

Operirt  man  an  jeder  Seite  mit  T>~ w,  so  ergiebt  sich  das  Resultat  : 

eax  p   _j_    (J^~n  Xx   =  J)-n  eax  Zi. 

Nun  sind  der  Form  von  X  keine  Beschränkungen  auferlegt, 
es  giebt  daher  auch  keine  in  Bezug  auf  die  Form  von  X1?  welches 
somit  jede  beliebige  Function  von  x  darstellen  kann.  Ersetzen  wir 
sie  also  durch  X,  so  haben  wir: 

Er-»  [eax  X)  =  eax  (D  +  a)~n  X. 

Man  entwickele  nun  ty  (D)  nach  ganzen  positiven  und  (wenn 
nöthig)  negativen  Potenzen  von  D.  operire  mit  diesen  ganzen  Po- 
tenzen der  Reihe  nach  an  eaxX,  substituire  die  aus  den  vorstehen- 
den (Heichungen  abgeleiteten  äquivalenten  Werthe  und  fasse  die 
Glieder  wie  vorher  zusammen.  Dann  ist  das  Resultat : 
^  (D)  {eax  X]  =  eax  il>.  (D  -f  a)  X 
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Zusatz.     Setzen  wir : 

eax  x  =  r, 

so  dass  Y  eine  Function  von  x  ist,  dann  ist : 

t\)  (D)  Y  =  eax  4)  (B  +  a)  [Y  e~ax), 
ein  Satz,  der  häufige  Anwendung  findet.     Soll  z.  B.  ein  particulärer 
Werth  von  y  gefunden  werden,  welcher  der  Gleichung 

dx  n      J 
genügt,  so  wird  derselbe  der  eingeführten  Bezeichnung  gemäss  sein : 

y  =  pT%  v 

ßClX   Vß~  ax 

B  +  k  -f  a  ' 

oder,  wenn  man  a  so  wählt,  dass  a  -\-  Je  '=  0  ist : 

y  =  e~kx  -  Vekx 


e-kxJ'YeTcx  (lXf 


§.  34. 
3.  Satz. 

Ist  ty  (x2)  eine  gerade  Function  von  x,  so  ist: 

ty  (B2)  sin  (a  x  -f-  cc)  =  ty  ( —  a2)  sin  (a  x  -\-  a). 

Denn  es  ist: 

B2  sin  {ax  -]-«)  =  ( —  a2)  sin  (ax  -f-  a), 

und  der  Satz  ergiebt  sich  wie  vorher. 

Zusatz.  Ist  i/>'(#)  keine  gerade  Function  von  x,  so  kann 
sie  dargestellt  werden  in  der  Form: 

cp(x2)  +  x%  (x2), 
worin  cp  und  %  gerade  Functionen  sind.    In  diesem  Falle  ist : 
ip(B)  sin  (ax  +  cc)={(p(B2)  +  B%(B2)}  sin  (ax  +  cc) 

=  cp  (—a2)  sin  (a  x  +  cc)  +  a  %  (—  a2)  cos  (ax  +  cc). 

Ist  die  Function,  an  welcher  die  Operation  ausgeführt  werden 
soll,  nicht  der  Sinus,  sondern  der  Cosinus,  so  liegen  die  entsprechen- 
den Aenderun^en  auf  der  Hand. 
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§.  35. 
4.  Satz. 

Dieser  stellt  in  Wirklichkeit  eine  Erweiterung  des  Leib nitz'- 
schen  Satzes  für  die  aufeinanderfolgende  Differentiation 
des  Products  ..zweier  Grössen  dar,  deren  Differentialquotienten 
bekannt  sind. 

Bezeichnet  ip  (x)  wie  zuvor  irgend  eine  algebraische  rationale 
Function,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  ist,  und 
bezeichnen  ip'  (V),  ip"  (x),  tl)f"  (#),  .  .  .  ihren  ersten,  zweiten,  dritten, 
.  .  .  Differentialquotienten  nach  x,  so  lautet  der  verallgemeinerte 
Satz:y 

^(I))uv  =  uip(D)v  +  Duil>'(D)v  -f  — -  f"(D)v 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  das  Leibnitz'sche  Theorem  und 
ist  ähnlich  dem  der  vorhergehenden  Sätze, 

Der  Nutzen  dieses  Satzes  tritt  in  Fällen  zu  Tage,  wo  eine  der 
beiden  Grössen  u  und  v  eine  Potenz  von  x  oder  die  Summe  von 
Potenzen  von  x  ist.  Ist  z.  B.  u  '=  xm~~1,  so  braucht  die  Beihe  auf 
der  rechten  Seite  nur  bis  zum  wzten  Gliede  geschrieben  zu  werden, 
und  inverse  Operationen  dieser  Art.  die  ausgeführt  werden  sollen, 
werden  an  einer  einzigen  Grösse  v  ausgeführt  werden. 

Aufgabe..  Man  zeige,  dass,  wenn 

(I)  +  k)2  y  =  a-a  V 

ist,  worin   V  eine  Function  von  x  allein  bedeutet,  y  gegeben  wird  durch: 

e-te(x*ffeto>Vdx*  -  ixfffc^Vdx^  -f  öffffe^Vclx*). 

§.  36. 

Ein  anderes  wichtiges  Operatitmszeichen,  welches  zu- 
weilen vorkommt,  ist  x  —    oder,   nach    der  oben    angegebenen  Be- 

cix 

Zeichnung,  xD.    In  Bezug  auf  dieses  kann  man  analoge  Sätze  aus- 
sprechen. 

Bezeichnet  .F(#)  eine  rationale  algebraische,  nach  Potenzen  von 
2  entwickelbare  Function,  so  werden  wir  in  F(xD)  Glieder  von  der 

dn                       ä          d 
Form  (x  D)n  erhalten,  worunter  nicht  xn  -— -^,  sondern  x  —  •  x  - 

Cl  X  ■  'Cl'  X  Cl  X 
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(wo  diese  Operation  n  mal  zu  wiederholen  ist)  zu  verstehen  ist.  Die 
Beziehungen  zwischen  diesen  sollen  kurz  bewiesen  werden. 

1.  Satz. 

F(xB)xm  =  F(m)xm. 
Denn  es  ist: 

{xB)xm  ■=■  mxm 

(xD)2xm  =  (xD)mxm  =  m2xm, 
und   so    fort    für    alle    ganzen    positiven  und    negativen   Potenzen. 
Daraus  folgt  unmittelbar  der  Satz. 

Aufgabe.     Man   beweise,  dass,  wenn   U  eine  Function    von   x   von 
der  Form 

A  -f  Bx  -f  Gx2  +  Dx*  +  ... 

ist,  alsdann  die  Gleichung  besteht: 

T&ü)    Uz=  FjÖ)  +  F(T)  X  +  F(2)  ^  +  F{3)  ^  +  * " " 

2.  Satz. 

F(aJD)  a;w  V=  xmF  (xB  +  m)  F. 
Wir  haben: 

x  B  (xm  V)  =  xm  (xB  +  m)  V, 
oder  : 

(x~m. x B . xm)  V  =  (xB  +  m)  F, 

so  dass  die  Operationen  x~~ m .  xD.xm  und  o?D  -f"  m  einander  äqui- 
valent sind.  Der  weitere  Gang  des  Beweises  ist  vollständig  analog 
dem  für  das  entsprechende  auf  F(B)  bezügliche  Theorem,  und  das 
Kesultat  ist  von  der  angegebenen  Form. 


§.37. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Operationssymbolen  Dn 
und  xB  wird  durch  die  Formel  gegeben: 

xnBn  =  xB{xB—  1)  OD  — 2)  ...  (xB  —  n+l). 
Dieser  Satz  kann  direct  bewiesen  werden.  Denn  operirt  man 
an  u  und  entwickelt  man  u  in  eine  Reihe  von  Gliedern  von  der 
Form  Amxm,  so  ist  das  mit  xn  multiplicirte  Resultat  der  Opera- 
tion mit  Bn  an  diesem  Gliede  gleich  Null,  falls  m<j^  und  es  ist 
gleich 

m  (m  —  1)  (m  —  2)  ...  (m  —  n  ■■-{-  1)  Amxm, 

falls  m^tn  ist.      Dies  ist  jedoch  auch  das  Resultat  der   Operation 
mit  dem  rechts  stehenden  Symbol.    Somit  sind  die  beiden  Operations- 
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Symbole    für   jedes   Glied    von   u   und  daher    für  die   Summe  aller 
Glieder  von  u,  d.  li.  für  u  selbst,  einander  äquivalent. 

Der  Satz  lässt  sich  aber  auch  durch  Induction  beweisen.  Denn 
nimmt  man  an,  dass 

xnDnu  =  xB(xD  —  1)  (xB  —  2)  ...  (xB  —  n  +  1)  u 
sei,  und  setzt  man: 

u  =  (xB  —  n)'v, 
so  ist : 

Bn  u  =  x  Bn+1  vr 
und  daher: 

aP+ijyn+iv  =  xB  (xD  —  1)  (xB  —  2)  ...  (xB  —  n)v. 

Da  nun  u  irgend  eine  allgemeine  Function  ist,  so  ist  auch  v 
eine  allgemeine  Function,  Ist  der  Satz  also  gültig  für  n,  so  gilt  er 
auch  für  n  -\-  1 ;  nun  ist  er  offenbar  richtig  für  die  Werthe  1  und  2, 
somit  ist  er  allgemein  richtig. 

Einige  Eigenschaften  der  allgemeinen  linearen  Differential- 
gleichung. 

§.  38. 

Der    allgemeine    Typus    einer    linearen    Differential- 
gleichung n  ter    Ordnung   ist: 
d"y  #-iy        _  d^y  dy 

d^  +  X\  äx^  +  X^d^  +  •      +  Xn~l  J-x  +  XnlJ-  F' 
worin  Xi,  X2,  ..  ,  Xn,  V  Functionen  von  x  (oder  Constanten)   sind, 
die  jedoch  y  nicht  enthalten.     Der  Kürze  wegen  möge  geschrieben 
werden : 

Ö»(D)y=F. 

"Wird  diese  Gleichung  Schritt  für  Schritt  integrirt,  so  dass  jede 
Integration  die  Ordnung  der  Gleichung  um  eine  Einheit  erniedrigt, 
so  wird  durch  jede  solche  Integration  stets  eine  willkürliche  Con- 
stante  eingeführt,  und  es  werden  demnach,  nachdem  man  schliesslich 
die  Integralgleichung  erhalten  hat,  im  Ganzen  n  willkürliche  Con- 
stanten vorkommen,  oder  wir  dürfen  erwarten,  dass  die  Stamm- 
gleichung einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  eine  Anzahl 
von  willkürlichen  Constanten  enthält,  welche  gleich  der  Ordnung 
der  Gleichung  ist. 

Es    giebt    gewisse    Eigenschaften,     die    allen    linearen 
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Gleichungen  gemeinschaftlich  zukommen  und  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  ihre  Integration  vereinfachen.  Die  wichtigsten 
derselben  sind  die  folgenden: 

§•39. 

I.  Ist  7]  irgend  ein  particulärer  Werth  von  y,  welcher  der 
Gleichung  genügt,  setzt  man  ferner 

y  =  r]  +  r, 

und  substituirt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  Gleichung,  so 
erhält  man: 

&  (D)  Y  +  O  (I))  n  =  V. 

Da  aber  r\  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 
4>(D)y  =  V 
ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in  : 

Q  (D)  Y  =  0, 
so  dass  wir,  um  unsere  ursprüngliche  Gleichung  zu  lösen,  die  vor- 
stehende Gleichung  allgemein  zu  lösen  haben,  welche  dieselbe  ist  wie 
die  ursprüngliche,  nur  dass  nunmehr  die  rechte  Seite  Null  ist.  Nach- 
dem das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung,  welches  n  willkür- 
liche Constanten  enthalten  wird,  da  die  Gleichung  von  der  n  ten  Ord- 
nung ist,  erhalten  ist,  muss  dasselbe  zu  r\  hinzugefügt  werden;  das 
Resultat  wird  alsdann,  gleich  y  gesetzt,  die  Stammgleichung  der 
gegebenen  Gleichung  sein.     Diese  besteht  dann  aus  zwei  Theilen  : 

Erstens  aus  der  Grösse  rj,  welche  das  particuläre  Integral 
genannt  wird  und  irgend  eine  beliebige  Lösung  (je  einfacher,  um 
so  besser)  der  ursprünglichen  Gleichung  ist. 

Zweitens  aus  der  Grösse  Y,  welche  die  Complementär- 
Function  heisst;  dieselbe  stellt  das  vollständige  Integral  der  Glei- 
chung dar,  wenn  die  rechte  Seite  gleich  Null  gesetzt  wird. 

Die  Summe  dieser  beiden  Theile  ist  die  Stamm- 
gleichung der  ursprünglichen  Gleichung.  Wenn  in  irgend 
einem  besonderen  Falle  die  rechte  Seite  bereits  Null  sein  sollte,  so 
wird  der  erste  von  diesen  Theilen  nicht  vorkommen. 

Die  verschiedenen  Methoden,  welche  bei  der  Ermittelung  des 
particulären  Integrals  von  Nutzen  sind,  werden  später  im  §.46  an- 
gegeben; die  ^anderen  sogleich'  zu  erwähnenden  Eigenschaften  sind 
von  Yortheil  bei  der  Aufsuchung  der  Complementär-Function. 
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§•  40. 

II.    Ist    Y  =  Yi    eine  Lösung  der  Gleichung 
&(D)Y=  0, 
so  ist  auch  Y  =  0\Yi,  worin  Ci  eine  Constante  ist ,   eine  Lösung, 
und  wenn  3^,  Y2,  . . .,  Yn  particuläre  Lösungen  sind,  so  ist  auch 

r=  ClYl  -f  C2Y2  +  ...  -f  CnYn, 

worin  Oj,  02,  ...,  Cn  Constanten  sind,  eine  Lösung. 
Denn  es  ist: 

&(D)Y  =  *(2>)  CiTi  +  ®  (D)  CjYä  +•••, 
und  jedes  Glied  der  rechten  Seite  ist  Null.     Den  Werthen  der  Con- 
stanten G  ist  nun  keinerlei  Beschränkung  auferlegt ,  dieselben   sind 
somit  vollkommen   willkürlich.     Der  obige  Werth  von    Y  ist   daher 
das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

0(D)Y=O, 
und   daher   die  Complementär-Function    in   dem   Integral  der  Glei- 
chung : 

&(D)y=  V. 

Hierdurch  ist  also  die  Bestimmung  der  Complementär- 
Function  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  von  particu- 
lären  Integraleil  der  Hülfsgieichung. 


§.  41. 

III.  Ist  ein  einziges  particuläres  Integral  der  Hülfs- 
gleichung  bekannt,  so  kann  die  Ordnung  der  gegebenen 
Differentialgleichung  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden. 

Ist  Yi  eine  Lösung  von 

0(D)Y=  0, 

und  denkt  man  sich  die  Substitution  des  Werthes  Y±z  in  der  Glei- 
chung &(D)y=;  V  ausgeführt,  go   wird  die  linke  Seite  nach  §.35: 

»OMYl+pß^Y1+^mY1  +  --.+  ~^Yl, 

wobei  die- Oper  ationssvmbole  rrjr  ,  •  '  •  aus  CD  (_D)  dadurch  abgeleitet 

sind,  dass   man  für   den  Augenblick   D   als    eine  Grösse   betrachtet 
und  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  D  bestimmt, 
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Nun  ist  aber: 


dl)™-1  ~  TT 


D  '■+'  0  —  1)!  Xx 


gw-2  0        n\  (n—  IM 

o^  =  lijD,+    ir-ZiB'+(w- 2)!X- 

u.  s.  w. ;  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  unsere  Gleichung  rückwärts 
schreiben : 

Nach  Voraussetzung  ist  aber: 

so  dass  das  letzte  Glied  auf  der  linken  Seite  wegfällt.  Die  Grösse 
Yi  ist  als  bekannt  vorausgesetzt;  es  können  daher ,  alle  Functionen 
derselben  auf  der  linken  Seite  als  bekannt  angesehen  werden.  Setzt 
man  dann  Z  für  D#,  so  wird  die  Gleichung: 

irk  D»-1  Z  +  (Xx  ri  +nDY1)D^Z  +--.  +  Z^Yl  =  7, 

und  dies  ist  eine  Gleichung  von  der  (n  —  1)  ten  Ordnung. 

Aufgabe.  Als  einen  Zusatz  hierzu  beweise  man,  dass,  wenn  m 
particuläre  Integrale  der  Hülfsgleichung  bekannt  sind,  die  Ordnung  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  um  m  Einheiten  erniedrigt  werden 
kann. 

§•42. 

IV.  Die  gegebene  Gleichung  kann  in  eine  Gleichung 
transformirt  werden,  in  welcher  das  zweite  Glied  (d,  h.  das 
Glied,  welches  den  Differentialquotienten  enthält,  dessen  Ordnung 
um  eine  Einheit  kleiner  ist  als   die  Ordnung  der  Gleichung)  fehlt. 

Die   Substitution   von    Y\&  für  y  giebt   als   Coefficienten   von 

XiYx  +  nVYx. 
(Bis  zu  diesem  Punkte  des  letzten  Paragraphen  war  es  auf  den 
vorausgesetzten  Werth  von  Y±,  noch  nicht  angekommen,  so  dass  die 
Gleichung  vollständig  allgemein  war.)    Da  nun  das  Glied  mitD*""1^ 
fehlen  soll,  so  erhalten  wir: 

XXYX  +  nJDYl  =  0, 
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und  daher: 

log  Yx  = /  X.  dx, 

nj 

oder: 

wo  keine  willkürliche  Constante  hinzugesetzt  ist,  da  die  Differential- 
gleichung linear  und  von  der  n  ten  Ordnung  bleibt.  Wird  der  Werth 
von  Yi  eingesetzt,  so  ist  die  Differentialgleichung  in  8  frei  von  dem 
Gliede  niitD"-1^ 

Yon  diesen  Eigenschaften  werden  I.  und  IL  unmittelbar  An- 
wendung finden. 

Allgemeine  lineare  Differentialgleichung  mit  Constanten 
Coefficienten. 

§.  43. 

Wenn  in  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  die 
C o e f f i c i e n t e n  von  y  und  seilten  Differentialquotienten  Constanten 
sind,  so  kann  sie  geschrieben  werden: 

dny    ■        ■  dn~1y    .  .    ■  dy    ,      .  __ 

oder  etwa: 

f(ü)y  =  v, 

wobei /(J))  eine  rationale  algebraische  ganze  Function  von  D  allein 
und  V  irgend  eine  Function  von  x  ist.  Es  ist  bereits  gezeigt  wor- 
den, dass  die  Lösung  der  Gleichung  aus  zwei  Theilen  besteht,  die 
besonders  erhalten  werden  können.  Dies  soll  nach  einander  aus- 
geführt werden. 

§.  44. 

Es  soll  die  Complementär- Function  gefunden  werden. 
Die  Cbmplementär-Function  ist  das  vollständige  Integral  von 

/(!>)»  =  0. 

Wir  haben  nun  gezeigt,  dass 

f(D)eax=f(a)eax 

ist,  so  dass  y  =  eax  eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  sein 
wird,  wenn  a  so  beschaffen  ist,  dass  es  die  Gleichung 

/(«)  =  o 
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befriedigt.  Da  aber/(^)  eine  rationale  algebraische  ganze  Function 
vom  Grade  n  ist,  so  gieht  es  n  Wurzeln  der  Gleichung: 

/(*)  =  o. 

Bezeichnet  man  diese  n  Wurzeln  mit  a,  /?,...,  A,  so  sind  eax \ 
&'x ,  . . .,  elx  n  particuläre  Integrale  der  Gleichung: 

und  daher  ist  die  Stammgleichung: 

■y  =  Aeax  -f  Beßx  -\ +  Lelx, 

in  welcher  A,  B\  . ..,  L  %  willkürliche  Constanten  sind.  Dieses  ist 
dann  die  Complementär-Function  der  ursprünglichen  Gleichung,  und 
zwar  ist  dieselbe  vollständig,  wenn  die  Wurzeln  sämmtlich 
reell  und  von  einander  verschieden  sind. 

Sind  jedoch  zwei  Wurzeln  einander  gleich,  z.  B.  u  und 
ß,  dann  wird  der  Werth  von  y: 

y  —  (A  +  B)  eax  +  C&x  +  •  • •  +  L  eAx 
—  Aveux  -f  Ce)'x  +  ....  .-\-'Le^, 
wo  Ai  eine  einzige  willkürliche  Constänte  ist  (gleich  der  Summe 
zweier  willkürlichen  Constanten).  Da  nun  in  y  nur  n  —  1  willkür- 
liche Constanten  vorkommen,  so  ist  es  nicht  die  Stammgleichung. 
Um  die  Stammgleichung  zu  erhalten,  können  wir  annehmen,  dass 
die  Wurzeln  nicht  gleich,  sondern  um  eine  Grösse  h  verschieden 
sind,  die  schliesslich  gleich  Null  wird.  Der  Theil ,  welcher  von  den 
Wurzeln  a  und  ß  abhängt,  wird  dann  sein: 

Aeax  +  Be(a+h)x 

—  eax  l(A  y  B)  +  Bhx  4-  B  li  ~  x*  +  •  •  •  |  • 

Da  die  Grossen  A  und  B  willkürlich  sind,  so  können  wir  sie 
unendlich  gross  von  solcher  Art  annehmen,  dass,  wenn  h  sich  der 
Null  nähert,  Bh  endlich  bleibt  und  gleich  1?!  ist,  während  A  und  B 
von  entgegengesetztem  Zeichen  sind  und  ihre  numerische  Differenz 
(oder  algebraische  Summe)  endlich  und  gleich  Ax  ist.  Auf  diese 
Weise  geht  die  Summe  der  beiden  Glieder  A  eax  +.'  Beßx^  wenn  h 
gleich  Null  gesetzt  wird,  schliesslich  über  in : 


Äl  +  Bl  (3.  +  *  xt  l_  7i!  a,»  +  -. . .)  j  =  (Al  +  jß, 


x)  ea 
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In  ähnlicher  Weise  werden,  wenn  r  Wurzeln  gleich  sind, 
die  entsprechenden  r  Glieder  in  der  Complementär-Funetion  sich 
offenbar  zu  einem  einzigen  Gliede  zusammenziehen;  es  ist  aber 
leicht  zu  zeigen,  durch  eine  ähnliche  Schlussfolgerung  wie  die  im 
Falle  zweier  gleichen  Wurzeln  angewendete,  dass  die  r  Glieder  wer- 
den ersetzt  werden  durch : 

eax  (A1  +  A2x  +  Azx2 .+  •••    f  Arxr~l), 
wo  cc   den  gemeinsamen  Werth   der  r  gleichen  Wurzeln   bezeichnet, 
und  die  Complementär-Funetion  wird  dann  sein: 

y  =  eax  (Ä1  -f  A2x  +•  ...  +  Ar  vT-1)  +  •••  '+■  Lelx, 
Sind    ferner    die   Wurzeln    nicht    sämmtlich   reell,   so 
müssen   die  imaginären  Wurzeln  paarweise  vorkommen ;   ein  solches 
Paar   möge   %"jr  cp  i  *) "  sein.  '  Die   entsprechenden  Glieder  der  Com- 
plementär-Funetion werden  sein : 

e*xiA'ex(Pi  +  B'  e-^1), 
und  es  ist  zuweilen  nothwendig,  dieselben   in  einer  von   imaginären 
Grössen    freien   Form    darzustellen.     Werden   für   die   Exponential- 
grössen  ihre  Werthe   in  den  Cosinus  und  Sinus  eingesetzt,   so   wird 
der  Ausdruck: 

e$x  { (£  _|_  ßi}  C0Scpx  +  i  {A!  —  B')  sin  cpx). 

Da  A!  und  B'  willkürliche  Constanten  sind,  so  können  wir  setzen : 
A'  +  B'  =  F 
i(A!  —  Bf)  =  G, 
wo  F  und  G   willkürlich   sein   werden,   und   daher  werden   die  ent- 
sprechenden Glieder  in  der  Complementär-Funetion: 
edx  (j?  cos  cpx  +  G  sin  cpx). 
Kommt    endlich    eine    imaginäre   Wurzel    wiederholt 
vor,  so  wird  die  conjugirte  imaginäre  Wurzel  gleichfalls  wiederholt 
vorkommen,  und  die  entsprechenden  Glieder  in  y  werden  sein : 
ex(d-+<pi)  (£  j_.  A"  x)  -f  epfr-W  (B'  +  Bl'x)% 
Wendet  man  dasselbe  Verfahren  an  wie  vorher,  und  setzt'  man : 

AI  +'  B'  =  F,     AI1  -f  B"  =  F' 

i{A[-B')=G,    i(A"  —  B"y=-G', 
so    erhält  f  man    als    den    entsprechenden    Theil    der   Complementär- 
Funetion  ■:  - 

edx{(F  +  F'x)  cos  cpx  +  (G  -|-  G' x)  sin  cpx] t 


*)  Durch  das  ganze  Buch  ist  V—i.  durch  i  ersetzt.         Anm.  d.  Verf. 
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Im  Falle,  wo  imaginäre  Wurzeln  in  mehrfacher  Wiederholung 
vorkommen,  erhält  man  analoge  Resultate  wie  im  Falle,  mehrfach 
vorkommender  reeller  Wurzeln. 


§.  45. 

In  einigen  Fällen  der  allgemeinen  linearen  Gleichung,  in  wel- 
cher die  Coefficienten  nicht  Constanten,  sondern  irgend  welche  Func- 
tionen von  x  sind,  kann  man  eine  in  gewissem  Sinne  zu  der  vorigen 
analoge  Methode  anwenden.  So  kann  es  z.  B.,  wenn  man  in  der 
Gleichung 

(D»  +  X^-i  +  X2D"-2  +  ...  +  Xn^D  +  Xn)y^0 
ty  (m,  x)  für  y  substituirt,  wo  1p  eine  Function  von  bestimmter  Form 
ist,  sich  ereignen,  dass  die  resultirende  Gleichung  einen  Factor  be- 
sitzt, der  unabhängig  von  x  ist,  z.  B.  den  Factor  cp  (m).  Ist  dies 
der  Fall,  so  wird  der  Factor  gewöhnlich  vom  wten  Grade  sein 
und  wird  daher,  gleich  Null  gesetzt,  der  Differentialgleichung  ge- 
nügen und  n  Werthe  von  m  liefern,  welche  durch  m1?  m%,  •  •  •,  mn  be- 
zeichnet sein  mögen.    Die  Stammgleichung  würde  alsdann  sein: 

y  =  Ax  i\>  (?%,  x)  +  A2  tp  (w2,  x)  +  ♦  •  •  -f  An  ip  (mn,  %). 
Wären   zwei  Wurzeln    einander   gleich,   z.   B.   w?x    und  m%,   so 
würden  wir,  wenn  wir  m2  ~  wi1  -f-  In  setzen,   für   den   entsprechen- 
den Theil  von  y  erhalten  : 

{Ax  +  A2)  i,  {mux)  +  hA,  [-^—  +  -  -^r-  +•••}' 

oder,  wenn  wir  wie  vorher  die  Constanten  ändern  und  schliesslich  h 
zu  Null  werden  lassen: 

Afil>(mL,x)  t\-  B'  r —  ty  (ml5  x). 

Ein  analoges  Verfahren  gilt  in  dem  Falle,  wo  eine  Wurzel  m^ 
sich  mehrfach  wiederholt,  und  im  Falle  imaginärer  Wurzeln  würde 
man  in  der  Regel  die  Constanten  in  dem  entsprechenden  Theile 
von  y  derart  zu  ändern  haben,  dass  der  abgeänderte  Ausdruck  frei 
von  imaginären  Grössen  wird. 

Dieses  Verfahren  war  angewendet  worden  im  Falle  constanter 
Coefficienten,  wo  emx  die  benutzte   specielle  Form  von   ty  war.     Ist 
die  Gleichung  homogen  (§.  55),  d.  h.  besitzt  sie  die  Form: 
dny    ,     ,  ,  dn~ly    ,  .      .      .     dy    .      A 
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in  welcher  die  Grössen  A  Constanten  sind,  so  ist  die  geeignete  Form 
von  tp,  welche  einzusetzen, ist  (siehe  §.  36),  xm:  Zuweilen  lässt  sich 
eine  gegebene  Gleichung  durch  eine  zweckmässige  Aenderung  der 
Veränderlichen  auf  die  obige  Form  zurückführen. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

dhi     •    n  dy '        rt 

Setzt  man  y  =  emx  ein,  so  wird  die  Gleichung  für  m : 

(m  +  1)  (m  +  2)  =  0, 
somit : 

y  =  Ae~x  +  Be~2x. 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

g-«g +<»+*>,=* 

Die  Gleichung  für  m  ist: 

(m  —  iy  -f  ^  =  0, 

mithin: 

y  —  elx  C  cos  ({ix .  -f-  a)  =  elx  (A  cos  poc  +  B  sin  fix). 

Folgerung.    Die  Lösung  von 

ist : 

y  =  A  cos  {i  x  +  B  sin{i  x. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

■^  _■  2  ^  +  *  =  0. 

dx2  dx 

Die  Gleichung  für  m  ist: 

(m —  l)2  =  0, 
und  daher: 

y  =  ex  (A  +  Bx). 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

d%±  dx2 

Die  Gleichung  für  m  ist: 

(m2  +-  ^2)2  =  0, 

F  o r  s  y  t li ,  Differ entialgleichungen.  5 
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und  der  Werth  von  yist: 

(A  -f-  Bx)  cosnx  -f  (C.  +■  D#)  sm  wa?. 

5.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung  : 

_  d2y    ,        dy 
x2  -~  +  x  -ß-  —  y  =  0. 
dx2    '        äx        * 

Substituirt  man  xm  für  y,  so  ist  die  Gleichung  für  m : 

m  (m  —  1)  +  m  —  1  =  0, 

so  dass  m  =  -\~   l     oder  =  —  1,    und  daher  der  Werth  von  y: 

ä       \     B 

Ax  +-  — • 

x 

6.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

o  d^y        n   .  d2y    ,     „     dy         0  ■ 

dx°  dx2  dx 

Bei  derselben  Substitution,  wie  in  der  5.  Aufgabe,  ist  die  Glei- 
chung in  m : 

m(m — 1)  (m —  2)  —  3  m  (m —  1)  -j-  7  m  —  8  =  0, 
oder : 

m3  —  6m2  -f  12w  —  8  =  0. 

Dieselbe  giebt  dreimal  m  =  2.    Daher  ist  der  Werth  von  y: 

,   ^  dxm  ,   „  a2^m 

J.^1  +  £  -^ f-  0 


dm  dm2' 

wo  nach  der  Differentiation  m  =  2  zu  setzen  ist.     Das  Integral  ist 
daher : 

#2  (4  -f^  %  X  -f-    C  (%^)2). 

7.  Aufgabe.    Mau  löse  die  Gleichung: 

(a  f  M2  |J  +.4.(«-l-&a5)  g  +By=0. 

Setzt  man  a  -f-  bx  =  #,    so  wird   die  Gleichung    von   ähnlicher  Form 
wie  die  letzten  beiden  werden. 

8.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (D4  +  5Z>2-f6)  y=.0. 

(2)  (D*  +  a*)y  =  0. 
(8)      (Z>6  — a6)  y=0. 

(6)      (i+a.).g.|-(i+a.)ag+8(l-fa!)||-8»  =  0. 


[§.  46.]  Lineare  Differentialgl.  mit  oonst.  Coefficienten.  67 

§.46. 

Kehren  wir  nun  zu  der  linearen  Gleichung  zurück,  in  welcher 
die  Coefficienten  der  Differentialquotienten  von  y  Constanten  sind, 
so  haben  wir  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung 

in  welcher  V  eine  Function  von  x  ist,  zu  suchen.  Lösen  wir  sie- 
nach  der  Methode  der  Operationssymbole,  so  erhalten  wir,: 

und  die  Auswerthung  der  rechten  Seite  wird  einen  Werth  von  y 
liefern,  der  der  Gleichung  genügt. 

In  einigen  besonderen  Fällen  macht  die  Form  von  V 
diese  Auswerthung  leicht;  wir  wollen  einige  derselben, 
welche   am  häufigsten  vorkommen,  erwähnen. 

I.  Es  möge  V  eine  rationale  algebraische  ganze 
Function  von  x  sein,  und  es  möge  angenommen  werden,  dass  die 
höchste  Potenz  von  x  in  V  die  nie  sei.  Um  das  particuläre  Inte- 
gral zu  finden,  müssen  wir  ■  nach  steigenden  Potenzen  von  D 

entwickeln,  und  da  Dw+1  sowie  Operationszeichen  von  höherer  Ord- 
nung alle  Glieder  von  V  zu  Null  machen  würden,  so  können  wir  in 
dieser  Entwickelung  alle  Glieder  über  Dn  hinaus  weglassen.  Wenn 
ferner  in  /  (D)  die  niedrigste  Potenz  von  D  die  ftte  ist,  dann:  wird 
die  Entwickelung  mit  D~~h  beginnen,  und  sie  braucht  nicht  über 
Dw,  d.  i.  D~ k+in+k)^  hinaus  erstreckt  zu  werden;  daher  können  in 
diesem  Falle  in  /  (D)  sogleich  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung 
als  Dn+lc  vor  der  Entwickelung  weggelassen  werden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

4)  y  —  x1. 


(D2  - 

-  42)  + 

1 

^2 

(2- 

BY  x 

K' 

+  ■£- 

X2 

x         3 
2    +  8 ' 

+»p) 


und  die  Complementär-Function  ist: 

e2x  (Ä  -f  Bx). 
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Somit  ist  die  Stanimgleicliung : 

y  =  e2x  (Ä  +  Bx)  +  l  (2x*  +  4#  +  3). 

o 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

(Z>4  —  a4)  y  =  #3. 
Die  Stammgleichung  ist  offenbar: 

y =  —  —  +  Äeax  +  Be~ax  -f  G  cos  (ax  +  a). 

(X 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

(D*   —    2D3    _j_   D2)y  =  x*. 

—  1  o 

=  ^7  (l  +  2D-t-3D2+4D3  +  5D4  +  6D5)^3, 
wobei  die  Glieder   bis   zur  fünften  Potenz  beibehalten   sind   (§.  46). 
Nun  können  1  -{-  2D  -j-  •••  und  —  einzeln  als'Operationszeichen  be- 
trachtet werden.    Operirt  man  zunächst  mit  dem  ersteren   und  be- 
achtet man,   dass   nur   ein   particuläres   Integral   verlangt  wird,    so 

dass  also  bei  —  keine  Gonstanten  hinzugesetzt  zu  werden  brauchen, 
so  ist  der  Werth  für  y: 

l^+y  +  3^  +  12^. 

Operirt  man  jedoch  mit  —  zuerst    (oder    auch,    löst  man    das 

zweite  Operationszeichen,  indem  man  jedes  Glied  mit  —  multiplicirt, 
in  einzelne  Theile  auf,  so  dass  dasselbe  in 

~  +  -|  -f  3  +  42)  +  5D2  +6D3 

übergeht),  so  würde  man  für  y  den  Werth  erhalten : 

2Ö  +  Y  +  3*3 

Die  Stammgleichung  ist : 


x^         x^ 

—  +  ---  +  3^3  +  12a?2  +  30#  -f  36. 


/v5  /V}4 

y  =  (A  +  Bx)<P  +  C  +  Dx  +  —  +  -  +  3*»  +  12*», 
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und  der  scheinbar  noch  hinzuzufügende  Theil  des  particularen  Inte- 
grals, welches  wir  erhalten  haben,  wenn  die  Operationszeichen  in 
der  zweiten  Weise  genommen  werden,  ist  offenbar  in  der  Com- 
plementär-Function  mit  einbegriffen,  da  C  und  D  willkürliche  Con- 
stanten sind. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  im  Allgemeinen  nicht  nur  die  Glie- 
der von  höherer  Ordnung  als  -Dn+ft  aus  /  (D)  ohne  Weiteres  weg- 
gelassen werden  können,  sondern  dass  auch  in  der  Entwickelung 
selbst  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung  denn  Dn  .vernachlässigt 
werden  dürfen,  mag  nun  das  nachher  anzuwendende  Operations- 
zeichen D~h  von  höherer  öder  niedrigerer  Ordnung  wie  n  sein.  Ist 
im  Besonderen  V  eine  Constante,  so  braucht  man  nur  die  niedrigste 
Potenz  beizubehalten. 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (J)4  +2D3  _|_  3  #2  _f_  2D  +  l)  y  =  l  _)-  x  +  x2. 

(2)  (2)8  _|_  1)2  _  J)  _|_  15)  y  =  X2. 

II.  Dieselbe  Methode  kann  auch,  wenn  Feine  Exponential- 
function  ist,  zur  Berechnung  von _y,  oder,  wenn  V  einen  Expo- 
nentialfactor  enthält,  zur  Vereinfachung  des  ^Verfahrens  und  somit 
zur  Erleichterung  der  Berechnung  angewendet  werden.  Im  letzte- 
ren Falle. können  wir  setzen: 

V  =  eax  X, 
und  sodann: 

~~      l      x 


f(D  +  a) 


Ist  X  eine  Constante,  so  kann  nunmehr  der  Werth  von  y  ohne 
Weiteres  durch  das  vorhergehende  Verfahren  erhalten  werden.  Die 
Grösse  a  kann  eine  Wurzel  von  /(#)  =  ()  sein  öder  nicht.  Wir 
nehmen  an,  dass  sie  eine  r-fache1  Wurzel  sei,  so  dass  für  eine  ein- 
fache Wurzel  r  =  1  ist.  Ist  a  keine  Wurzel,  so  ist  r  =  0.  Ent- 
wickelt man  dann/(D  -f-  a),  so  erhält  man: 

/  V>  +  «)  =  *  flr)  («)  +  (^yi  f(r+1)  («)  +  •  ••, 

wobei  fW(a)   den  fiten  Differentialquotienten  von  /(#)  nach  #,  in 
welchem  a  für  z  gesetzt  ist,   bedeutet.    Alsdann  ergiebt  sich  für  y 
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(mit   Rücksicht   auf  die  Bemerkung   am  Ende   der   3.  Aufgabe   der 
letzten  Seite) : 

„.  —   pax  n 

T  ! 

ßüX   qqV 

rr=r    0 


Ist  im  Besonderen  r  =  0,  so  ist: 

pax 

y  =  °m 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(D2  +  B  +  1)  y  =  e2x. 
Hier  ist  2  keine  Wurzel  von  £2  + -8  +  1  =  0  und  daher. 
e2x  1 

V  =  22  +  2  +  1  =  7  **' 

und  die  Stammgleichung  ist: 

y  =  er1/**  f  JL  cos  ——   +  J5  sm  — -  J  +  -  e2x . 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 
(D2  —  4D  +  3)  y  =  2e3*. 


Hier  ist: 


2/  =  77^ TVT^ 5\  2  e3X 


(I> 

-1)  (D- 

-3) 

Sx 

1 

o 

D  (D  +  2) 

eBx 

ä« 

xedx, 

und  die  Stammgleichung  ist: 

y  =  Äex  +  Be3x  +  ^e3*. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (D  —  a)n  y  ~  e«a . 

(2)  (1)2  —  6D  +  8)2/=re^  +  e2a;. 

4.  Aufgabe.     Die   Gleichung  /(#)  =  0  besitzt  n  Wurzeln,   nämlich 
%,  a2,  ...,  ctn.     Man  bestimme  das  particuläre  Integral  der  Gleichung: 

f(D)y  =  ea*x  +  e^x  +  .  . .  +  e  V, 

und  discutire  den  Fall,  wo  zwei  der  "Wurzeln  (%  und  a2)  einander  gleich  sind, 
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Ist   X  eine   rationale   algebraische   ganze  Function  von   x  und 
demnach  entwickelbar  nach  Potenzen  von  x,  so  inuss  die  Grösse 

f(D  +  a) 
wie  vorher  in  I.  ausgewerthet  werden. 

5.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

(D2  —  2D+  1)  y  =  x2e3x. 
Hier  ist: 

i 


(D  +  2)2 

und  die  Stammgleichung  ist: 

y  =  (A'+  Bx)e  -f  ^(7  — 1  +  | 

6.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

(D  — 2)3#  =  £2e2*. 

Hier  ist: 

1 
2/ 


(JD-2)3 


1 

=   77^   ^0ea 


...    P<te 

60 
und  die  Stammgleichung  ist: 

y  =  e2x  (a  +  Bx  +  Cx*  +  -j-  a;A  • 

7.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (D2  +  Z)  +  l)2  y  —  xe*. 

(2)  (D*  —  l)*y  =  ate*. 

III.    Wir  setzen  voraus,  dass  F  einen   Sinus   oder  Cosinus 
als  Factor  enthält,  so  dass 

V  —  X  cos  (n  x  -f  cc) 
ist,  wobei  n  und  et  Constanten  sind. 


Setzt  man : 


so  wird: 
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Dann  haben  wir  zu  berechnen : 

V  =  jTjyi  -X  cos  (nx  +  «). 

f{D  +  in) 

Es  bleibt  daher  noch 

/(D  +  in) 

zu  berechnen  übrig,  was  unter  die  eine  oder  die  andere  der  gegebe- 
nen Kegeln,  fallen  kann.  Ist  u  -\-  iv  der  Werth  desselben,  so  er- 
halten wir,  wenn  wir  die  reellen  und  imaginären  Theile  gleich- 
setzen : 

y  =  u  cos  (nx  +  °0  —  v  s™  (nx  +  a)- 

yx-=  u  sin  (nx  +  tt)  -)-  v  cos  (nx  ~\-  cc). 

In  dem  Falle,  wo  X  eine  Constante  und  cos  nx  kein  Theil  der 

Complementär-Function  ist,  so  dass  in  nicht  Wurzel  der  Gleichung 

/(#)  =  0   ist,   ist    die   Berechnung    unmittelbar    ausführbar,    denn 

dann  ist: 

1       x=J^a 


f(P  +  in)-  f{in) 

Wäre  indessen  cos  nx  ein  Theil  der  Complementär-Function, 
also  in  eine  r-fache  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =■  0,  so  würden 
wir  wegen 

/(D  +  »»)  =  ^  /<>'>  (in).  +  ^1  /('+» (*»)  +  •  •  • 

erhalten : 

1  CV 

0  - 


/(D  +  tn)  /W(«n).  ■ 

Sodann    trennen   wir    das    Reelle   und  Imaginäre     und    setzen    die 
reellen  und  imaginären  Theile  gleich,  wie  vorher. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

rri  4-  nhj  =  x  cos  ax. 
dx2    '        J 
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Alsdann  ist: 

1 


y  = 

!  + 

(• 

— -  x  cos  ax 

n2 

l           Y) 

axi                                       \   ' 

{D  +  ai)2+n2J 

=  9t 

f      .       1       /              2ai 

\pClXl    (    1 

1        n2  —  a2\          n2  —  a2 

4 

J 

=  » 

[' 

.  /      x                  2ai 

1X1    j 

)! 

\n2  —  a2       (n2  —  a2)2 

xcosax    (    2asinax 
~~  n2  —  a2    '    O2  —  a2)2* 

2. 

Aufgabe. 

M, 

an  löse  die  Gleichung: 

d2y    , 

~^z  +  y  =  cos  x. 
dx2        J 

Alsdann 

ist: 

1 

2/ 

= 

n\e  (D+ty  +  i 
«(^«dVi»1) 

0 

und  die  Stammgleichung  ist: 

y  =  A  cos  x  -p  Bsinx  -\-  —  #  swu. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

cp  (D)y  =  cos  waj,- 

wenn  cos  nx  kein  Theil  der  Complementär-Function  ist. 

Setzt  man: 

q>(D)  =  ?!(!)>)  +  2)-«p,(2>>), 


*.)  91  deutet  an,   dass  .der  reelle   Theil   des   nachfolgenden  Ausdrucks 
genommen  werden  soll.  Anm.  d.  Uebers. 
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so  ist: 

_  1 

i 

cos  nx 


cp1(—n^)ArI)cp2{—n2) 

,,  cpi(—n2)—Dcp2(—n2) 


cosnx 


\<Pi(-n2)  +  Dcp2  (-n2)\  {^(-n^-Dcp^-n2)} 

(fi  (—  n2)  cos  nx  -\-ncp2  ( —  n2)  sin  n  x 

~        {<Pi(-n2)}2+n2{<p2(-n2)}2'~ ' 

Wenn  jedoch  cosnx  ein  Theil  der  Complementär-Function  ist, 
so  wird  'der  Nenner  verschwinden  und  das  particuläre  Integral 
scheinbar  unendlich  gross  werden'.  Jedoch  ist  es  bloss»  ein  Theil 
der  Complementär-Function,  der  mit  einer  unendlich  grossen  Con- 
stanten multiplicirt  ist,  die  in  die  willkürliche  Constante  aufgenom- 
men werden  kann.  Um  das  particuläre  Integral  zu  bestimmen, 
würde  es  ausreichend  sein,  4en  Werth  von 

zu  berechnen,  indem  man  den  unendlich  werdenden  Theil  (wenn  h 
gleich  Null  gesetzt  wird)  mit  der  Complementär-Function  zusammen- 
nimmt und  den  endlichen  Theil  als  das  particuläre  Integral  bei- 
behält. Es  ist  indessen  in  solchen  Fällen  besser,  da's  frühere  Ver- 
fahren anzuwenden;  in  der  That  verdient  die  jetzige' Methode  nur 
im  Falle  von  Aufgaben,  die  der  eben  behandelten  analog  sind,  den 
Vorzug. 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

ä2ii 

(1)  -j-^-\-y=sinnx.  (sowohl  für  w— 1,  wie  für  n  nicht  gleich  l). 

(2)  -r-^  '-(-  -^  4-  y  =  sin  2  x. 
w      dx2      äx  '    u 

(3)   d+d+y=e  Axsm—' 

dh/       -   d2y 
(4)       -74+  2  y^    ~\"  V  —  x2  cos  ax    (sowohl  für  ct-=  1,  wie  für  a  nicht 


*5)  dx2^^V  ~  xsin2x. 

(6)  (D2  -\-  m2Y  y  =  (l-r-  x)2  cos  m  x. 

(7)  {D2  —  2  B  +  4)2  y  =*  x  6*  cos  (3V2  x  -f  «). 

(8)  S  +  *  'dx  +  nhj  =  E  C°SP  X' 


gleich  1). 


[§.  46i]  Lineare  Differentialgl.  mit  const.  Coefficienten.  75 

(9)  B-*te  +  *y  =  «"eo8x- 

d^v 

(10)  j~  -\-  n^y  ~  sin  lx-\-  q!1®  -(-  x5. 

(1 1)  {D4  -|-  (m2  -|-  w2)  D2  -f-  m2  n2}  y  =  cos-  (m  -\-  n)  x  cos  -  (m  —  n)  x. 

v     .    dx6  2  2 

IV.   Enthält  Feine  Potenz  von  x  als  Factor,  so  dass  wir 
V  =  xm  T 
setzen  können,   so   können   wir   zur  .  Bestimmung   des   particulären 
Integrals  die  erweiterte  Form  des  Leibnitz'schen  Theorenis/(§.  35) 
anwenden. 

So  ist: 

1 


:/&) 


xmT 


T  +  mf1-1'- 


f(D)^    !  \dDf(D) 

^        2!      .  U-D*    /(2))j        ^        ' 

wo  die  Reihe  bis  zum  (m  -f-  l)ten  .Gliede  fortzusetzen  ist.  Jedes 
dieser"  Glieder  .läss.t  die  Bestimmung  einer  Grösse  übrig,  was  ver- 
mittelst der  Methoden  eines  der  vorhergehenden  Abschnitte  ge- 
schehen kann.  Ist  dies  nicht  möglich,  so  kann  der  Werth  d,er 
Grösse  miiHülfe  der  folgenden  Methode,  die  von  allgemeiner  An- 
wendung ist,  gefunden  werden.  Der  Erfolg  dieser  allgemeinen  Me- 
thode hängt  allein  ab  von  der  Lösung  einer  Gleichung,  deren  Lö- 
sung auch  erforderlich  ist,  um  die  Complementär- Function  zu 
erhalten,  und  von/  der  Integration  dabei  sich  ergebender  Ausdrücke.- 

V.  Wir  setzen  voraus,  dass  alle  Factoren,  welche  in  ,F  vor- 
kommen und  durch  eine  oder  die  andere  der  vorhergehenden  Me- 
thoden behandelt  werden  können,  vor  das  Operationszeichen  ge- 
bracht sind,  und  dass  die  übrigbleibende  Grösse  unter  keinen  von 
jenen  Abschnitten  fällt,  so 'dass' wir  Ausdrücke  von  der  Form 

WW)  u 

zu  berechnen  haben. 

Wir  denken  uns  ,  .^.  in  Partialbrüche  zerlegt ,  von  denen 
jeder  als  Nenner   einen  linearen  Factor  von   ip  (D)  besitzt,   und  in 
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denen    die    auftretenden   Constanten    nicht   nothwendig   reell   sind; 
dann  werden  die  Brüche  von  der  Form  sein: 

____ü___ 
(D  —  a)n ' 

worin  n  eine  ganze  Zahl,  An  und  et  Constanten   und  cc  eine  Wurzel 
der  Gleichung  ip  (z)  =  0  ist.    Hieraus  folgt : 

1     u=l~^-u 


%)  (D)  (B  —  a)n 

=  lÄn  eaxff  .--  •  e~ax  Udxn> 

Wenn  in  irgend  einem  Ausdrucke  imaginäre  Grössen  vorkom- 
men, so  werden  in  einem  anderen  die  conjugirten  imaginären 
Grössen  auftreten •>  zwei  solche  zusammengehörige  Ausdrücke  müssen 
im  Allgemeinen  mit  einander  vereinigt  werden,  damit  in  dem  ex- 
pliciten  Ausdrucke  ,des  particulären  .  Integrals  keine  imaginäre 
Grösse  mehr  übrig  bleibt. 

1.  Aufgabe. 

(1)2  —  5D  +  6)  y  =  logx. 

Wir  erhalten: 

1  1  1 


D2  — 5D  +  6        D  — 3        D  — 2 

Daher  ist  das  particuläre  Integral: 

— log  x  —  — log  x  =  eSx  fe~Bx  log  xäx  —  e2xfe~2x  log  x  äx, 

jU  —  o  JJ  —  Jj 

und  die  Complementär-Function  ist: 

Je2x  +  BeBx. 

2.  Aufgabe.  In  der  vorhergehenden  Aufgabe  möge  die  rechte 
Seite  x  log  x  anstatt  x  heissen ;  alsdann  können  wir  entweder  die 
theilweise  Integration  oder  die  Erweiterung  des  L  e i b n it z '  sehen 
Theorems  anwenden.    Die  letztere  giebt: 

1-   ,  1  1      ,  .  1/ 


z=  xeSx  (  e~Sx  log  xäx  —  eBx  f  fe~~3x  log  xäx1  —  x  e2x  f  e~2x  log  xäx 

+  e2xffe~2xIogxdx2. 
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3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

in  welcher  U  eine  Function  von  x  ist. 
Wir  erhalten: 

y  =  D2  +  »»  ^ 

2in(B —  in  B-\-%n      ) 

=  \einx  füe~inx  dx  —  e-inx  füeinx  dx  , 

2  in  {      J  J  ) 

oder,  wenn  wir  die  Veränderliche  unter  dem  Integralzeichen  ändern : 

n(x— $) e—in(x-&  \  ^  g 


1         fx 

2mJ       %l 


( -r^  sm  nx  —  ny  cos  nx)  =  ü  sinnx, 
\dx 


l      Px 

=  -  I     #£  sww  (#  —  %)~d  |, 
n  o 

worin  J7£  dieselbe  Function  von  §  wie  U  von  a?  ist. 

Es  giebt  noch  eine  andere,  von  dieser  verschiedene  Methode, 
diese  Gleichung  zu  integriren.  Multiplicirt  man  beiderseits  mit 
sin  nx,  so  ist: 

d    (dy    . 
dx 
und  daher: 

-—■  sinnx  —  ny  cosnx  =  —  An  -f-  /     Ut  sinngdi;. 
dx  J  J 

Multiplicirt  man  die  ursprüngliche  Gleichung  mit  cos  nx  und 
schreibt  sie  dann  in  der  entsprechenden  Form,  so  findet  man  analog 
das  Integral: 

dy  Cx 

-~  cos  nx  -j-  ny  sin  nx  =  Bn  -f-   /     U% cos n!;  ä £. 
dx  U 

Eliminirt  man  —-  zwischen  diesen  beiden,  so  erhält  man: 
dx 

1     Cx 

y  —  A cosnx  -f-  B sinnx  +  -    /     U%  sinn  (x  — 1)^|, 

n  %j 

übereinstimmend  mit  dem  ersteren  Eesultat. 
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4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  -p|  -f-  n2V  —  ^2  cos  aiC       (fnr  n  25  ft  und  für  w  =  a). 

(2)  -=-^  —  n2y  —   27      (wo   CT"  irgend  eine  Function  von  x  ist). 

(3)  g   -  2y  =  ix*e*>. 

5.  Aufgabe.     Mit  Hülfe  von  (3)  in  der  4.  Aufgabe  beweise  man,  dass 

X  X 

1_  _1_ 

W  Vi 

ist. 

§•  47. 

Wegen  der  nahen  Verwandtschaft  der  linearen  Glei- 
chung mit  constanten  Coefficienten  und  der  homogenen 
linearen  Gleichung  kann  die  letztere  hier  mitbehandelt 
werden.     Dieselbe  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 

x  dx« +  AiX    äx«-i +     +An-iXdx  +  A^—  K'  ■ 

worin  V  eine  Function  von  x  allein  ist  und  auch  eine  Constante  C 
sein  kann. 

Im  letzteren  Falle  kann  man  das  particuläre  Integral  sofort 
bestimmen;  es  ist  offenbar: 

2-° 


Wird  das  Operationszeichen  x  —   durch    01  bezeichnet ,    so   ist 

(iX 


(§•  37):. 


«"y-S—  »(»-!)(«■- 2)...  (fr-w  +  1), 

(AiX 


und  die  Differentialgleichung  kann  wie  folgt  geschrieben  werden : 

F(&)  y=V. 
Betrachten  wir  die   beiden  Theile   der  Stammgleichung  geson- 
dert, so  ist  die  Complementär-Function  das  Integral  von 

F(Q-)y  =  0. 

Wie  wir  bereits  gesehen  haben,  ist  nun : 
F(®)xv  =  F(p)x*. 
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Hieraus  folgt,  dass,  wenn  p  so  gewählt  wird,  dass 

F(p)  =  0 
ist,  alsdann  xp  eine  Lösung  der  Gleichung  ist;  und  sind  px,  p2,  ...,pn 
die  Wurzeln  von  F(z)  =  0,  so  ist  die  Complementär-Function: 
y  =  AioPi  +  A2x^  +  ...  ^  Anxvn. 
Der  Fall  gleicher  Wurzeln  ist  bereits  (§.  45)  discutirt  worden; 
sind  zwei  Wurzeln  imaginär,  etwa  j^'und  Vit  so  dass 

p1  =  a  +  iß,  p2  =  cc  —  iß 
ist,  so  wird  der  entsprechende  Werth  von  y  sein : 

xa  {A[  cos  (ß  log x)  -\-.-  A2 sin (ß  log x)\, 
wo  die  willkürlichen  Constanten  geändert  sind. 

Aufgabe.     Sind   die   imaginären  Wurzeln   a±iß  r-fache   Wurzeln, 
so  wird  der  zugehörige ,  Theil  der  Complementär-Function  sein  : 

xa  {[Ai -{-A'2  log  x  -f-  A'3  (log  x)*-\ j-  A'r(log  #)*•-!]  cos  (ß  log  x) 

+  [Bf  -f-  Bf2  log x  -f-  B'8  (log  xf  -f  •  •  •  +  B'r  (log  x)r-i]  s/n  (ß  log x)}. 

§.'  48. 
Das  particuläre  Integral  ist  der  Werth  von 

-i-  V. 

Die  Auswerthung  dieses  Ausdrucks  kann  auf  zwei  Wegen  geschehen, 
die  in  Wirklichkeit  äquivalent  sind,  abgesehen  von  dem  Unter- 
schiede in  den  angewendeten  Operationszeichen. 

Ist  V  entweder  eine  Potenz  von  x  oder  enthält  sie  eine  solche, 
etwa  xm,  als  Factor,  so  ist: 

y  ~~  F{%) 

1 


In  dem  Falle,  wo  T  eine  Constante  ist,  ist  die  Berechnung  des 
Werthes  leicht.  Ist  m  nicht  eine  Wurzel  von  F(z)  =  0,  so  können 
wir  {F(&  -\- m)}—1  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  &  entwickeln 
und  alle  Glieder  weglassen  mit  Ausnahme  des  ersten,  welches  von 
&  unabhängig  ist  und  in  der  That  giebt: 

___  Cxm 
V  ~  Firn)  ' 
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Dieselbe  Methode  (der  Entwickelung)  kann  angewendet  werden, 
wenn  T  eine  rationale  ganze  algebraische  Function  von  logx  ist; 
und  wegen 

&  log  x  =  1 

braucht  die  Entwickelung  nicht  über  %n  hinaus    erstreckt .  zu  wer- 
den, wobei  n  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  log  x.  iri  T  ist. 
Ist  jedoch  m  eine  r-fache  Wurzel  von  F (z)  =  0,  so  ist: 

F(&  +  m)  =  ^-  F(r)  (m)  +  .,  <9**\ ,  F«+V  (m)  +  •  •  •, 

und  es  bleibt  zu  bestimmen  der  Werth  von 

y  =  ^ I. 

%F<rHm)  +  ••• 
Ist  T  eine  Constante  0,  so  ist  wegen 

-  1  =  logx 

der  Werth  von  y  : 

CQogx)r 


Ist  es  eine  Function  von  log  x  wie  vorher,  so  wird  das  Ope- 
rationssymbol nach  steigenden  Potenzen  von  &  bis  zu  %n  (während 
&r  im  Nenner  stehen  bleibt)  entwickelt,  und  der  Werth  von  y  wird 
gegeben  als  die  Summe  einer  Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form: 

^  (logx)8, 

d.h.  einer  Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form: 

s! 


?! 

(log  x)s+r. 


(s  +  r) ! 

Ein  allgemeiner  Ausdruck  lässt  sich  für  das   particuläre  Inte- 
gral in  dem  Falle  angeben,  wenn  V  keine  von  diesen  Formen  besitzt. 

Denkt   man    sich  -  in  Partialbrüche   zerlegt    und   nimmt    man 

h  (&) 

an,  dass  irgend  ein  Glied 

A 


&  —  a 
sei,  so  wird  y  die  Summe  von  Gliedern  von  der  Form  sein : 

»  —  et     ' 
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und  diese  ist  äquivalent  mit 

Axa  7-  Vx~a    oder    A  xa  fVx~cc~~1dx. 

Ein  anderes  Yerfahren  besteht  darin,  dass  man  für  die  unab- 
hängige Veränderliche  x  eine  andere  0  einführt  durch  die  Gleichung 

x  =  ez.     Dadurch  verwandelt  sich  &  in  —  oder  D,  und  es  werden 

dz 

die  sämmtlichen  Methoden   des  §.  46   anwendbar.    Es   ist  leicht  zu 

sehen,  dass  die  sämmtlichen  für  &  angegebenen  Fälle  genau  analog 

sind  zu  den  Fällen,  welche  wir  für  D  angeführt  haben. 

Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 
(2)      x'2  1^  "  X  dx  +  2y  =  xl0CJX' 

®  x3B-x*B+2xti-2y  =  x3  +  3x- 
®   x2CB-Sxdd  +  ^  =  2x'1- 

d2  v 

(6)  x2  ~j~2  ~  22/  —  x  +  cosx. 

(7)  X2  &1  _  (2  m  _  1)  «.  ^  -f  (m2  +  rc2)  2/  =■  ^2 a™  %  ^. 

Vermischte  Aufgaben. 

1.  Wenn  es  zwei  lineare  Differentialgleichungen  von  den  Ordnungen 
m  und  n  (n  >  m)  giebt,  welche  durch  dieselbe  abhängige  Veränderliche 
befriedigt  werden,  so  lässt  sich  aus  den  ersten  beiden  eine  dritte  lineare 
Gleichung  von  der  (n  —  m)ten  Ordnung  ohne  irgend  eine  Integration  ab- 
leiten, und  die  Gleichungen  von  der  Ordnung  m  und  n  ■—  m  werden  (wenn 
integrirt)  genügen,  um  das  Integral  der  Gleichung  von  der  Ordnung  n 
zu  liefern.  (Liouville.) 

2.  Man  löse  die  Gleichungen: 

(a\    -£y'_L.  1  äy  _     2 
{a)       dx*  +  x.dx~ny' 


{ß}       dx~2^  x  dx~V  ^  x2)1 
(?)       J2  4"  y —  sin  x  sin  2  x. 


Porsyth,   Differentialgleichungen. 
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3.  Man  beweise,  dass  die  Lösung  von 

(D  -f  c)ny  —  cosax 

dargestellt  wird  durch: 

n 

y=ze-™  (At  +  A2x-\ \-Änas^-i)-\-  (e2-fa2)~  2  cos  (ax—n  arc  cot  -j- 

4.  Man  bestimme  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

in  der  Form: 

■        i  t_i_ 

y  =  e~*M  {Acosn't  +  Bsinn't)  +  —Je    z^^ginn' (t—V)  ü'dtf, 

n    o 

worin  U7    dieselbe  Function   von   tf  wie  U  von   t  und  nf    durch   die  Glei- 
chung gegeben  ist: 

nn  -.  n2  _  \  £2. 
4 

5.  Man  löse  die  Gleichungen: 

«  *4S  +  6*8  S  +  ix2  S  -  2*  d/x-±y=^+zcos{io9X). 

«  8-i2S  +  i2^  =  16^ 

(3)        *^  _|_  32  ^  _|_  48^  =  xe-2x  +  e**  cos2%x. 
(XX  et  X 

w   S-3S  +  4Ä-2^  =  -+— • 

(5)        -7-^  -f-  i~K  ~\-  V  —  a%2  +  ^e—rc  sin2x. 

\3 


(6)    (h  +  1)y  =  e~x  +  xi  +  *_1 


6.  Man  bestimme  die  Complementärfunction  der  Gleichung 

_j£_alH.y==/(a!) 

in  der  Form  : 

r=n— l  r7t 

y = Oe«»  -\-De—ax  +  "Sj  e  a^  C°S  w  { ^ir  cos  (  a  x  sin  —  )-\-Br  sin  fax  sin  —  j  J 

und   zeige,  dass   der  Theil   des    particulären   Integrals,   welcher   dem   all- 
gemeinen Gliede  unter  dem  Summationszeichen  entspricht,  lautet: 

1         /  x  a(x—£)cos-z:        [tti  .    r  n\ 

— r-— r  /     eK  ncos\ \-a(x— g)  sm — f/(£)d£. 

n  a^n—1  J  (  n  v         '         n  J     w 

7.  Man  beweise,  dass  die  Lösung  der  Gleichung 

d 


(C0S<rx) 


y  —  COS  X 
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lautet: 

2  cos  x 


=  ^  {Ane^+l^x  -f  Bne~^n+^)7tx}  + 


c  +  e-i 


8.  Man  beweise,  dass,  wenn  x  -z—  mit  #  bezeichnet  wird, 

dx 

(# ^)  f 

V     ^t    7'    O^io  +  i^-l 1-  An-1  xn-1 

ist,  worin  A0,  Alf  . .  .,  An—i   willkürliche  Constanten  sind. 

9.  Man  beweise  die  Gleichungen: 

(1)  22^+1  Dn  xn+lk  ZH+i  e^A  =  e^1/a. 

(2)  IM  #m+r  J)r  #— m  7)w— r  <p  (#)  =  #r  J)m-\-n  (p  (x). 

(3)  D»*  (#  —  n)**  y  =  d-rD*  y. 


6* 
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Vermischte  Methoden. 

§•  49. 

Bevor  wir  die  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit  ver- 
änderlichen Coeffieienten  discutiren,  halten  wir  es  für  gut,  einige 
vermischte  Methoden  zu  betrachten.  Dieselben  lassen  sich  an- 
wenden auf  Systeme  von  Gleichungen,  die  entweder  eine  vollstän- 
dige Lösung  zulassen ,  -  oder  doch  dadurch ,  dass  man  ein  erstes 
Integral  finden  kann,  der  Lösung  näher  gebracht  werden  können. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  hernach  gegebenen  Gleichungen  typisch 
sind  und  nicht  bloss  vereinzelte  Gleichungen  darstellen,  die  sich 
integriren  lassen.  Es  ist  sehr  oft  möglich,  andere  Gleichungen  unter 
irgend  eine  der  folgenden  Classen  einzureihen  mit  Hülfe  von  ge- 
schickt gewählten  Substitutionen  sei  es  für  die  abhängige,  sei  es 
für  die  unabhängige  Yeränderliche.  Derartige  Substitutionen  be- 
stimmen jedoch  die  Grenzen,  innerhalb  deren  die  Methoden  meisten-- 
theils  zum  Ziele  führen,  so  dass  man  stets  im  Gedächtniss  behalten 
muss,  dass  die  Methoden  nicht  allgemeine  Anwendung  auf  alle 
linearen  Gleichungen  zweiter  Ordnung  haben. 

§..  50. 

Der  einfachste  Fall  von  allen  ist  der,  in  welchem  die  Glei- 
chung die  Form  besitzt: 

£*  =  *, 

dxn 

wobei  X  eine  Function  von  x  allein  ist.    Dieselbe  lässt  sich   ohne 
Weiteres  integriren,  und  das  Resultat  der  Integration  ist: 
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wo  Ai   eine   willkürliche  Constante  bezeichnet.     Eine  zweite  Inte- 
gration giebt: 

j^  =fdxfXdx  +  Axx  +  A2, 

wo  A2  eine   andere  willkürliche  Constante  ist.     Geht  man  in  dieser 

Weise  weiter,  so  findet  man  nach  n  Integrationen  als  die  allgemeine 

Lösung: 

y  =ff...X(äxY  +  B^-1  +  B2xn~*  +  •••  +  Bn-i*  +  Bn, 

A~ 

worin  Br  für  -7 — r-   steht  und  demnach  eine   willkürliche   Con- 

(n  —  r)l 

stante  ist. 

§.51. 

Eine  andere  sehr  einfache  Gleichung,   die  wir  betrachten 
müssen,  ist: 

*^=  Y 

dxn 

worin  Y  eine  Function   von  y  allein   ist;  dieselbe  lässt   sich  aber 
allgemein  nur   integriren,   wenn   n   gleich    1  oder  2   ist.     Im  Falle 

n  —  2  multiplicire  man  die  Gleichung  mit   2  —  ;   dann   lässt  sich 

U/X 

jede  Seite  integriren,  und  man  erhält: 


oder  etwa: 


(: 


t)  =  *w  +  ^ 


In  dieser  Gleichung  lassen    sich    die  Yeränderlichen  separiren,   und 
die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

d*y 


.=  Y 
dx2 


ist  schliesslich: 


A 


v=x+B. 


Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

Ein  erstes  Integral  ist: 

^V  +  a*y*  =  A  =  a*c*, 
dxj 
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wo  c  eine  willkürliche  Constante  ist.    Die  Separation  der  Veränder- 
lichen giebt: 

dy         _ 

und  daher: 

aresin—  =  ax  +  w     oder     y  =  csin(ax  -f-  a). 
c 


§.  52. 

Jede  Differentialgleichung,  welche  nur  eine  Be- 
ziehung zwischen  Differentialquotienten,  deren  Ordnun- 
gen sich  um  eine  oder  zwei  Einheiten  unterscheiden, 
ausdrückt,  lässt  eine  Lösung  zu.  Als  Typus  der  Differential- 
gleichung in  dem  Falle,  wo  die  Ordnungen  um  eine  Einheit  ver- 
schieden-sind,  kann  man  setzen^: 
dny 


=  F 

dxn 


(dn~ly\ 


Setzt  man : 


■-Xy-Y, 


dxn' 


so  geht  die  Gleichung  über  in: 

dY 


deren  Integral  ist: 

Nehmen   wir   an,   dass   diese   Gleichung    nach    Y  aufgelöst  werden 
könne  und  dass  die  Lösung  sei: 


so  ist: 


dx' 


Dies  ist  alsdann  einer  der  bereits  discutirten  Fälle  (§.  50), 
deren  allgemeines  Integral  sich  bestimmen  lässt. 

"Wir  können  auch,  nachdem  wir  die  Gleichung  ty  (Y)  =  X-\-  A 
erhalten  haben,  folgendermaassen  fortfahren:  Da 

dx  Wn~V 


[§. 

52.] 

~\ 

ist, 

so  wird: 

dn~2y 

dxn~2 

In  analoger 
dn~sy 
dxn~3 

Weise: 

U.    J 

3.  w.  bis: 
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p!-—fYdx=  f 


YdY 

FW)' 

f        CYdY _  f  dY    fYdY 
J  dXJ   F(Y)~~J   F(Y)J  F(Y)' 

V  ~~  J  F(Y)J  F(Y)  '"  J  F(Y)' 
wobei  nach  jeder  der  Integrationen,  welche  in  der  Reihenfolge  von 
rechts  nach  links  ausgeführt  werden  müssen,  eine  willkürliche  Con- 
-stante  einzuführen  ist.  Wir,  erhalten  dann  zwei  Gleichungen  zwi- 
schen a?,  2/,'-.Y,  aus  denen  Y  eliminirt  werden  kann;  -die  sich  so 
ergebende  Gleichung  wird  die  Stammgleichung  sein. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  durch  diese  Methode  auch  die  Gleichung 
tdny  ^-12/^ 


f(clll 
J  \dxn' 


'dx™-1, 
gelöst  werden  kann. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung 
d*y d2y 


0 


Setzt  man: 


so  ist: 


dx%       dx2 
dx2        *' 


d£        u 


und  hiervon  ist  das  Integral : 

X 

Somit : 

X 

y  =  Aea  +  Bx  -\-  0, 
worin  A,  B,  G  willkürliche  Constanten  sind. 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

<»    <•§=(• +©r- 

»    - «S  =!'  +  ©*)*'•• 
«  «•SS=(>  +  <«(3)"'4 
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§•  53. 

Als  einen  Typus  der  Differentialgleichungen,  welche  Differential- 
quotienten, deren  Ordnungen   um   zwei  Einheiten  verschieden   sind, 
mit  einander  in  Beziehung  setzen,  können  wir  annehmen : 
clny  ___  ffdn-2y 


dxn  \dxn 

Setzt  man: 

dn~2y .  _ 

T^  ~  *' 

so  geht  die  Gleichung  über  in : 

deren  Lösung  in  der  Form  erhalten  worden  war: 

dz 


U 


x  +  B. 


{A+*ff(e)de}* 
Wenn    die   Gleichung,   nachdem   die   Integrationen    ausgeführt 
worden  sind,  algebraisch  aufgelöst  werden  kann  nach  #,  etwa: 

z  =  %•  (x), 
.(wobei  die  Function  &  (x)  die  Constanten  A  und  B  enthalten  wird), 
so  werden  n  —  2  directe  Integrationen  die  Stammgleichung  liefern. 
Sollte  aber  die  Ausführung  dieser  algebraischen  Auflösung   unmög- 
lich sein,  so  haben  wir : 

^  =  {A+2/f(*)d*}*, 

daher : 

dn~3y  C    i  C  *ä* 


Z  f'dX=Zfl 


dxn~s       j  ~»"»      j    [A  +  2ff{z)dzY^ 
dn~Ay P  dz  P  zdz 


h 


dx»~*       J   \A  +  2ff{e)de}^J   {A  +  2ff(e)äz)* 

u.  s.  w.  Schliesslich  werden  wir  y  als  eine  Function  von  z  erhalten 
und  die  Stammgleichung  wird  das  Eesultat  der  Elimination  von  z 
aus  der  Gleichung  zwischen  y  und  z  und  der  Gleichung  zwischen 
x  und  Z  sein. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

a2  äll  =  dLM. 

dx^        dx2 
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d2%\ 
Schreiben  wir  8  für  -r-^ ,  so  geht  die  Gleichung  über  in : 
dx1 


so  dass  sich  ergiebt: 

X                              X 

$  =  d  ea  +  G2&   a> 

und  daher: 

y  =  Aea  +  Be   a  +  Cx  +  D, 
worin  A  und  B  respective  für  cx  a2  und  c2  a2  gesetzt  sind. 
2.  Aufgabe.     Mau  löse  die  Gleichungen: 

{i}      X  dx±  ~      dx2 


(2)      c2  dx*  ~  dx  V  +  (dx)  l 


§.  54. 

In  einigen  besonderen  Fällen  läss.t  sich  die  allge- 
meine Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  Sub- 
stitution derart  erniedrigen,  dass  sie  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  wird.-  Diese  Fälle  treten 
ein,  wenn  eine  der  Veränderlichen  nicht  explicit  in  der 
Gleichung  vorkommt. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  Gleichung,  in  welcher  x  nicht 
vorkommt,  so  dass  dieselbe  geschrieben  werden  kann   in  der  Form: 

,    /      dy    dHj\ 

«  ,   ,  dtj  _  d2y  dp  ■     .  J     _. 

Setzt  man  ~-  =  p    und   sodann  -7-7;  =  p  -7—,    so    geht    die 
dx  dx2  dy 

Gleichung  über  in : 

und  dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,   aus  welcher 
p  als  Function  von  y  gefunden  wird.     Ist  die  Lösung : 

P  =  f  (?/)> 
worin  /  (y)    eine  willkürliche  Constante  enthält,  so   lassen  sich  die 
Veränderlichen  separiren,  da  wir  schreiben  können: 

dy  7 

f  (y) > 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  wird  zu  der  Stammgleichung 
führen. 

Sodann  betrachten  wir  eine  Gleichung,  in  welcher  y  nicht  vor- 
kommt, so  dass  dieselbe  geschrieben  werden  kann  in  der  Form: 


'( 


'  dx1   dx2/ 


a  ,   ,  äy  iT         dPy        dp  ^_  . 

setzt  man  — -  =  p   und  sodann  -^— ;  =  -7-  ,  so  wird   die  (jlei- 
dx  dx2        dx 


chung  transformirt  in: 

dp 


cp     x,  p, 


dx) 


und   dies   ist   eine   Gleichung    erster    Ordnung,    aus  welcher  p   als 
Function  von  x  gefunden  werden  kann.     Ist  die  Lösung: 

P  =  F(x), 

worin  F(x)  eine  willkürliche  Constante  enthält,   und  integriren  wir 
diese,  so  erhalten  wir  als  die  Stammgleichung : 

y  =  A  -f-  fF(x)dx. 
1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

Setzt  man  —  =  $>,  so  wird  die  Gleichung  transformirt  in : 

Cv  X 

„      dp 

dy  1 


1  +  p2        2a  —  %f 

und  das  Integral,  dieser  ist : 

(1  4-  JP2)  (2a-  *)  =  /*, 

wo  {i   eine  willkürliche   Constante  ist.     Die  Stammgleichung  wird 
gegeben  durch  Berechnung  des  Werthes  von 

2a  —  y     ]Va 


f< 


{[i  —  2a +  y 
2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


=  x  +  JB. 


-2  =  -{'  +  (H)T 


[§.  55.]  Vermischte  Methoden. 

Die   Substitution  -7-  =  p  transformirt  die  Gleichung  in : 
dx 

n?  dp 

-rr-  =  2  x. 
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(i  +  jp2)%   dx 
Durch  Integration  giebt  diese : 


a2P  9    ,      a 


(1    +    p*)V* 

und  daher: 

.  __      (*2  +  A)* 
P    ~  a*  —  (xi  +  Ay' 

so  dass  die  Stammgleichung  lautet : 

y  =  fpäx  =  B  +/{a4_!2(++^)2}1/2  d*. 
3.  Aufgabe.     Man  integrir.e  die  Gleichungen: 

«•»&={»■  +  -' OST- 

(4)  a  +  ^)S+i  +  (2)2=o. 

<»>  ff+«2(S)2=2-S- 

(8)   y(i-^)S  +  (1  +  ^)©'=a 

Homogene  Differentialgleichungen. 

§.  55. 

Es  giebt  gewisse  Classen  von  Differentialgleichun- 
gen, in  denen  eine  Art  von  Homogenität  besteht.  Die 
Lösung  von  diesen  kann  durch  zweckmässige  Transformationen  von 
der   Lösung    von   Gleichungen    niedrigerer   Ordnung   abhängig,  ,ge- 
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macht  werden.     Die  Homogenität   besteht  in  Folgendem: 
Betrachtet   man  y  als   eine  Grösse  von  n  Dimensionen,  während  X 

von  einer  Dimension  ist,  so  ist..—  ,  da  es  die  Grenze  von  —7—    ist, 

dx  Ax 

d2y  .  A  p 

von  n — 1  Dimensionen;  ferner  ist  -r— :  ,  da  es  die  Grenze  von    ^— — 

dx2  ,    -  =..    Ax 

ist,   von   n — 2    Dimensionen   u.  s.  w.     Die    Gleichung   heisst  >  dann 

homogen,  sobald  die  Glieder  sämmtlich  von  denselben  Dimensionen 

sind,  .wenn   man    den   entsprechenden    Grössen   diese   Dimensionen 

beilegt.     Der  einfachste  Fäll   ist  demnach  der,  in  welchem  n  gleich 

1  ist.. 

Es  sei  zunächst  n  =  1,   so   dass  x  und  y  beide  als  Grössen 

von  einer  Dimension   betrachtet   werden   können.     Setzt  man   dann 

y  —  xz    und    x  =  e&,  so  ist: 

dy  dz 

dx  ~  ~d&  +  *'" 

d2y (d2z        dz\    __^ 

Ix2  ~  \J¥2  +  dÖ-J  ° 
u.  s.  w.,  und  die  res.ultirende  Differentialgleichung  wird  eine  Glei- 
chung zwischen  z  und  #  sein.  Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  der 
Coefficient  von  #  im  Exponenten  der  Exponentialgrösse  überall,  wo 
eine  solche  in  irgend  einem  Differentialquotienten  vorkommt,  diejenige 
Zahl  ist,  welche  die  Dimensionen  des  Differentialquotienten  angiebt, 
und  daher  wird,  wenn  die  Substitution  in  der  als  homogen  voraus- 
gesetzten Differentialgleichung  vorgenommen  wird,  der  Coefficient 
von  #  in  der  Exponentialgrösse  für  jedes  Glied  der  Gleichung  der- 
selbe sein,  und  es  wird  demnach  diese  Exponentialgrösse  ein  Factor 
der  Gleichung  sein,  der  weggelassen  werden  kann.  Die  neue  unab- 
hängige Veränderliche  #  wird  nicht  mehr  explicit  in  der  Gleichung 
vorkommen;  die  letztere  wird  somit  von  der  bereits  in  §.54  dis- 
cutirten  Art  sein  und  wird  sich  in  ihrer  Ordnung  um  eine  Einheit 
erniedrigen  lassen. 

1.  Aufgabe.  -  Man  löse  die  Gleichung : 


**äZ=rx\Tii  +niJ[ 


Führt  man  die  in  §.  55   angegebene  Substitution  aus,   so    er- 
hält man : 

d2z     ,     dz         {      (dz     ,      V    ,         JVa 
dfr2 


,    dz       \     (dz         y  v> 
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Setzt  man  -r^-   "  v,  so  wird  die  Gleichung : 

—  -f-  v  =  \m  (v  +■  z)2  -\-  ws2}1/«, 
oder,  wenn  #  =  £  s  ist : 

82  +  %  +  s=  {w(1  +  s)2  +  wfl/ä' 


und  daher: 


ds 


d#. 


{m(l  +s)2  +  ^}1/2—  s2  — ; 

Hierin  sind  die  Yeränderlichen  separirt  und  die  Gleichung 
kann  integrirt  werden. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(2)  ^S  =  {,-.g}2 

Indem  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  in  wel- 
chem _  unter  der  Annahme,  dass  y  von  n  Dimensionen  sei,  Homo- 
genität besteht,  setzen  wir : 


xnz  =  ze 


>n& 


und  erhalten: 


+-  nz\ 


dx         \au 


d2y       (d2z     ,     ,.  nN  dz     .    :---,.  •]    .     0.  . 

SsHs*  +  (a*-'1)  55  +  w  (w- 1}1  e(B~2)* 

u.  s.  w.  Es  ist  ersichtlich,  dass  der  Coefficient  von  &  in  dem  Ex- 
ponenten der  Exponentialgrösse ,  welche  in  dem  Ausdrucke  eines 
jeden  Differentialquotienten  vorkommt,  genau,  die  Dimensionen 
dieses  Differentialquotienten  angiebt,  und  substitüirt  ~man  diese 
Ausdrücke,  so  wird,  wie  vorher,  die  Exponentialgrösse  sich  weg- 
heben, und  es  wird  die  Differentialgleichung,  nachdem  sie  auf  diese 
Weise  in  eine  andere  transformirt  worden  ist,  in  welcher  die  un- 
abhängige Veränderliche  explicit  nicht  mehr  vorkommt,  in  ihrer 
Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden  können. 
3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 
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Dieselbe  ist  homogen,  wenn  man  y  als  eine  Grösse  von  zwei 
Dimensionen  betrachtet,  während  x  nur  von  einer  Dimension 
ist.     Daher  setzen  wir: 

x  =  e& ,    y  —  x1  z  =  ge29', 
und  erhalten  die  Gleichung: 

&  +  •£+"=<'+•«>(£+")-'* 

oder: 

5P  +  2<1-')d*=a 

Ein  erstes  Integral  wird  gegeben  durch: 
und  in  diesem  können  die  Veränderlichen  separirt  werden  wie  folgt : 

4 +  (.!—)'  =  d 

Das  Integral  dieser  Gleichung  wird  verschieden  sein  (entweder 
eine  inverse  Kreisfunction  oder  ein  Logarithmus)  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  A. 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

Eine  besondere   Reihe   von  Fällen   entsteht,  wenn  man  n  un- 
endlich gross  annimmt.     Die  Grössen  y,  -r— ,  •  •  •    haben   dann  alle 
ö  dx 

dieselben  Dimensionen.     Die  einfachste  Methode  der  Lösung  besteht 
darin,  dass  man  die  Substitution  anwendet: 

Die  resultirende  Gleichung  zwischen  x  und  y  wird  dann  von 
einer  Ordnung  sein,  die  um  eine  Einheit  niedriger  ist,  als  die  der 
gegebenen  Gleichung. 
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5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

Exacte  Differentialgleichungen. 

§.  56. 

Eine  Differentialgleichung  von  der  Form 
/dPy  dP-i-y  dy_  \  _ 

wird  exact  genannt,  wenn,  nachdem  die  linke  Seite  mit  V  be- 
zeichnet worden  ist,  der  Ausdruck  Vdx  das  genaue  Differen- 
tial irgend  einer  Function  CT  ist,  die  dann  nothwendig  die 
Form  besitzt: 


.    fdn~1y  dy  \ 


Wir   b-etrachten    zunächst    eine  lineare  exacte  Dif- 
ferentialgleichung,  welche  dargestellt  werden  kann  durch: 
äny  d«~Uj  dy 

Pnd^  +-P-1  rl^=i  +  •      +  Pl  ^  +  Po2/  -  P' 

worin  sämmtliche  Coefficienten  Functionen  von  x  sind.  Eine  Glei- 
chung von  dieser  Form  wird  im  Allgemeinen  nicht  eine  exacte 
Differentialgleichung  sein,  wir  werden  aber  zeigen,  dass  die  Glei- 
chung, wenn  eine  gewisse  Bedingung  durch  diese  Grössen  P  erfüllt 
ist,  einmal  integrirt  werden  kann. 

Bezeichnen    wir    der    Bequemlichkeit    wegen  Differentiationen 
nach  x  durch  Striche,  so  erhalten  wir  durch  directe  Integration: 

/  P0  yäx  =    I  Poydx 
Px  ■—  dx—.—  f  P'1ydx+P1y 
fp2  ^  dx  =fplydx  -  Pr2y+P2y' 
fPsf^  äx  =  -  fp^ydx  +  P\y  -  P'3  y'  +  P3  y\ 
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und  daher: 


Jpdx  =f(Po  -  K  +  K  -  P'z    + 

+  (p,  -p;  +  p; )y 

+  (Pa  -p;  +  p: )y' 

+  (Pt-P'i  +K---)y" 


•)  yäx 


Qoydx  +  QlV  +  Q2y'  +  ..-  +  Qnj^, 

wobei  die  aufeinander  folgenden . Coefficienten  Q0,  QXl  Q2,  ...  das- 
selbe Bildungsgesetz  befolgen.    Im  Besonderen  ist: 

tyn  '■ —  ■*  n 

*%n — 1 '  — —  -^n — 1  -^n' 

Nun  ist  die  Integrabilitätsbedingung  offenbar  die,  dass  kein 
Glied  mehr  übrig  bleiben  darf,  welches  ein  Integral  über  y  enthält; 
und  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist,   dass 

oder  also 

F°        Jx~  +  dx'  +  [       }     dx»   ~  ° 

ist. 

Ist  diese  Gleichung  befriedigt,  so  ist  das  erste  Integral: 

<?«  13  + «-  £3  +  -  +  .**  =/***  +  *» 

worin  A[  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Wenn  nun  die  Coefficienten  Q  die  entsprechende  Bedingung, 
nämlich 

dQ,       d*Qs         >  lY^d»-iQn__ 

Vl  _  ~dx~  +■  ^  _        +  (     l)        dxn-i   —  u 

erfüllen,  so  ist  die  Gleichung  noch  einmal  integrabel,  und  dies  Ver- 
fahren kann   so  länge  fortgesetzt  werden ,   als   die  Coefficienten  der 
in  dieser  Weise  abgeleiteten  auf  einander  folgenden  Gleichungen  die 
Integrabilitätsbedingung  erfüllen. 
1.  Aufgabe.    Die  Gleichung 

/     n        ■.    x  d*y    ,    ,  N  d2y  dy    . 

(ax2  —  Ix)  -T~  +  (ex  —  e)  -~  +  x  -—  -f  y  =  x 
dx*  dx2  dx 

ist  eine  exaete  Differentialgleichung ;  denn  wir  haben : 
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und  demnach   ist  die  Bedingungsgleichung   erfüllt.     Integrirt  man 
jede  Seite, .so  erhält  man: 

(ax2  -  l.x)^9  ~{(2a-c)x+e  —  b}  p- 
v  J  dx2  .  :  dx 

-\-  (2  a  —  c  -\-  x)  y  =  ~  x2  -\-  A. 

In  der  Praxis  ist  es   zuweilen  leicht  zu   sehen,   dass   sich   eine 

gegebene  Gleichung  integriren  lässt.     In   manchen  Fällen  sind   die 

Grössen  P  entweder   von  der  Form  a  xm  oder  Summen   von  Aus- 

dnit 
drücken  von  dieser  Form :  und  xm  - —    ist  ein  vollkommener  Diffe- 

dxn 

rentialquotient,  wenn  m  kleiner  als  n  ist.    Denn  integrirt  man  den- 
selben partiell,  so  erhält  man  : 

dn~xy  än~2y    ,         ,  v     M   o  än~3y 

xm   1  __  mxm~1  -   n  i  +  m  (m—r  1)  xm~2  -—-—  —  •  •  • 

dxn~x  dxn~2    !         v  J  dxn~3 


+  (—  l)mm\ 


dn-m~ly 

d  xn~m-1' 


Ist  n  =  m  -f"  1,  so  ist  das  letzte  Glied  ( —  l)m  m\  y. 

Wenden  wir  dies  auf  unser  Beispiel  an,  so  sehen  wir,  dass  die 

cPy  d2y 
Glieder,  -welche   — -n,  — -a  enthalten  ,    vollkommene   Differentialquo- 

dx$  dx2 

tienten  sind,  und  x  —^-  -f"  V  ^  ~r~  (xy),   so    dass    die    linke   Seite 
dx  dx 

ein    vollständiger   DifFerentialquotient    und     daher    die    Gleichung 

exact  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  "beweise,   dass  die  Gleichung  in   der   1.  Aufgabe 
durch  die  vorher  angeführte  Methode  nicht  weiter  integrirt  werden  kann. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

d3 y    ,     ,  0  \  d2  y    .     t       dy    ,    n 

(1)     x  -r-4  +  {x2  —  3)  -r4,  +  4  x  -f-  -f  2  y  —  0, 
w         dx3    '    .  .      dx2    '  dx    '        J 

,      o   ,  dy    .        d2y   .      0  ds  y        dy 

und  zeige,  dass  die  Gleichung 

x*pl  +  4XpL  +  {x2  +  2)  ^  +  3  xy  =  2 
d  #3    '  das2.  d# 

integrabel  wird,   wenn  man  sie  mit   einer  gewissen  Potenz  von  X   multi- 
plicirt.     Man  bestimme  ihr  Integral. 

F  o  r  s  y  t  h  ,  Differentialgleichungen.  7 
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§.  57. 

Die  Methode,  welche  zur  Integration  nicht  linearer 
exacter  Differentialgleichungen  angewendet  wird,  kann 
durch  Betrachtung  eines  Beispiels  veranschaulicht 
werden. 

1.  Aufgabe.      Man  löse  die  Gleichung : 

In  der  Voraussetzung ,  dass  dies  eine  exacte  Differential- 
gleichung sei,  können  wir  schreiben : 

du  =  (y  -\-  3  x p  +  2  yp%)  dx  -\-  (x2  -(-  2  y2p)  dp, 

d  ii ' 
worin  p  für  -=—  steht.     Mit    Di  wollen   wir    den  Werth   von    U  be- 
dx 

zeichnen,  den  dieses  haben  würde,  wenn  p  die  einzige  Veränderliche 

wäre,  so  dass 

Ui  =  x2p  -f  %ßp2 

ist.-    Lässt  man  diese  Einschränkungen  wieder  fallen,,  so  ist : 

d  Ux  =  (2  xp  -f-  2  yp%)  dx  +  (x2  -\-  2  y?p)  dp, 
und  daher : 

d  U  —  d  ^  =  (y  -\-  xp)  dx  =  d  (xy). 
Dies  giebt  durch  Integration  : 

U  —  Di.  =  oo  y  ~\-  A, 


also: 


"=■••&+'•  (£)'  +  «»  +  * 


und  daher  ist  das  erste  Integral: 

-£  +  '•(&)'■+■.,=<* 

Die  vorstehende  Methode  wird,  wie  man  sieht,  zu  der  folgenden 
allgemeinen  Regel  für  die  Integration  einer  exacten  Diffe- 
rentialgleichung wt  er  Ordnung  führen.  Die  Gleichung, 
welche    aus   einer  Gleichung  von  der   (n  —  l)ten  Ordnung 

dny 
durch    directe    Differentiation    ableitbar    ist,    wird   -- — 

dxn 

nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten.     Ist   diese  Bedingung 
nicht  erfüllt,  so  ist  die  Gleichung  nicht    exact. 
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Man   schreibe  die   Gleichung  in   der  Form  V  =  0  und 

integrire  Vdx,  als  ob  -7—^     die     einzige    Veränderliche, 

d  xn~l  ° 

än  11 
welche    in    V  vorkommt,   und     — -      ihr     Differentialquo- 

äxn  H 

tie-nt  wäre.  Das  Resultat  möge  C^  heissen.  Alsdann  ent- 
hält Vax  —  d  Z7X  Differentialquotienten  von  y  höchstens 
von  der  Ordnung w  — •  1 ;  insofern  dies  ein  exacter  Differen- 
tialquotient  ist,  kann  der  höchste  Differentialquotient 
von  y,  welcher  vorkommt,  nur  in  der  ersten  Potenz  auf- 
treten. Wiederholt  man  das  Verfahren  so  oft  als  nöthig, 
so  wird  man  schliesslich  erhalten: 

Vdx  —  dUx  —  dU2  —  .  •  •  =  0, 

und  ein  erstes  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist; 

#i   +   u2  +  '  • '  =  C 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

,  '*.    dy 'd2y  0  dy  0 

(1)    -+-  ~-^  —  -yx2  -2-  ■=  x\ß, 

J    d  x  dx2         J       dx        .       ' 

rn\       o  d$y    .        d2y    .     ,    '  .   A  dy     .       „ 

(2      x2  -r-4  +  x  .-r-%  +  (2  x  y  — :  1)  -f1-  +  y2  =  0. 

w  ■•       dxd    '        dx2    '    v       ^  '  da?_  '  . 

3.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

d2y    ,        a2y       _  0 
dx2  ^  {y2+x2}2  ~ 

n  dy 
mtegrirbar  wird,   wenn  man  sie  mit  dem  Factor    2  xÄ  —■ 2xy  multi- 

plicirt.    Daraus  bestimme  man  ein  erstes  Integral  und  die  Stammgleichung. 

4.  Aufgab  e.     Man  integrire  die  Gleichung : 

d2  y    .    ay 

~dx~*  ~"~  {ßy2  +  y+2<?x~\-  zoc2)2 "~ '■■  * 
wenn    man    weiss ,    dass    sie    einen   integrirendeii   Factor   von   der   Form 

Xx  j^  4-  X2y  besitzt.     (Euler.) 


Lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung. 

§.  58. 

Wir    werden    hier    einige     der    Haupteigenschaften     der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  beweisen; 

7  * 
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jedoch  wird  die  gegenwärtige  Untersuchung  nicht  etwa  die  Dis- 
cussion  der  allgemeinen  linearen  Gleichung  zum  grössten  Theil  anti- 
cipiren,  da  die  hier  bewiesenen  Eigenschaften  nur  der  Gleichung 
zweiter  Ordnung  zukommen. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  ist: 

dx2  dx 

worin  P,  Q,  B  Functionen  von  x  oder  auch  nur  constante  Grössen 
sind. 

Man  substituire  in  der  Gleichung  für  y  einen  "Werth  vwr  wo 
v  und  w  beides  Functionen  yon  x  sind,  die  bis  jetzt  nur  der  Be- 
schränkung unterliegen,  dass  ihr  Product  gleich  y  sein  muss.  Es 
ist  dann: 

d2v    ,    fndw    ,     ■T,\dv     .    (d2w  dw  \ 

w  — -  +    2  —  +  Pw  )  —  +    — —  +  P \-  Qw }  v  —  B. 

dx2        \     dx  J  dx        \dx2  dx         *    / 

Da  wir  zwischen  v  und  w  willkürlich  eine  Beziehung  festsetzen 
oder  bewirken  können,  dass  eine  von-  ihne'n  irgend  eine  Bedingung 
erfüllt,  so  wollen  wir  annehmen,  dass  es  möglich  sei,  w  so  zu  be- 
stimmen, dass  der  Coefficient  von  v  verschwindet,  dass  also  die 
Gleichung  besteht: 

d2w         -dw 

die,  was  zu  beachten  ist,  die  nämliche  ist  wie  die  ursprüngliche 
Gleichung,  wenn  man  die  rechte  Seite  gleich  Null  setzt.  Wird  nun- 
mehr die  Grösse  w  als  bekannt  betrachtet,  so  ist  die  umgeänderte 
Gleichung : 


so  dass 


und  somit 


d2v    ,   '/  2    dw_         p\c}v_ -jß 

dx2        \w    dx  /  dx         w' 


.    dv'     fPäx  P  fPäx 

w2  — -  e       —  Ä  -f  /  w  B  e       d  x, 
d  x  J 


'"dX     —fPäx    ,  fax     —fPäx     r  fPdx   , 


-r»    i      a   Cdx   -fPäx         Pdx   -fpdx   r 


ist. 


Es  folgt  somit:  Kann  irgend  eine  beliebige  Lösung 
der  ursprünglichen  Gleichung,  nachdem  in  ihr  die  rechte 
Seite   gleich   Null   gesetzt  ist,   gefunden  werden,  so  kann 
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man  auch  die  vollständige  Stammgleichung  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  in  ihrer  allgemeinen  Form 
finden.  Die  Aufgabe,  diese  vollständige  Stammgleichung  zu  be- 
stimmen ,  ist  daher  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe ,  irgend  eine 
einzige  Lösung  der  einfacheren  Gleichung  zu  finden.  Die  letztere 
ist  zwar  in  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  P  und  Q  noch  keine  speciel- 
len  Functionen  sind ,  bisher  noch  nicht  gelöst  worden;  indessen  ist 
es  in  besonderen  Fällen  möglich,  eine  Lösung  von  der  Art,  wie  sie 
gewünscht  wird,  manchmal  durch  den  blossen  Anblick,  zuweilen 
mittelst  convergenter  Reihen,  zuweilen  mittelst  eines  bestimmten 
Integrals  zu  bestimmen.  In  den  beiden  letzten  Fällen  aber  (welche 
gewöhnlich  eng  mit  einander  zusammenhängen)  ist  die  explicite 
Bestimmung  des  "Werthes  des  für  v  erhaltenen  Ausdrucks  schwierig 
oder  ganz  unmöglich,  gleichwohl  wird  dieser  Ausdruck  immer  die 
Lösung  bleiben  (§,  5). 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

pi   _   x2Cll    +    xy  =  xm  +  K 

dx2  dx 

Eine  particuläre  Lösung  von 

d2y  0  dy    , 

dx1  dx  J 

ist  augenscheinlich  y  =  x.     Daher  erhalten  wir,   wenn  wir  in  der 

ursprünglichen  Gleichung  y  =  xv  setzen: 

d2v    ,     n  -dv  „/    dv     .      \.       „     ■         m , . 

x V  2 x2  [x  -—-  -f  v)  +  x2v  —  xm+\ 

dx2  dx  \    dx  / 

oder: 

d2v    ,     /2  \  dv 

—  + x2)  —  ==  x™. 

dx2        \x  J  dx 

Somit : 


dv  x2e~lx3  =  A  +    fx™+2e~Tx"  dx: 


dx 
und  daher: 

vm+2e    3X   dx. 


Im  Falle  m  =  0  lässt  sich  dieser  Ausdruck  vereinfachen. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

,  \    ä2  y  dy    .  ■  ,  ^x  v 

(1) '  -7-4  —  x  -r1  +  (x  —  1)  y  ■=  X, 

K  '    dx1  d  x 
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§•  59. 
Kann  man  jedoch,  nachdem  E  gleich  Null  gesetzt  worden  ist, 
keine  Lösung  der  Gleichung  erhalten,   so  ist  es   zuweilen   nützlich, 

dv 
aus  der  transformirten  Differentialgleichung  das  Glied,  welches .  — 

Cv  00 

enthält,  fortzuschaffen.  Damit  dies  der  Fall  sein  könne,  muss  w 
die  Gleichung  befriedigen: 

2  d™  +  Pw  =  o, 
dx 

aus  der  wir  finden: 

-yjpdx 
w  —  e 

Hier  brauchen  wir  bei  der  Integration  keine  Constante  hinzuzufügen, 
da  sie  nachher  doch  wieder,  verschwindet.  Setzt  man  diesen  Werth 
von  w  in  die  Gleichung  ein  und  macht  man : 

1  —  V         2  ■  'dx  4       ' 

so  geht  die  Gleichung  über  in: 

d*+l9==Se 

In  einigen  besonderen  Fällen  lässt  diese  Gleichung .'eine  un- 
mittelbare. Lösung  zu;  aber  diese  Fälle  kommen  weit  weniger 
häufig  vor  als  die,  auf  welche  die  vorhergehende  Methode  an- 
wendbar "ist,  und  der  Yortheil  dieser  Methode,  welcher  in  Kurzem 
angedeutet  .werden  wird,  liegt  nach  einer  ganz  anderen  Richtung 
hin.  Wir  wissen  bereits,  dass,  wenn  man  eine  Lösung  dieser 
Gleichung,  nachdem  darin  die  rechte  Seite  gleich  Null  gesetzt  ist, 
finden  kann,  auch  die  Stammgleichung  der  allgemeinen  Gleichung 
sich  bestimmen  lässt,  und  wir  können  daher  unsere  Gleichung  in 
der  Form  schreiben : 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung :. 
Hierbei  ist  P  =  — '— - rr  und  daher: 

#/2 
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w  —  e 
Ferner  ist: 

r-VjPdx_  x1/2 

X2         ^      4  0%       ^ 

1               1 

4  x         4  x% 

1 

4:X 

so  dass  die  Gleichung,  welche 

v  liefert,  ist : 

d2v 
dx2  ~ 

2 

-  —  v  =  0. 

X2 

Die, Lösung  derselben  ist: 

Ax2  +  -, 

X 

und  daher  das  allgemeine  Integral  der  ersten  Gleichung : 
■  y  —  (A  x2  ,-f  B  x-1)  exl/\ 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 


—  2  b  x  ~~  -f-  b2  x2  y  —  x. 

Cl  X 

(2)  £*■ 

{l}    dx2 

2   dy     ,     /   0    ,      2  \ 

(3)     ^Ä- 

[6)    dx2 

—  4  x  yt  -\^  (4x2  —  3)  y  —  e^ 
a  x 

.§.  60. 

Der  Yortheil,  den 

man  hat,  wenn  man  die  Form 

an  Stelle  der  Form 

dx2  ^       dx    r  ^J 
als  typische  Form  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung anwendet,  liegt  in    dem  Umstände,   dass,   wenn  für  y  in  der 
letzteren  Gleichung  irgend   eine  Substitution  '#/(#)  ausgeführt   und 
in  der  dadurch  entstehenden  Gleichung 
d28         _'.  d-# 

das  zweite  Glied  derselben  durch  die  Substitution 
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weggeschafft  wird,  I  eine  Function  von  P  und  Q  von  solcher  Be- 
schaffenheit ist,  dass  die  letztere  Gleichung  wiederum  die  Form  an- 
nimmt : 

CPW    AT  A 

Es  ist  daher  I  genau  dieselbe  Function  von  P1  und  $x,  wie 
von  P  und  Q.  Wir  können  somit  I  eine  Invariante  der  Coeffi- 
cienten  der  Differentialgleichung  nennen*).  Von  der  redu- 
cirten  Gleichung  können  wir  sagen,  dass  sie  in  ihrer 
Normalform  sei;  irgend  zwei  lineare  Gleichungen  von  der 
Art,  wie  die  Gleichungen  in  y  und  #,  können  in  einander 
transformirt  werden,  wenn  die  Normalform  einer  jeden 
dieselbe  ist. 

Wenn  es  bekannt  ist,  dass  zwei  gegebene  Gleichungen  in  dieser 
Weise  in  einander  transformirbar  sind,  und  die  Substitutionsgleichung 
zwischen  den  abhängigen  Veränderlichen  gewünscht  wird,  so  kann 
dieselbe  leicht  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die  Normalform 
als  eine  intermediäre  transformirte  Gleichung  benutzt.  So  wird 
in  dem  allgemeinen  Beispiel  die  Gleichung  in  y  in  die  Gleichung 
für  v  transformirt,  wenn  wir  setzen: 

y  e  /2J  =  l\ 

und  die  Gleichung  in  v  geht  über  in  die  für  #,  wenn  wir  setzen : 

Somit  ist  die  Beziehung,  durch  welche  direct  die  Gleichung  für  y 
in  die  für  8  transformirt  wird: 

1/2  fPdx  1/2  fPxäx 


•1.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen 


(l-^)S+(l-3*)f|  +  ^ 


und 

in  einander  transformirt  werden  können,  und  suche  die  Beziehung  zwischen 
#,  £  und  x. 

2.   Aufgabe.     Man   bestimme   den  Werth   von  Q    derart,    dass  die 
Gleichung 

d2y    .        dy     .      .-. 


*)  Vergl.  Malet,  Phil.  Trans.  (1882),  Seite  751.  Anm.  d.  Verf. 
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durch  eine  Substitution  y  •=.  z  f(x)  transformirt  werden  kann  in 

d2z    ,     1   dz     ,    A         n2\ 

d  x2 
und  suche  den  Werth  von  f(x), 


i_   1   dz  J_  (    _  n\  .  — 


§•  61. 
Sind  t/i  und  «/3  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung: 

£  +  *£  +  «'-* 

und  «^  und  *>2  die  entsprechenden  particulären  Integrale  von : 

so  ist: 

Vi  =  Vi  e  und    v2  =  y2  Q  , 

und  daher: 

so  dass  also  s  der  Quotient  von  zwei  verschiedenen  Lösungen  einer 
jeden  Gleichung  ist.  Wir  wollen  nun  die  Gleichung  auf- 
stellen, welche  durch  $  befriedigt  wird.  Da  jede  der  Grössen 
y  (oder  v)  aus  zwei  Gliedern  bestehen  kann,  von  denen  jedes  einen 
willkürlichen  constanten  Factor  enthält,  so  kann  der  Quotient  der 
beiden  -  drei  willkürliche'  Constanten  enthalten  (nicht  vier,  da  man, 
ohne  den  Werth  .oder  die  Allgemeinheit  eines  solchen  Quotienten 
zu  ändern,  irgend  eine  Constante  gleich  1  setzen  kann);  es  muss 
daher  die,  Differentialgleichung,  welche  durch  s,  d.  i.  durch  eine 
Function  mit  drei  willkürlichen  Constanten,  befriedigt  wird,  von  der 
dritten  Ordnung  sein. 

Deuten  wir   eine  Differentiation  nach  X  durch  Striche   an,   so 
können  wir  schreiben : 

Vi   +  Ivx  =  0 

v'i  +  Iv2  =  0. 
Nehmen  wir  den  Logarithmus  von 

*>2 

und  differentiiren  wir  dann,  so  erhalten  wir : 

s'  Vi  #2 

S  Vi  V 
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und  dies  giebt  durch  nochmalige  Differentiation: 


s 

Nun  ist  aber: 

^=-1=*', 

^1                                     ^2 

daher  wird  die 

Gleichung : 

s" 
s 

-©' =-©'+©' 

und  daher: 

oder: 

S-==-2'^. 

s'                  v2 

Differentiiren  wir  dieses  nochmals,  so  erhalten 

£-©'=-£+•© 

=-+!(?)' 

^2 


und,  wenn  wir  das  letzte  Glied  auf  die  andere  Seite  schaffen: 
s" 


2   W    _ 


2  7. 

s'  


Dies  ist  die  Differentialgleichung ,  welcher  s  genügt ;'  dieselbe 
ist,  wie  angegeben  wurde,  von  der  dritten  Ordnung. 

Die '■ -Function  der  Differentialquotienten  von  s  nach  #,  welche 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  vorkommt,  ist  von  Cayley  die 
Schwarz'sclie  Abgeleitete  (Schwarzian  Derivative)  *)  genannt 
und1  von  ihm  mit  {s,  x)  bezeichnet  worden ;  sie  wird  so  genannt, 
weil  ihre  Eigenschaften  in  einer  Abhandlung  von  Schwarz  in 
Crelle's  Journal  (Bd.  LXXV)  discutirt  sind. -und  sie  in  dieser  von 
fundamentaler  Wichtigkeit  ist;  jedoch  ist  diese  Function  nicht 
zuerst  von  ihm  aufgestellt  worden  **). 


*)  Cayley,  Cambr.  Phil.  Trans.  (1880),  Bd.  XIII,  S.  5.     Anm.  d.  Verf. 

**)  Sie  kommt    implicit   in  Jacobi's  Fundamenta   nova   und   explicit 

zum  ersten  Male  in  Kummer's  Abhandlung  über   die  hypergeometrische 

Reihe   in    Crelle's  Journ.  Bd.  XV    vor.     Auf  letztere   wird  in   Capitel  6 

verwiesen.    Siehe  auch  Cayley,  1.  c.  Anm.  d.  Verf. 
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§.  62. 

Wenn  man  nun  irgend  eine  Lösung  dieser  Gleichung 
erhalten  kann,  so  lässt  sich  auch  eine  Lösung  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  unmittelbar  ableiten. 
Denn  bezeichnen  wir  eine  solche  Lösung  der  neuen  Gleichung 
mit  S,    so  erhalten  wir,  da 

v±  —  __  I  £Ü 

ist,  wenn  wir  diese  Gleichung  integriren: 

«»=  C(s')~T, 
worin  C  willkürlich  ist.     Dies  ist  eine  Lösung ;  eine  andere  ist  : 

Vx  ='VqS  =  Gs  (V)  2, 
und  aus  diesen  leitet  man  die  entsprechenden  Lösungen  der  Glei- 
chung in  y  her,  indem  man  den  Exponentialfactor  hinzusetzt.  Wenn 
aber  irgend  eine  Lösung  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  bekannt' ist,  so  kann  man  daraus  die  allgemeine  Lösung 
finden ;  mithin  wird  irgend  ein  particulärer  Werth  von  5,  welcher 
der  Differentialgleichung  dieser  Function  genügt,  zu  der  vollständigen 
Lösung  der  ersten  von  jenen  beiden  Differentialgleichungen  führen. 
Dieser  Satz  gilt  für  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung;  seine  Hauptanwendung  wird  er  aber  auf  die 
Gleichung  finden ,  welcher  die  hypergeometrische  Reihe  genügt. 
Dies  wird  im  6.  Capitel  auseinandergesetzt  werden. 

1.  Aufgabe.     Man  "beweise,  dass,  wenn' 

,9  (a  x  -\-  b)  =  c  x  -f-  d 
ist,  die  Schwarz' sehe  Abgeleitete  von  s  verschwindet. 

2.  Aufgabe.     Man  suche  den  allgemeinen  Werth  von  s,  wenn 

x2  {s,  x)  -j-  a  =z  0 
und  a  eine  Constante  ist. 

3.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichungen: 

.,     [as  4-b     \         ,   . '•<•'■' 

(3)    {s,x}  =(§f )"[<«.  y}  -{«.?}]• 

(Cayley.) 
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§•  63. 

Eine  andere  Methode,  welche^  zuweilen  von  Erfolg 
ist,  besteht  in  der  Aenderung  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen. 

Nimmt  man  z  als 'die  neue  unabhängige  Veränderliche,  so  ist: 

dy  dy  dz  - 

dx        dz  dx 

d2y  _  d*y  /dz\2    ,     äy_  dH 
dx2        dz2\dx)       .  dx  dx2'' 
und  die  ursprüngliche  Gleichung  geht  über  in: 
d2y/dz\2    ,    dy/d2z    .     'dz\'. 

Bis  jetzt  ist  z  noch  willkürlich-  man  kann  sie  daher  so  wählen, 
dass  sie  irgend  einer  nach  Belieben -.anzunehmenden  Bedingung 
genügt.      Wir  können    sie    denrriach   so wählerf," '  das s^  für  sie  der 

Coefficient  von  -=—  verschwindet,  so  dass  also 
dz 

dx2  dx 

ist    und    somit  Z    als  Function    von   x  gegeben    wird    durch    die 

Gleichung : 

°  —fPdx 

d  x  e 


=f< 


Das  Resultat  der  Elimination  von  x  aus  dieser  Beziehung 
zwischen  z  und  X  und  der  transformirten  Gleichung  kann  eine 
Gleichung  sein,  welche  sich  als  integrabel  erweist./ 

Ein  integrabler  Fall  tritt  ein,  wenn  der  Werth  von  z  so  be- 
schaffen ist,  dass  er  der  Gleichung  genügt: 

worin  fi  eine  Constante  ist.   Dann  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an  : 

deren  Integral  ist: 

y  =  Aza  +  Bz?, 

worin  d  und  ß  die  Wurzeln  sind  von 

m  (m  —  1)  +  ft  =  0, 
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und  es  ist  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  die  Kelation,  welche 
zwischen  P  und  Q  stattfinden  muss,  damit  dies  der  Fall  sein  könne, 
die  folgende  ist: 

&^  £(<>*) +  *<?  =  <>-■ 

Ein  anderer  integrabler  Fall  würdß  geliefert  werden  durch 

>  (£)'  =  » 

und  so  in  anderen  Fällen.  Dabei  ist  zu  bemerken ,  dass  die 
Gleichung  in  jedem  Falle  auf  eine  Gleichung  reducirt  wird,  die  man 
als  eine  bekannte  Form  bezeichnen  kann,  d.  h.  auf  eine  Gleichung, 
deren  Stammgleichung  man  finden  kann. 


1.  Aufgabe. 

Man  löse  die  Gleichung : 

(i 

as  d2y             di) 

Ct  X"1                  Qj  X 

Hierbei  ist^ 

- 

P  (1  —  x2)  =  —  X, 

daher : 

dz 
dx 

/.__                   pxäx 

WJD 

und: 

#  —  arc  sin  x. 

Aendert  man  die  unabhängige  Veränderliche  in  #  um,   so  geht 
die  Gleichung  über  in: 

di  =  c*y> 

und  daher: 

q. „ — ■    AßCarcsinx     I     Jß  ^c  arecosx 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen  : 

/  %     ,  o         x  d2y-  .       dy  0 

(1)  (x2  —  1)  -j~  +  x  -~-  =  c2y, 
w    v  '  dxA  ■  dx  Jy 

(2)  dx*  +  dx  tang  X  +  V  C0S2  X  =  °' 

cPy  __  3^r+l  dy    ,         (      6(s+l)       }2 

w    da;»         o?a—  1  da?  ^  *   l(a?  —  1)(3ä?+5)J 

,  ,    d2y    .     2  dy  ,    a2 

w    d#2    '    x  dx  '    #4  ^ 
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§..  64. 

Die  Eigenschaft,  die  wir  in  §.  60  benutzt  haben,  um  die  Rela- 
tionen zwischen  den  abhängigen  Veränderlichen  zweier  Gleichungen, 
die  gegenseitig  in  einander  transformirbar  sind  —  zweier  Gleichungen 
nämlich,  die  dieselbe  Normalform  besitzen  — ,  zu  erhalten,  kann 
auch  benutzt  werden,  um  die  Beziehungen  zwischen  den  abhängigen 
Veränderlichen  in  zwei  Gleichungen,  in  denen  die  unabhängigen 
Veränderlichen  verschieden  sind,  unter  der  Voraussetzung  zu  finden, 
dass  die  Gleichungen  schliesslich  dieselbe  Function  bestimmen.  Das 
anzuwendende  Verfahren  wird  dem  erstgenannten  ähnlich  sein,  da 
beide  Gleichungen  auf  ihre  Normalformen  in  derselben  Veränder- 
lichen reducirt  werden,  und  diese,  nachdem  sie  als  identisch  ange- 
nommen worden,  die  Bedingungen  geben,  welche,  für  die  Richtig- 
keit der  Voraussetzung  erforderlich  sind. 

Die  beiden  Gleichungen,  welche  in  dieser  Weise  durch  Ver- 
änderung der  abhängigen  wie  der  unabhängigen  Veränderlichen  in 
einander  transformirbar  sein  sollen,  mögen  sein: 


<.)  *|  +  ,pg  +  „  =  o- 

<ä>  £  +  »*£  +  «.  =  * 

worin  P  und  Q 

Functionen  von  x,  B  und  $  Functionen  von  z  sind, 

Setzt  man 

in(l) 

fPäx 

yeJ       =  yx 

und 

x         dx 

so  erhält  man : 

(3)     dd£+I*=0. 

Setzt  man 

ebenso  in  (2): 

fRäe 

ve         =  Vi 

und 

dz 

so  erhält  man: 

(4,     £■+/*-* 
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Verwandeln  wir   in  (3)   die  unabhängige  Veränderliche  x  in  #, 
so  wird: 

d2  yx   fdz^ 
dz2 
oder  : 


dz\2    .     dyi  d2 z    .     _ 


worin    die   Striche    Differentiationen    nach   x  andeuten.      Uni   diese 
Gleichung  auf  ihre  Normalform  zu  reduciren,  setzen  wir: 

Vle*J  **     =yi, 
oder,  indem  wir  das  Integral  im  Exponenten  berechnen: 

Vi  z'2  =  y>2. 

Die  Gleichung  geht  dann  über  in: 

(5)     gj  +   G»  =  0, 
worin : 

r  -  Z_  _  I  f  A2  „IA/A 

^  —  z'2         4  V'V  2   dz  \z'2) 

^2\    1 


4   *'*         2   L'2 


i i  \^M 

z'2        2     s'2 

und  \z,x)  die  Schwarz' sehe  Abgeleitete  von  £  ist. 

Wenn    dann    die  Gleichungen    gegenseitig  in    einander  trans- 

formirbar  sind,  so  werden  die  Normalformen,  falls   sie   ausgedrückt 

sind    durch    dieselbe    unabhängige    Veränderliche ,    dieselben    sein. 

Vergleichen  wir  daher  (4)  und  (5),  welches  die  Normalformen  sind, 

so  erhalten  wir: 

2/2  =  % 
und 

a  =  j. 

Substituten  wir   für  G  seinen  Werth  in  die  letzte  Gleichung, 
so  wird: 

I—\{e,x}  =  JS*, 


oder: 

2    **'~J     '    \dxj    V         äz 


lM+('£)'  (8-g-»)-(Q-%-*)~o, 
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und    substituiren    wir    für    y2    und  v1    ihre    Werthe    in    die    erste 
Gleichung,  so  erhalten  wir: 

/d  z  \  JL      fPäx  fRäz 

y  (  — - )  2  e  —  v  e 


Diese  beiden  Gleichungen  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass 
die  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  die  vorausgesetzte  Eigen- 
schaft haben ;  die  erste  von  ihnen  giebt  die  Beziehung ,  welche 
zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen  bestehen  inuss, 
und  ist  die  erste  erfüllt,  so  giebt  die  zweite  die  Beziehung,  welche 
zwischen  den  abhängigen.  Veränderlichen  bestehen  muss. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
allgemeine  Form  aller  Differentialgleichungen,  in  welche  (1)  trans- 
formirbar  ist,  zu  finden  und  zugleich  den  Zusammenhang  zwischen 
zwei  gegebenen  verwandten  Gleichungen  zu  bestimmen.  So  würde 
z.  B.  die  Gleichung ,  welche  eine  gegebene  unabhängige  Veränder- 
liche z  enthält  und  mit  (1)  äquivalent  ist,  zu  ihrer  Normalform  die 
Gleichung  haben  : 

worin 

/dz\L     fPäx 

und 

—  z">         2     z"> 
ist;  und  da  z  und  I  als  Functionen  von  x  bekannt   sind,    so   ist  J 
ebenfalls    als  Function  von   x  bekannt  und  lässt    sich  daher   dar- 
stellen als  Function  von  z. 

Jede  Differentialgleichung,  welche  mit  (1)  äquivalent  ist  und 
Z  zu  ihrer  unabhängigen  Veränderlichen  hat,  muss  die  vorstehende 
Gleichung  in  vx  zur  Normalform  haben. 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Gleichungen 

und 

1  —  3  7c2  dv  _  f      .     (2  n  -f  l)2 


<*  ~  h)  dT*  +  -~k~  dk-V+T- 


k*    '" 


in  einander  transformirbar  sind  mit  Hülfe  der  Eelation : 

x  (1  —  W)  =  1  +■  &2, 
und  suche  die  Beziehung  zwischen  z  und  v.  (Gr.  H.  Stuart.) 
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2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Gleichungen 

g-  (i  -  *)*■+  2(B  -  i  +*)  jt  4-  *  (i  -  *)  «  =  o 

und 

*!»  +  M  *£  _  B>y  =  0 

d«2    '      x   dx  u 

mittelst  der  Relation 

in   einander    transformirbar   sind ,    und    bestimme   die   Kelation   zwischen 
y  und  v. 


Methode  der  Variation  der  Parameter. 


§.  65. 

In  §.  58  hatten   wir  bewiesen,   dass,  wenn   man  eine  Lösung 
der  Gleichung 

dx2  ^        dx,  ^   XJ 
finden  könne,  alsdann  auch  die  Stammgleichung  der  Gleichung 

dx2  dx 

sich  bestimmen  lässt.  Mittelst  der  folgenden  Methode  gelingt  es 
aber,  für  diese  Gleichung  (und  für  andere  lineare  Gleichungen)  die 
Function  zu  bestimmen,  die  wir  im  letzten  Capitel  das  particuläre 
Integral  genannt  haben;  sie  kann  angewendet  werden  in  Fällen, 
wo  die  vorher  angegebenen  Methoden  nicht  mehr  anwendbar  sind. 
Es  sei  pi  eine  Lösung  der  Gleichung: 


so  dass 


£  +  '£  +  «»=•• 


0  +  *&  +  «» 


ist. 

Eliminiren 

wir  Q,  so 

erhalten  wir: 

2/i 

d*y 

dx2 

dUA 
y  dx'* 

+  p(yi 

dy_  _ 
dx 

-  y 

dyi 
dx 

und  daher 

dy- 
2/1  Tf 

J  dx 

=  Ae 

-fPdx 

.)=* 


F  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen. 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


«     J#    —fpäx 


/äx 


Setzt  man  für  die  Grösse,  deren  Coeffieient  J.  ist,  ^/2?  so  ist  ^e 
Stammgleichung: 

und  y2  ist  eine  particuläre  Lösung  der  Differentialgleichung.  Dann 
zeigt  die  vorhergehende  Analyse,  dass  irgend  zwei  particuläre 
Lösungen  yx  und  Vi  durch  die  Gleichung  zusammenhängen: 

worin  der  Werth  von  G  nicht  mehr  willkürlich  ist,  sondern  abhängt 
von  den  Formen  von  yx  und  y2,  den  beiden  particulären  Lösungen 
der  Gleichung. 

§.  66. 

Wir  wollen  nun  den  obigen  Werth  des  vollständigen  Integrals 
einsetzen  in  die  Gleichung: 

**  +  *§?  +  '«»=* 

dabei  aber  annehmen,  dass  A  und  B  nicht  mehr  Constanten,  sondern 
Functionen  von  X  seien,,  die  so  gewählt  werden  sollen,  dass  die 
Gleichung  befriedigt  wird.  Demnach  ist  die  Form  von  y*  für  beide 
Gleichungen  dieselbe,  die  Constanten  aber,  welche  in  dem  ersten 
Falle  auftreten,  sind  in  dem  letzten  Falle  in  Functionen  der 
unabhängigen  Veränderliclien  verwandelt.  Dieses  Verfah- 
ren wird  die  Variation  der  Parameter  genannt.  .  ./**-.. 
Wir  haben  nun  zwei  unbekannte  Grössen  A  -und  B , .  durch 
welche  y ,  eine  einzige  unbekannte  Grösse ,  ausgedrückt  ist ,  und 
können  daher  nach  Belieben  zwischen  ihnen  irgend  eine  Relation, 
die  uns  für  unseren  Zweck  am  geeignetsten  erscheint,  festsetzen. 
DifFerentiiren  wir  y,  so  erhalten  wir: 

üy         p  dyx     .         äy2  dB  äA 

— —   =r  ±S    — -4-    Jü    — -4-    y,    — - -4-    %q    — 

ä  x  äx  äx  äx  äx 

äx  äx 
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vorausgesetzt,  dass 

dB    .  dA 

ist.     Diese  letztere  Gleichung  werden  wir  als  die  zwischen  A  und 

B  bestehende  Relation  annehmen.     Differentiiren  wir  -—  nochmals, 

dx 

so  dass • 

d2y  _  B  d2yx  d*y2    ^  dB_  dyj_         dA_  dy2 

dx2  dx2  dx2     l     dx    dx  dx    dx 

wird,    und    substituiren    wir    diese   Werthe    in    die    ursprüngliche 

Gleichung,  so  erhalten  wir,  da  y±  und  y2  particuläre  Lösungen   der 

Gleichung  für  den  Fall  JR  ==  0  sind,  als  Resultat: 

dB  dyx         dA  dy2  

dx    dx  dx    dx  ' 

so  dass  sich  ergiebt: 
dA  dB 

dx  Tx~  B  B    fPdx 

ce      ' 


V\ 

—2/2 

dys 

dy1         < 

Vi 

dx 

'»>-n 

und  daher: 

A  = 

E  + 

kf> 

fPdx 

y1  e         dx 

B  = 

F  — 

vf 

fPdx 

y2  e         dxy 

worin  E  und  F  willkürliche  Constanten  und  0  eine    absolute,   von 
den  Formen  von'  yx  und  y2  abhängende  Constante  ist. 

Wenn  wir  nun  in  der  Differentialgleichung  cp  (x)  für  P  und 
ty  (x)  für  J?,  fi  (x)  für  yx  und  f2  (x)  für  y2:  schreiben ,  so  wird  das 
allgemeine  Integral  von 

d2  V     .        v  x   d  y    ,      .  ,  ,  , 

folgendermaassen  lauten: 

f(p(z)dz 


y 


=Ef,  (x)  VFAix)  +  ~J^  ®eJ(piZ)dZ  {A  (x)A  (|)-/i  (x)m) }  dt 

Hierin  sind./i(#)  und  /2(^)  particuläre  Integrale  von 

d2  V    .         ,  ,  dij     ,     ' 


i* 


116  Viertes  Capitel.  [§.-66.] 

und  daher  durch  die  Gleichung  mit  einander  verbunden: 

X 

Es  ist  zu  beachten,  dass  wir,  ohne    die  Allgemeinheit  zu   be- 
schränken, G  gleich  1  setzen  können;   denn  wäre  es  nicht  gleich  1, 

so   könnten   wir  für  f%(x)   die   Grösse   -^  f2  (x)   setzen,  und   diese 

würde,  da  sie  stets  eine  particuläre  Lösung  ist,   die  Constante  der 
Einheit  gleich  machen. 


1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

*!  —  < 

dx      ■  " 

In  der  gewöhnlichen  Weise  angeordnet,  lautet  dieselbe : 


*--*  =  (.-i)(g-.  +  i) 


d2y  x      dy    ,        1 

_^ ^L  J y  =  x  —  1. 

dx2        x  —  ldx    '    x—l  * 

Particuläre  Lösungen    der  Gleichung,    wenn   auf  der  rechten 
Seite  0  statt  x—l  steht,  sind  x  und  ex.     Setzen  wir  daher: 

fx  (x)  =  x,  f2  (x)  —  ex, 
so    können    wir'  verfahren    wie    oben    und    erhalten     die   Stamm- 
gleichung : 

y  =  A  ex  +  B  x. 
Wie  in  dem  allgemeinen  Falle  sind  A  und  B  verbunden  durch : 
dA   ■      .    dB 
dx  dx 

während 


dA 

dx 

>x     _j_ 

dB  _ 

dx 

v  —  1 

ist. 

Demnach  ist: 

dA 

dx 

=  Xi 

i  x  und  — —  = 
dx 

=  —  1 

und  somit: 

A  = 

-<JEJ 

+yv 

-*äl 

und 

=  E 
B  = 

-—  e~x  (x 
-  F  —  x. 

+  1), 
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Mithin  ist  das  allgemeine  Integral : 

y  —  Eex  +  Fx  —  O2  +  x  +  1). 

2.  Aufgabe.     Man  integrire   mittelst  dieser  Methode  die  Gleichung: 

worin  Q  und  M  Functionen  von  x  allein  sind. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

O     dx*  ~^~       y  =  86C  nX' 

(2)  (l      -      ^j        g      -      4*      jj      -       (l      +      **)      y      =       ^ 


§.  67; 

Die  Methode  der  Variation  der  Parameter  kann  man  auch  in 
einer  Weise,  die  hinsichtlich  der  weggelassenen  Glieder  von  der 
ersteren  abweicht,  anwenden,  um  ein  Hülfsintegral  zu  bestimmen, 
dessen  Constanten  nachher  wieder  als  variable  Parameter  genommen 
werden.    Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung: 

£  +  (£)"/<»+■'»=• 

und  lassen  wir,   um  ein  Hülfsintegral  zu   erhalten,   das  Glied  F  (y) 
weg,  so  wird  das  Hülfsintegral  bestimmt  durch  die  Gleichung  : 

dx2 
und  ist  demnach : 


®y™ 


dy_  Jf(y)äy  _  c 

dx 
Nimmt  man  nun   an,   dass  0,  anstatt  eine  Constante  zu   sein, 
eine  Function  von  X  ist,  und  differentiirt  man  dann  diese  Gleichung, 
so  folgt: 


oder: 


Daher: 


-,,  ^    /MW  dC 


dx  dx 
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und  somit: 

02_     A  o      /     l«,T?(».\}fmäy 


=  Ä  —  2  J *  dyF(y)e 

der  ursprünglichen  Gleic] 
ff(y)dy  (  P  2ff(y)dyU 

er  =  |A  —  2  /   dy  F(y)e  ^         | 


Ein  erstes  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  ist  daher: 

dx 

Dasselbe    lässt    sich    nochmals    integriren ,    da  die  Veränderlichen 
separirt  werden  können. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  auf  diese  Art  die  Gleichung: 

S  +  $5/w  +  Gtf  »<■?  =  * 

und  zeige,  dass  das  Integral  dieser  Gleichung  auch  nach  der  Methode  des 
§.  54  erhalten  werden  kann. 

Man  vertausche  in   dieser  Aufgabe   die   abhängige   und   unabhängige 
Veränderliche  und  bestimme  dadurch  das  Integral  der  Gleichung: 

S  +  /(,)H  +  ,(,)(g)^o, 

2.  Aufgabe.     Man  integrire  die  allgemeine  Gleichung: 

erstens,  indem  man,  um  eine  Hülfsgieichung  zu  erhalten,  das  letzte 
Glied  weglässt  und  dann  die  Parameter  variirt; 

zweitens,  indem  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  Integral  anwendet, 
welches  durch  "Weglassung  des  zweiten  Gliedes  erhalten  wird ; 

drittens,  indem  man  mit  (~y     )       multiplicirt    und    dann    jedes   Glied 

integrirt. 
Aus  diesen  Beispielen  geht  also  hervor,  dass  die  Gleichung 

^v  , a  P  Ajl  +  Q  (ir\2  =  o 


« Si)  = 


'dx2-  dx 

integrirbar  ist  in  den  Fällen: 

(«)  wenn  P  und  Q  beides  Functionen  von  x_  sind, 
(ß)  wenn  P  und  Q  beides  Functionen  von  y  sind, 
(y)    wenn  P  eine  Function  von  x  und  Q  eine  Function  von  y  ist. 


Zwei  specielle   Methoden. 

§.  68. 

d2v 
Wenn  in  der  Gleichung  — — -  -I-  Iv  =  0  die  Grösse  I  eine  ge- 
dx2 

brochene  rationale  algebraische  Function  von  der  Beschaffenheit  ist, 
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dass  der  Nenner  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  von  höherem  Grade 
ist  als  der  Zähler,  so  ist  zuweilen  die  folgende  Methode  von  Nutzen. 
Substituirt  man  für  v  die  Grösse 

fpxäx 

so  geht  die  Gleichung  über  in: 

dx2  dx 

worin 

ist.  Integrirt  man  die  Gleichung,  als  ob  die  linke  Seite  ein  voll- 
ständiger Differentialquotient  wäre,  so  erhält  man: 

Da  die  Grössen  Px  und  P2  bisher  nur  durch  eine  einzige  Glei- 
chung mit  einander  verbunden  sind,  so  können  wir,  um  sie  zu  be- 
stimmen, die  fernere  Bedingung  ihnen  auferlegen,  dass 

dx 
sein  solle,  und  diese  giebt  für  Px  die  Gleichung: 

^  -.  p2  =  i. 

dx  1 

Hat  man  irgend  einen  Werth  von  Px,  welcher  dieser  Gleichung  ge- 
nügt, gefunden,  so  erhält  man  ein  Integral  der  ursprünglichen 
Gleichung  in  der  Form  : 

—   +   2  P1  2  =  Ä. 

d  x 
Es  muss  darauf  aufmerksam  gemächt  werden;  dass  der  Nutzen 
dieser  Methode  abhängt  von  der  Form   der  Gleichung ,   welche  P1 
giebt;  derselbe  würde  illusorisch  werden  durch  die  Substitution 

1    dw 

w  d.x  . 
denn    dann  würde  die   Gleichung,  welche  Px    liefert,   umgewandelt 
werden  in  die  ursprüngliche  Gleichung. 

Bei  der  Annahme,  die  wir  über  die  Form  von  I  gemacht  haben, 
können  wir  schreiben: 

V    _  vu  _  uv_ 

T2Ü  ~  X2U2  ~~  "92"' 
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worin  jf,  U  und  V  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von  x 
sind.    Sodann  können  wir  setzen: 

indem  die  Constanten  in  f(x)  als  die  aus  der  Gleichung  zu  be- 
stimmenden Grössen  übrig  bleiben.  Im  Allgemeinen  kommen  aber 
in  /  nicht  genug  disponible  Constanten  vor,  die  man  so  bestimmen 
könnte,  dass  die  Gleichung  befriedigt  würde.  Daher  ist  diese  Me- 
thode, gleichwie  die  anderen  Methoden,  die  für  die  Lösung  der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  angegeben  worden 
sind,  nicht  von  allgemeiner  Anwendung,  sondern  nur  in  besonderen 
Fällen  von  Erfolg. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

d2  v 

x  (i  —  %y  —  =  2  v. 

dx2 
Hierbei  ist  die  Gleichung  für  P1: 
dPx 


-Pi»: 


dx  L  x{l~-x)2 

Man  setze: 

X  1  — X 

und  substituire  dies;  dann  wird  die  Gleichung  erfüllt  werden  durch : 
E  =  F  =  —  1,  und  daher  ist  ein  erstes  Integral: 

dz_  __         2  _ 

dx        x(l  —  x) 


v  C  dx  P    dx 

ogi  ~  ~~  J  ~x     J  r^ 


X 


oder 


VX  =  8  (1   —  x) 
ist.     Die    Stammgleichung  kann  leicht    abgeleitet  werden,    da   die 
Gleichung  in  #  linear  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(i)   (i  -  x>f  j£  +  v  =  o, 

(2)  (2x±  1)2(^4-^4-  i)ig  =  18»,. 

,  N    d2i/  J      sin  3  x 

(3)  To  —    4=y  — -t-5 — 
x  '    dx2,  sin6 x 
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Sollte   ein  Glied  mit   —   in    der    Gleichung    vorkommen ,    so 
d  x 

müsste  dasselbe  weggeschafft  werden,  bevor  man   die   vorstehende 

Methode  anwendet. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen: 

(X)    §ll  4-  y-fo  +  2)^  d]L  __        gy       _  0 
[)    dx2^      x(l—x)      clx  x(l—x)  ' 

^       dx2    '  x(l — x)  dx        x{l — x)  ' 

(3)    cIll  _L  <*  +  !  —  {a  +  ß+l)x  dy  __       aßy        __  ^ 

dx2~^~~  x(l — x)  dx         x(l — x) 

4.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass  diese  Methode  auf  die  Gleichung 

d2v  __  A'x2  +  2B'x+Q 

dx2~~     (x2  +  2Äx~\-B)2    V 
angewandt  werden  kann,  sobald  eine  einzige  Relation  zwischen  A! ',  B',  C 
besteht,  und  bestimme  diese  Relation. 


§.69. 

Eine  gewisse  Classe  von  linearen  Differential- 
gleichungen kann  gelöst  werden  durch  Auflösung  des 
Operationssymbols  an  y  in  das  Product  solcher  Opera- 
tionszeichen.   'Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung: 

d2y    .        dy    . 

in  welcher  u,  v,  w  Functionen  von  x  sind,  und  ist  das  Operations- 
symbol 

d2      .  d 

u  -—  +  v \-  w 

ä  x2  d  x 

zerlegbar  in  das  Product: 


(pji  +  q)(rJi  +  8} 


wo  ß,  q,  r  und  s  Functionen  von  x  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
integriren.     Denn  setzen  wir: 


{r-L  + s) y  =  *> 


so  erhalten  wir: 

dz      \  A 
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#  =  Ae 

J  P 

dx 

9 

und  haben 

nun 

die 

Gleichung  zu 

integ 

riren : 

r 

dij     . 

:  Ae 

[§•  69.] 


welche  linear  von  der  ersten  Ordnung  ist.      Damit  diese  Zerlegung 
möglich  sei,  müssen  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

pr  =  u 


ar+p(^  +  s)  =  t> 


qs  4-  p  -—  =  w, 
dx 

und  aus  diesen  sind  die  vier  Grössen  j?,  g,  r  und  5  zu  bestimmen. 
Wir  können  jedoch  p  und  r  als  gegebene  Factoren  von  u  ansehen 
und  die  beiden  übrig  bleibenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
q  und  s  benutzen. 

Diese  können  aber  allgemein  nicht  gelöst  werden,  und   daher 
lässt  sich  diese  Methode  nur  in  besonderen  Fällen  anwenden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(a*  +  x  —  2)  %\  +    (x2  —  x)d-^-  —(6x^  +  7  x)  y  =  0. 
dx2  dx 

Hier  können  wir  setzen : 

p  =  x  -{-  2,       r  =  x  —  1. 
Ist  dann: 

q  =  Ex  +  F,      s,=  E'  x  +  F', 

so  erhalten  wir: 

F  +  E'  =       1|  FF'  =  —  6] 

-F+.F+2F'+F'r=— 2  JB'JP+ JBF'+^/  =  ■—  7, 

F  —  2  F'  =       2)  FF'  |2E'=        ol 

und  diese  Gleichungen  werden  befriedigt  durch 

F  —  3,  F'  =  —  2,  F  =  4,  F'  =  1. 

Somit  lässt  sich  die  Gleichung  schreiben : 
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Ein  erstes  Integral  ist: 

(x  —  1)  ^  —  (2  x  —  1)  y  =  A  (x  +  2)2  e~3*, 
ü  x 

und  die  Stammgleichung  ist: 

y  —  (X  —  1)  e*x  Ib  +  A  f(^~~^)2  e~*x  d  X 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  aX  dlÜ*  +  (3«  +  &ai)  jf  +  3  by  =  0, 

(2)  (,-l)(^2)g-(2^3)g  +  ^o, 

(3)  (2aJ-l)^a-(3aJ-4)S  +  (a;-3)y  =  0, 


c2&2 


*!£_!.   ^2,21        I    ^  *£ 


(4)    (a!»  +  8a;4-a)|j+  (5«*+"*  +  *) 


<:?£ 


+  (ex^+^x  +  ^y  =  0, 


(5)  (^  ""  1}  S  ~  (3  x  +  1}  ctf  ~~  (^  "  *>  *  =  °> 

(6)  x2  (a~  b  x)  j£  -  2«  (2  a  —  bx)  j|-f-2(3a--&j%=  6aa. 


§.  70. 

Es  giebt  noch  eine  besondere  Form,  in  die  sich  die 
gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung verwandeln  las  st.     Multipliciren  wir  die  Gleichung 

dx*  +      dx  +  Hy  ~  U 

mit  efpdx*  so  können  wir  sie  schreiben: 

iL 
dx 

Nimmt  man  eine  neue  unabhängige  Veränderliche  £  so  an,  dass 
dz  —  Qefpdxdx 
ist,  so  geht  die  Gleichung  über  in : 


L/P^M  +    Qefpd*y  =  0. 
{,  dx) 


Nun  ist  Qe2fpdx  eine  bestimmte  Function  yon  x   und  somit 
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von  &\  dieselbe  niöge  mit  ■—•  bezeichnet  werden,    wo  U  eine  Func- 
tion von  8  ist.     Dann  ist  die  Gleichung : 
d 


ä*\hfz)  +  v  =  ^ 


und  dieses  ist  die  erwähnte  Form. 

William  Thomson  hat  eine  Näherungsmethode  für  die  Lösung 
dieser  Gleichung  durch  mechanische  Mittel  angegeben  *). 

Aufgabe.    Man  drücke  P  -=—5  -f-  Q  ~i \-  Bu  =  0   in  der  Form 

d2v 

-j—2  -\-  /uv  =  0  aus  und  zeige,  dass  v  —  S0  —  St  -\-  S2  —  •  •  •  •,  worin 

X  X 

S0~C~\~  C'x,      Sn+i  =  /  dx  f l juSndx 
0  o 

ist,  die  Lösung  dieser  Gleichung  durch  eine  Reihe  darstellt,  die  noth- 
wendig  convergent  ist  für  alle  "Werthe  von  x,  vorausgesetzt,  dass  ,u  endlich 
bleibt. 

Man  berechne  den  Fall,  wo  u  =  xn  ist. 


Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung. 

§•71. 

Die     allgemeine     lineare     Differentialgleichung    mit 
veränderlichen   Coefficienten  ist  von  der  Form: 

m    X  dny  4-    X  dn~ly  4-   X  dn~2y  +  ....  4-   X        dy 
(1)   X«Jx~-  +  Xldx^  +  X'dx^  +  +  Xn~'  Tx 

+  Xny=V, 

in  welcher  Xo ,  Xx ,  X2 ,  .  .  . ,  Xn  und  V  Functionen  von  x  allein  sind. 

Die  Art  von  Gleichungen,  in  denen  die  Coefficienten  der  Differential- 

quotienten   von   y  Constanten   sind,  ist  bereits  betrachtet  worden. 

Die  Coefficienten  X0,  X1?  .. .,  Xn  können  als  ganze  Functionen  von 

x  vorausgesetzt  werden;   wäre    dies  bei  irgend   einer  Gleichung   in 

Wirklichkeit  nicht  der  Fall,  so  könnte  man  die  Gleichung  dadurch, 

dass  man-  sie  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der 

Nenner  der  in  der   gegebenen  Form  vorkommenden  Brüche  multi- 

plicirt,  so  transformiren,   dass  ihre  Coefficienten  ganze  Functionen 

von  x  würden. 


*)  Siehe  Proc.  Boy.  Soc.  Bd.  XXIV  (1876),  S.  269,  Anm.  d.  Verf, 


(2)  xoxf  +  *  j^I  +  ••■•  +  ^-i  TT  +  *.y=  °- 
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Die  Lösung  der  Gleichung  besteht,  wie  vorher,  aus 
zwei  Theilen: 

Erstens,  aus  dem  particulären  Integral,  welches  irgend 
ein  Werth  von  y  (je  einfacher,  desto  besser)  ist,  der  der  Gleichung 
genügt. 

Zweitens,  aus  der  Complementär-Funetion,  welche  das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  ist,  deren  rechte  Seite  Null  ist, 
d.  h.  der  Gleichung: 

dnV     ,     -  ä^y  d>> 

~T&  +  Xl  ä^  +  ••••  +  A-1  Jx 

Die  Gleichung  (2)  wird,  da  sie  von  der  wten  Ordnung  ist,  in 
ihrem  vollständigen  Integral  n  willkürliche  Constanten  enthalten  — 
die  für  die  vollständige  Lösung  von  (1)  erforderliche  Anzahl;  und 
die  Stammgleichung  ist  die  Summe  dieser  beiden  Theile. 

§.  72. 

Ist  #i  eine  Lösung  von  (2),  so  ist  auch  Ai  y\  eine  Lösung,  da 
die  Gleichung  linear  ist;  sind  demnach  y±,  y2,  ..-,yn  n>  verschiedene 
particuläre  Lösungen  von  (2),  so  ist  auch 

y  =  Ax  fr '  +  A2y2  +  •  •  •  +  Anyn, 
worin  A\,  A2,  .  .  .,  An  willkürliche  Constanten  sind,  eine  Lösung. 
"Wenn  nun  die  Lösungen  yx ,  y2 ,  .  .  . ,  yn  unabhängig  von  einander 
sind,  so  dass  sich  nicht  eine  von  ihnen  mittelst  einer  linearen  Func- 
tion aller  anderen  oder  einiger  derselben  ausdrücken  lässt,  so  ist  der 
vorstehende  Werth  von  y  eine  Lösung,  welche  n  willkürliche  Con- 
stanten enthält;  sie  ist  demnach  die  Complementär-Funetion.  Damit 
dies  der  Fall  sein  könne,  darf  keine  Gleichung  von  der  Form 

h  yi  +  hy%  +  -  *  •  +  K  yn  =  o 

für  was  immer  für  welche  Werthe  der  Constanten  Al5  A2,..,  kn 
bestehen,  es  müsste  denn  jede  von  ihnen  gleich  Null  sein.  Sind 
sämmtliche  Constanten  A  von  Null  verschieden,  so  erhalten  wir  die 
abgeleiteten  Gleichungen  : 


7    äyx  7    dy2  ;     dyn 

1    dx  dx  d  x 
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und  da  die  A  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  muss  die  durch 
Elimination  der  A  erhaltene  Determinante  verschwinden ,  d.  h.  es 
muss  sein: 

d»~1y1   dn-Uj2  d"-1  yn 


4  = 


clxn~1'   dx*1"11 

'   d  xn~l 

dn-*yi   dn~2y2 

dn~2yn 

dxn~21  dxn~2' 

'   dxn~2 

dyi         d  y2 
dx'        d  x1 

dyn 
'  dx 

=  0. 


Vi,  2/2:  ••',       yn 

Die  Bedingung  dafür  also,  dass  die  y  unabhängig  von  ein- 
ander, oder,  mit  anderen  Worten,  dass  der  obige  Werth  von 
y  die  Complementär-Funetion  sein  soll,  ist  die,  dass  d 
nicht  verschwindet. 


§.  73. 

Man  kann  leicht  beweisen,  dass,  wenn  ^/  gleich  Null  ist,  als- 
dann eine  Gleichung  von  der  Form 

K  2/i  +  h  2/2  +  •  •  *  +  K  Vn  =  0. 
bestehen  muss.  Denn  im  anderen  Falle  bezeichne  man  den  Werth 
der  linken  Seite  mit  u.  Multiplicirt  man  dann  die  Colonnen  in  z/ 
mit  A1?  A2,  . . .,  Xn  resp.  und  addirt  sie  dann  zu  einander,  indenf  man 
irgend  eine  Colonne,  z.  B,  die  erste,  durch  die  Summe  aller  ersetzt, 
so  erhält  man: 

dn~x  yn 


dn~1u 

-ar+.th 

dxn~v 

dx71-1 

dn~2u 

d*-a3fr 

dxn~2'   dxn~2' 


dx71-1- 

dn~2yn 

d  xn~2 


=  0, 


und  dies  ist  eine  Gleichung  (n — l)ter  Ordnung,  welchem  bestimmt. 
Nun  wird  dieselbe  befriedigt  durch  u=  yx,  y2,  ...,yn,  d.  h.  sie  be- 
sitzt n  particuläre  Lösungen,  welche  als  unabhängig  vorausgesetzt 
sind.  Die  Anzahl  von  unabhängigen  particulären  Lösungen,  welche 
eine  Gleichung  haben  kann,  ist  aber  gleich  ihrer  Ordnung,  eine 
Eigenschaft,  mit  welcher  das  eben  angegebene  Resultat  im  Wider- 
spruch steht.     Die  obige  Gleichung  in  u  muss  daher  eine  Identität 
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sein,  so  dass  u  =  0  ist,  und  demnach  giebt  es  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  4  gleich  Null  sei,  eine  Beziehung  zwischen  den  n 
Grössen  y. . 


§.  74. 

Der  Wert'h  yon  4  kann,  falls  er  verschieden  von  Null  ist, 
folgendermaassen  gefunden  werden.  Substituirt  man  in  (2)  die 
Werthe  y  .=  y-u  y^  "...-,  yn  und  eliminirt  man  aus  den  n  dadurch 
entstehenden  Gleichungen  die  Coefficienten  X2,  X3,  ...,  Xn,  so  er- 
hält man : 


X0 


dny1       dny2 


dnyn 


dxn'       dxn 
dn~2yx   dn~2j 


Ix 


,n— 2' 


IX 


,n-2  ' 


dn~zyx   dn~sy2 


clxn 

dn~2 

yn 

dxn 

—2 

dn~3 

Vn 

dxn~s1   dxn~3' 


Vu 


y^, 


yn 


+  Xx* 


Die  mit  X0  multiplicirte  Determinante  ist 


dA 
dx 


und  daher  ist 


die  Gleichung : 


*>%+**=<>> 


und  diese  giebt  integrirt: 

4  =  Ce~fi  d\ 


Da  z/  und 


/ 


Zi 


dx  bestimmte  Functionen  von  x  sind,  so  muss 


die  Constante  G  durch  irgend  welche  andere  Methode  bestimmt 
werden;  häufig  ist  die  Vergleiehung  specieller  Glieder  von  Erfolg. 
Offenbar  wird  sieb  der  Werth  von  C  ändern  bei  einer  Aenderung 
der  Keine  der  ursprünglichen  Integrale  yx,  y2,  ...,yn> 


Aufgabe.     Es'  sei  yx  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung: 

0. 


v  dmy '  !_  x  dm~1y  i 


-f-  Xw-i  -j-^  -f-  Im  y 


dxm  '  x  clxm~ 
Setzen  wir  y\  f  zdx  für  y\  so  wird  die  Gleichung,  welche  ..z  bestimmt 
(siehe  weiter  unten  §.76),  von  der  (m — l)ten  Ordnung.  Es  sei  zx  ein  parti- 
culäres Integral  dieser  Gleichung ,  so  dass  y\fzxdx  ein  zweites  parti- 
culäres Integral  der  Gleichung  in  y  ist,    und  es  werde   zx  f  u  d  x   für    Z 
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gesetzt;  alsdann  ist  die  Gleichung  in  u  von  der  im — 2)  ten  Ordnung.    Ist  ux 

ein   particuläres  Integral   dieser  Gleichung,   so  ist  y1  f  z1dx  f  uxdx  ein 

drittes  particuläres  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung.    Macht  man  in 

dieser  Weise  weiter  m — 1  auf  einander  folgende  Substitutionen,  so  gelangt 

man  zu  einer  Gleichung  von  der  Form : 

d  w 

-, —  =  tiü, 

dx 

von    welcher    ein    Integral    gefunden   werden    kann,    und    man    wird    im 
Ganzen  m  particuläre  Integrale  y  erhalten. 

Man  zeige,  dass   diese   particulären  Integrale  y  unabhängig   von   ein- 
ander sind  und  dass  für  diese  Keihe  von  particulären  Integralen 
J  =  (_l)y2m(m— 1)  yxm  ^m-1  u^m-2 lVl 

ist.     (Fuchs.) 


§.75. 

Das  particuläre  Integral  lässt  sich  nun  mittelst  der  Methode  der 
Variation  der  Parameter  herleiten.  Es  ist  dies  die  am  meisten 
symmetrische  Methode,  jedoch  werden  wir  im  nächsten  Abschnitt, 
noch  ein  anderes  Verfahren  angeben.     In  der  Gleichung 

y  —  AiVi  +  A2y2  +  •  •  •  +  Anyn 
mögen  die  A  anstatt  als  Constanten  als  Functionen  von  x  angenommen 

werden.     Dann  wird   der  Werth  von  - —  gegeben    durch    die    Glei- 
ch x 

chung : 

dx  x   dx  2   dx  n  dx 

Da  wir  nun  n  Functionen  A  haben,  während  dieselben  bisher  nur 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  für  sie  der  vorstehende  Werth 
von  y  der  Gleichung  (1)  genügen  soll,  so  können  wir  bewirken,  dass 
sie  noch  n — 1  beliebig  angenommenen,  nur  mit  einander  vertrag* 
liehen  Bedingungen  Genüge  leisten.  Als  eine  dieser  Bedingungen 
wollen  wir 


Vi 

dA1 

dx 

+  m 

dA2 

dx 

+  •• 

••  + 

y« 

dx 

=  0 

annehmen  und  haben  dann: 

dy_ 

dx 

=  AX 

d  x 

+  A 

äy<2 

'  dx 

+  •• 

■  ■ 

+  An 

äyn 
dx 
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Differentiiren  wir  diese  nochmals,  so  erhalten  wir : 

d2y  —  a  cl2yi  i   a  d*y*  »        i  a  d2y* 

vorausgesetzt,  dass  wir  als  eine  weitere  Bedingung  annehmen  : 

dx    dx  dx    dx  dx    dx 

Gehen  wir  in  dieser  Weise  weiter  fort  und  nehmen  wir   die  A  der- 
art an,  dass  sie  den  Gleichungen  genügen: 

d2yx   dAi  d2y2  d  A2  d2  yn  d  An  

d  x2     dx  d  x2  d  x  d  x2  d  x- 

dzyx  dAY  ■     d*>y2  d  A2  _,      p   t    ,    cPyn  d  An  

dx?}     dx  dx%  dx  dx'd  dx 


dn~2  y\  dAx       d-~2y2  d  A2        _  dn~2yn  d  An 

dxn~2     dx    ~^  dxn~2    dx         ' ' ' '  ~^   dxn~2     dx     ~~    ' 
(welche  mit  den  vorhergehenden  beiden  die  n — 1  mit  einander  nicht 
im  Widerspruch  stehenden  Bedingungen,  die  wir  festsetzen  können, 
ausmachen),  so  erhalten  wir: 

cpy      a  d?,yi  _l  a  cp y*  x      jl  a  d*y» 

dxz  dx°  dx;'  dx* 


dn~x  y  _   ,     d—Hh  .     d—1  y2  dP-iyn 

dx—1  ■—■1   dx-1    ^  ^   dx-1    +  ""  ^      n   dx—1' 

Die  letzte  von  diesen  giebt,  differentiirt : 

.dny  _  A   dnyi '  i    A   d*y*   ,  ,    a   dll^ 

dx^~Ai~dx^+A2~dx^  + '       n    dx- 

d—1  yx  dAi        dn-1y2  dA2    ,    #  _    ,    dn"1  #"  d  A^ 
dx71-1    dx  dx--1    dx       ■   ""    '     dx--1     dx' 

Da  jedoch  alle  Bedingungen,  die  wir  festsetzen  können,  angewendet 
worden  sind,  so  darf  der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  nicht  ver- 
schwinden. Multipliciren  wir  die  so  ausgedrückten  Differential- 
quotienten von  y  mit  den  algebraischen  Coefficienten,  mit  denen  sie 
in  der  Gleichung  (l)  des  §.71  behaftet  sind,  und  addiren  wir  die 
Resultate,  so  erhalten  wir,  da  y  eine  Lösung  von  (1)  und  yu  y2, . . . ,  yn 
Lösungen  der  Gleichung  (2)  des  §.71  sind: 

v—  X   (dn'r  1Jl  dAl  4-  d—lll  *Al  J_    .      4-  dn~Ujn  dAn\ 
~~      °  Xdx?1-1    dx    "^   dx»"1    dx    i-  "••  i~   dxn-i    dx  ) 

Forsyth,    Differentialgleichungen.  9 
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Ist  z/r  die  zu  — ^    gehörige   Unter  determin  ante    in   zf    für 

die  Werthe  r  =  1,  2,  . . .,  n,   so   ist   die  Lösung   der  n  Gleichungen, 


welche  die  Werthe  von 


d  Äx    cl  A2 


Ct  J-ifi 


dx  '   clx'       '   clx 

cl  X 
für  alle  Werthe  von  r.     Hieraus  ist: 

Vzfr 


ergeben, 


und  daher: 


cl  Ar 

dx 


X0Z/' 


/ 


ix, 


worin    Gr  eine   willkürliche   Constante    ist.      Der   Werth   von  y   ist 
somit  : 


wobei  das  particuläre  Integral  ist: 

F4 


^>  lcr    +    f^dx    , 


*/Ö   dX    +    *f 


XnA 


dx  +  •  •  •  +  yn  I  y~2j  dx- 


1.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass,   -wenn  fx  (x),  f%(x),  f3(x)  drei  particu- 
läre Lösungen  der  Gleichung 


cJlJL 
d  x3 


d*y 


+  yWrf+   Ö-Tt  +  ^-O 


cly 


d  x 


cl  x 


sind,  wo   Q  und  S  Functionen  von  x  allein  vorstellen  ,    alsdann    das  voll- 
ständige Integral  von 

&+><«>  Ö +  «&  +  *' =.*<*> 

gegeben  wird  durch : 

V  =  Cj/ifa:)  4-  Ctfa(x)  4-  C3f3(x) 

s*x    ri  afi®    dft(i)    d/8(i) 


4"      h®ei 


dl     '      d|     '      d| 

/i(».       /«(«,      /s(«) 

fi{x),      U(x),      f3(x) 


dl, 


worin    Clt  C2,   C3    willkürliche    Constanten   und    a   eine   bestimmte  Con- 
stante ist. 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen  : 

(1)   x"  0  '-"  '2  x  (1  +  x)  Ä  +  2  (1  +  *>  »  =  *■ 

^  ^2+2> S  - 2* S+  (-2+2) Ä  - 2^  =  -2  + »• 


§•  76. 

Wenn  wir  ein  oder  mehrere  particuläre  Integrale  der  Gleichung 
(2)  des  §.71  kennen,  so  lässt  sich  die  Ordnung  der  Gleichung  um 
eine  Zahl  erniedrigen ,  die  gleich  der  Anzahl  der  bekannten  parti- 
culären  Integrale  ist.  Nehmen  wir  z.B.  an,  dass  wir  wissen,  es  sei 
yx  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung,  und  verwandeln  wir  die 
Veränderliche  aus  y  in  yx  u,  so  wird  die  Gleichung : 

dnu         v,  dn~1u  ,       du 

X°iJl  d^   +  Xl  d^i  +  ■"  +  X-1   Tx 
ä«yl  dn~UJx   .,  ,     v        dyi 

Xa  ~d^  +  Xl  T& 

oder,  was  dasselbe  ist: 


+  •"  +  Xn-'^  +  ^yi): 


^        änu  dn~1u    ,  ,     „,       du 

X»  Vi  d^  +  Zl  ä^  +  -•  +  X«~*  Tx  =  °' 

wobei Xi,  X2,  ...,  Xn— 1  Functionen  von  X0,  X[,  ...,  -X^—i  und  von 
Differentialquotienten    von   yx    sind.      Substituten   wir   nun    v   für 

- — ,  so  ist  die  entstehende  Gleichung  von  der  (n — l)ten  Ordnung, 
d  x 

und   die    ursprüngliche   Gleichung  ist   somit   in  ihrer  Ordnung   um 

eine   Einheit  erniedrigt.  /' 

Ist  y2  ein  anderes   particuläres  Integral  von  (2) ,   so  ist  — ^  ein 

Vi 

Werth  von  u,  und  somit  ist  —  (  —  )  eine  Lösung  der  Gleichung  in  v. 

dx  \yj 

Es  kann  daher  diese  in  ihrer  Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigt 
werden  und  die  Ordnung  der  neuen  Gleichung  wird  um  zwei  Einheiten 
kleiner  sein ,  als  die  der  Gleichung  (2).  Es  wird  ersichtlich  sein, 
dass,  wenn  man  in  dieser  Weise  weiter  geht,  es  möglich  ist,  die 
Ordnung  einer  Gleichung  um  m  Einheiten  zu  vermindern, 
sobald  m  particuläre  Integrale  bekannt  sind.  Jede  der 
erhaltenen  Gleichungen  bleibt  linear. 

9* 
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§•  77. 

Sind  n — 1  particuläre  Integrale  einer  Gleichung  nter  Ordnung 
bekannt,  so  lässt  sich  die  Gleichung  so  weit  erniedrigen,  bis  sie  eine 
lineare  Gleichung  erster  Ordnung  ist,  und  da  die  letztere  sich  lösen 
lässt,  so  folgt,  dass  man  die  allgemeine  Lösung  einer  Glei- 
chung nter  Ordnung  finden  kann,  sobald  n — 1  parti- 
culäre Integrale  bekannt  sind.  Die  folgende  Methode,  das 
allgemeine  Integral  zu  erhalten,  vermeidet  den  Process  der  all- 
mäligen  Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung. 
'  ,  Es  mögen  die  n — 1  particulären  Integrale  der  Gleichung  (2) 
dargestellt  werden  durch  y^  y2,  ...,  yn— i .?  und  es  mögen  6\,  02, 
. . .,  On_i  n — 1  Functionen  von#  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 

V  =  G1y1  +  C2y2  +  •••  +  :Cn-r#n-i 
eine  Lösung  von  (2)  ist.     Da  dies   die   einzige  Bedingung  zwischen 
den  n — 1  Functionen  ist,   so  können   wir   nach  Belieben  noch  n — 2 
andere  Relationen  annehmen,  vorausgesetzt,    dass  sie  miteinander 
nicht  im  Widerspruch  stehen. 
Sind  dieselben : 

d  C7j  ä  C<2  .  .  d  Cn—i 


dx  clx  dx 

dyi  d  Cx     ,     dy2  d  C2  c}yn-i  C12™~ 

clx     dx  dx    d  x  dx        d  a\ 


dxn~8    dx     '     dxn~s    dx     ^  " '  "^      dxn~3    '      dx 
so  sind  die  Werthe  der  auf  einander  folgenden  Differentialquotienten 
von  y  gegeben  durch: 

dqJ  _  n    dVi     i     n    d^     ,  ,     n        dyn-± 

d x .  dx  dx  dx 

cPy  _        cPyx  d*y2'  dHjn^ 

T&  —  Ll~Tx*  +  °2  ^  +  •"  +  w-i  yj&- 


dr-*y  _  '    ä^yi  dr-*y9-  d"-2y„-i 

d&~*~     l   dx—*    ^      2    dxn~2    ^  '"  ^      n~X      dx—*- 
dn~'y  _  r    d»-1yl  d"-Uj2  '    ,  ^"1^_1 

dxn~l  l    dx"-1    ^     2   dx™"1    ~]~-'"  ^      n~1     dx*1-1 

r==n~\dCr  dn~2yr. 


+  2 


d  x     d  xn~~2 
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dxn  l   dxn 
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02 

dx11 

r=n — 1 


+  •••  +  cn^ 


dnyn~i 
d  xn 

r—n — 1 


d  Cr    dn ~lljr      .      ^ST<     d*Cr    Cln~2  ljr 


<2j  ~dx    dxn~x    ^  ^    oTx' 


2     dx 


»1—2 


Die    Substitution   dieser  Werthe    in    die   Gleichung   (2)    giebt, 
da  yu  y2,  ••♦,  yn-i  particuläre  Lösungen  sind: 

f^/WJr  dn~2yr       9  dCr  d»-'y, 


d  £2     d  Xn 


dx    d  *,t_1 


Bezeichnet  man  mit  z/  die  Determinante : 
^~2^     d"-*#2  d^yn- 


dxn~2'    dxn~2'      '     6^w-2 
dn-zy1     dn~3y2  dnsyn-j 

dxn~3'  dxn~3  ''"'     d%n-3 


und  mit  z/r  die  zu 


Vn-1 


gehörige    Unterdeterminante    in    der- 


d  xn~2 

selben  für  die  Werthe  r=l,  2,  ...,  n — 1,  so  erhält  man: 
dCj          dC2  d  Cn-r 

Cv  X  Cv  X 


dx 


4,, 


4« 


—  z, 


und  daher  für  jene  Werthe  von  r: 

da 


dx 


=  zdv 


Hieraus  folgt 

r=w-— 1 


-sr^.dCr  dn-*yr  v-'      st     än~x  yr  d  <d 

^    dx     dx"1'1  ^  dxn~x 


und: 


2 

-  r=i 
Ferner  ist 


d.Cr  dr^yr 

Ct  X      Cv  X 


dn~2  yr 


,m~2  2-1  r     rl^n 


d2  Cr  dz 

d  x2  d  x 


d<dr 


dx 


zJ. 
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und : 

r^1  d  4r    dn~2  yr  _ 
<2j     dx     dxn~2  ~~    ' 

r— 1 

so  dass  wird: 

^      dx2    dxn~2   ~  des    <^J       r  dxn-2   ~~       dx' 

r=l  >— 1 

Die  transformirte  Gleichung  ist  daher: 

Dividiren  wir  durch  X0  z/,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 
dz  /  2    d/i    ,    Z1> 


#  =  0 
dx     '    V^  -d#     '    -Xq/ 


deren  Integral  ist: 


£  =  J.  z/~2  e 


Der  entsprechende  Werth  von  Gr  wird  abgeleitet  aus 


4^  =  ^,  =  ^^ 

dx  <42 


und  ist  daher  : 


■^ 


•*-/%'• 


Cr  =  Ar  +  A      -£e  '  "°       dx 


für  die  Werthe  r 

liehe    Constanten,    nämlich   A,  A±,  A2j  .  .  .,  An— i,  und   die   Stamm- 

gleichung  von  (2)  ist  demnach: 

r—n— 1  r=n— 1  s»    A  rX\ 


r—n — i  r=n — i  •»   ^ 

2/  =   2  Ar  lJr   +  ^  S    ^'  /    ^ 


Aufgabe.     Man  löse  vollständig  die  Gleichung :  ■ 

in  welcher  P  und  Q  irgend  welche  Functionen  von  x  sind. 

Geometrische  Anwendung :    Trajeetorien. 

§.  78. 

Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  dass   eine  Differentialgleichung 
der   eigentliche   analytische  Ausdruck    für  irgend   eine  Eigenschaft 
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einer  Curve  ist,  die  mit  ihrer  Richtung  und  Krümmung  zusammen- 
hängt, und  es  folgt  somit,  dass  die  Beantwortung  vieler  geometrischer 
Fragen  schliesslich  von  der  Lösung  einer  Differentialgleichung  ab- 
hängt. In  den  höheren  Theilen  der  Mathematik  kommen  fast  nur 
Differentialgleichungen  vor ;  auf  anderen  Gebieten  ist  es  aber  weniger 
wie  in  der  Geometrie  möglich,  Beispiele  anzuführen ,  da  es  keine 
nothwendiger  Weise  allgemeine  Methode ,  um  zu  der  Differential- 
gleichung zu  gelangen,  giebt,  während  ihre  Herleitung  bei  geometri- 
schen Aufgaben  fast  unmittelbar  durch  den  Gebrauch  der  For- 
meln der  Differentialrechnung  geschieht.  Es  soll  hier  nicht  ver- 
sucht werden,  irgend  welche  vollständige  Classification  der  Anwen- 
dungen auf  Geometrie  zu  geben,  vielmehr  soll  nur  ein  einziges  allge- 
meines Problem  besprochen  werden,  nämlich  das  der  Trajectorien. 
Eine  Trajectorie  ist  definirt  als  eine  Linie,  welche 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  einzelnen  Curven  einer 
durch  eine  Gleichung  dargestellten  Curvenschaar  die- 
selben nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  schneidet. 

§•  79. 
Als  die  allgemeinste  Form,  die  möglich  ist,  möge 
/  (#,  y,  a)  =  0 
eine  Schaär  von  Curven   bezeichnen,   deren  Parameter  a  ist ;   durch 
jeden   Punkt    einer   Curve    wird     eine   Trajectorie     hindurchgehen, 
und   es  wird   somit   ein  zweites  System  von  Curven  geben,   welches 
diese    Trajectorien    darstellt.       Die    laufenden    Coordinaten    dieses, 
zweiten  Systems   mögen  §  und  7}  sein,  und  es  werde  angenommen, 
dass    der   analytische    Ausdruck    des    Gesetzes,    welches    in    jedem 
Schnittpunkt  stattfindet,  der  folgende  sei: 

/         dy    cP y  .       (hf\_  cPrj         \ 

In   dieser   Gleichung   sind  für  jeden   Schnittpunkt   §  und  rj  respec- 
tive   dasselbe   wie   x  und  y,   da   es   die  Coordinaten  dieses  Punktes 

sind;   dagegen   sind  -=-t-?  •••  nicht  dasselbe  wie  —  ,  •  •  •,  da   sie   die 

Cl  §  Ci  00 

Richtung  und  Krümmung  von   zwei -sich"  schneidenden  Curven  an- 
geben. 

Wir  verfahren  nun  folgendermaassen : 

Aus  der  Gleichung 

/  (a,  y,  a)  =  0 
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erhalten  wir  die  Werthe  aller  Differentialquotienten  von  y,  welche 
in  der  Gleichung  F=0  vorkommen,  als  Functionen  von  x,  y  und  a, 
und  in  jedem  dieser  Ausdrücke  substituiren  wir  den  Werth  von  a 
als  Function  von  x  und  y,  wie  er  aus  der  Gleichung  der  Curve  sich 
ergiebt.  Es  ist  dies  gleichbedeutend  damit,  dass  wir  a  zwischen 
/  =  0  und  der  Gleichung ,  die  einen  jeden  Differentialquotienten 
giebt,  eliminiren.  Werden  diese  Werthe  der  Differentialquotienten 
von  y  in  die  Gleichung  F  =  0  substituirt ,  so  geht  sie  über  in 
eine  Gleichung,  welche  x,  «/,_§,  r\  und  Differentialquotienten  von 
Y]  nach  i*  enthält.  Wir  haben  aber  gesehen,  dass  x  und  y  dasselbe 
sind  wie  i*  und  ^,  da  beide  Grössengysteme  die  Coordinaten  des- 
selben Punktes  sind;  mithin  wird  F  ===  0  eiiie  Differentialgleichung' 
in  Yj  und  i;  allein. 


§.  80. 

Das  am  häufigsten  vorkommende  Beispiel  von  Trajectorien  ist 
dasjenige,  bei  welchem  ein  System  von  Curven  gefunden  werden 
soll,  welches  ein  gegebenes  System  unter  einem  constanten  Winkel 
schneidet.  Ist  dieser  Winkel  ein  rechter  Winkel,  so  heisst  die 
Trajectorie  rechtwinkelig;  ist  der  Winkel  ein  anderer  als  ein 
rechter  Winkel,  so*  heisst  die  Trajectorie  schiefwinkelig. 

Im  Falle  der  rechtwinkeligen  Trajectorien  stehen  die  Tangenten 

in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte   auf  einander   senkrecht,  und   es 

ist  daher : 

,     d  ii  d  y] 
l    _|_  ■_£  — L  —  qj 

dx  dg 

Dies  ist  für  diesen  Fall  die  Form  der  Gleichung  F  =  0.     Für  das 
gegebene  System  von  Curven  haben  wir: 

,/  (#,  y,  ä)  =  0 

dx        dy  dx 
Eliminiren    wir    hieraus   a,     so    erhalten    wir    eine    Gleichung 

zwischen   x.  y   und   -r— ,    welche    in   Wirklichkeit   die  Differential- 
dx 

gleichung  dieses    Systems   von   Curven  ist.     Diese  Gleichung  möge 

sein: 


'(*'*' sf 


t  (x,y,  ■34)=0. 
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Für  die  Trajectorie  haben  wir  nun: 

l  =  x,  rj  =  y 
und: 

dy  __  1 

dx  drC 

dl. 
mithin  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie : 

Die  Elimination  des  Parameters  ist  unmittelbar  ausgeführt, 
wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar  in  der  Form  er- 
scheint : 

<P  fa  y)  =  a- 

Denn  dann  erhalten  wir : 

dcp         d  w  dy  

d  x         dy  dx 

aus  welcher  sich  ohne  Weiteres  ——  unabhängig  von  a  ergiebt   und 

dx 

die  die  Form  der  Gleichung  ty  =  0  für  diesen  Fall  darstellt. 

§.81. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordihaten  ge- 
geben, so  kann  man  dieselbe  Methode   anwenden..    Denn  dann  ist. 

%  (r,  #,  c)  =  0 
die  Gleichung   der  Curvenschaar.     Ist  cp  der  Winkel  zwischen  dem 
Radiusvector  und  dem  Theile  der  Tangente  der  Curve,  welcher  von 
dem   Punkte    aus   nach  der   entgegengesetzten  Richtung   geht,   wie 
die  Linie,  von  welcher  aus  der  Winkel  #■  gemessen  ist,  so  haben  wir: 

tcmg  cp  =  r— , 

während,  wenn  &  die  nämliche  Grösse   für  die  Trajectorie  ist   und 
B  und  0  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  derselben  sind, 

tang  <P  =  B  — - 
d  Jti 

ist.     Da  die  Tangenten  rechtwinkelig  zu  einander  sind,  so  ist: 
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und  daher: 

r  —  B  —  -f   1  =  0, 
dr        dB 

worin  B  und  r,    sowie  0  und  O1  (aber  nicht  ihre  Ableitungen)  die- 
selben Grössen  sind. 
Nun  ist: 

?1    i     5l  ^  _  o 
iö  r         d&  dr 

Eliminiren  wir  c  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  der 
Curve,  so  finden  wir  eine  Relation  von  der  Form : 

*  ('•  »•  £)  =  »• 

Für  die  Trajectorie  ist: 

^  d®  *  l    dB' 

B  =  r,  (?)  =  V  und  —  =  —  ■- -----  =  —  r=-  -r-^-, 

dr  t?2^  B2  d(y 

M  Jb 

und  daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  : 

Diese  giebt  integrirt   die  Gleichung  des  Systems    von  Curven, 
welches  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt. 

1.   Aufgabe.     Man   bestimme    die   orthogonale  Trajectorie   der 
Schaar  von  geraden  Linien : 

y  =  mx. 
Wir  haben  : 

dy 

—  r=r  m 

dx 
und  daher  ist  die  Differentialgleichung  dieser  Linien: 

d  ii 

%-r-  —  y- 

dx         J 
Mithin  ist  nach  unserer  Regel  die  Differentialgleichung  des  Systems 
der  orthogonalen  Trajectorien: 

dr) 

..        .  '  =  -V'di' 

und  diese  giebt  durch  Integration: 

|2    +    n2   =   C25 

also    eine   Schaar   von    concentrischen  Kreisen ,    welche   als   gemein- 
samen Mittelpunkt  den  gemeinschaftlichen  Punkt  der  Linien  haben. 
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2.  Aufgabe.     Man  suche  die  orthogonale  Trajectorie  von 

rn-=  an  sinn&. . 

Nehmen  wir  den  Logarithmus  und  differentiiren  dann,  so  erhal- 
ten wir: 

n  dr  cosn& 

r  d&  sinn&> 

und  dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  Curvenschaar.     Für  die 
Trajectorie  ist: 

I  clL  —  ___   7?  d® 
7  W  ~  dB' 

und  daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie: 

d  0         cosn®  

Tb        sinn® 

Die  Veränderlichen  lassen  sich  separiren,  und  es  ist: 

dB  sinn®    ir. 

n  -r—  =  —  n  - TT  d®, 

B  cos  n® 

so  dass 

Bn  =  Ancosn® 

die  gesuchte  Curvenschaar  darstellt. 

3.  Aufgabe.  Man  beweise,  dass,  welches  auch  der  Wevth  von  n 
sein  möge,  die  orthogonalen  Trajectorien  der  in  der  Gleichung 

y  =  cxn 
enthaltenen  Curven  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  ist, 

4.  Aufgabe.  Man  zeige,  dass  die  orthogonalen  Trajectorien  eines 
Systems  confocaler  Ellipsen  ein  mit  den  Ellipsen  confocales  System  von 
Hyperbeln  sind. 

5.  Aufgabe.  Man  suche  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curven- 
schaaren : 

(1)  fw  sin  n#  =  ant 

(2)  r2  —  a2'log(ctang.&), 
wo  c  willkürlich  ist. 

6.  Aufgabe.  Man  zeige,  dass,  wenn  f  (x  -\-  i y)  mit  u  -\-  iv  be- 
zeichnet wird,  wo  u  und  v  reell  sind,  alsdann  die  Curven schaaren 

u  r=  const,  v  ~  const 

die  orthogonalen  Trajectorien  von  einander  sind. 

Insbesondere  zeige  man^  dass,.  wenn  das  so  erhaltene  u  homogen  von 
der  nten  Ordnung  ist,  alsdann  der  Werth  von  'u  gegeben  wird  durch  : 

n  u  ~  x  - —  —  y  - — 
^y         J  hx 


140  Viertes  Capitel.  [§.  82.] 

Wie  kann  der  Werth  von  u  gefunden  werden,  wenn  n  =  0  ist? 

7.  Aufgabe.  Man  suche  ein  System  von  Curven,  welche  ein  System 
von  concentrischen  Kreisen  unter  einem  anderen  als  einem  rechten  Winkel 
schneiden. 

§.  82. 

Wenn  eine  der  Veränderlichen  als  eine  explicite  Function  der 
anderen  und  des  Parameters  gegeben  ist,  so  wird  die  Gleichung  von 
der  Form  sein: 

y  =  q>  (x,  a). 

Anstatt  nun  a  zu  eliminiren,  können  wir  folgenderniaassen 
verfahren.     Die  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  sei: 

r\  =  cp  (|,  a\ 

wobei  in  der  letzten  Gleichung  a  als  eine  unbekannte  Function 
von  g  zu  betrachten  ist,  die  so  bestimmt  werden  soll,  dass  die 
Curve  die  orthogonale  Trajectorie  sein  kann.     Wir  haben  nun: 

dy d  cp 

dx  'd  X 

df]  d  (p         d  cp  da 

dl  ~~  dj  +   da  Tg' 
und  daher: 

o x  \d  g  o  a  dt,/ 

Da   nun   keine  .weiteren  Differentiationen   auszuführen  sind,  so 

können  wir  TTir  an    Stelle    von— —  setzen,     weil  >x    gleich    g   ist. 
dg  dx    , 

Demnach  erhalten  wir: 

ix    f^lY     1     dcp  dcp  da  _ 
+    \dgj     ^   da    dg  dg  -"' 
Dies  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  Veränderlichen  a  und  g. 
Ist  dieselbe  integrirt,   so  bestimmt  sie  ,den  Werth  von  a,   und  wird 
dieser  in  die  Gleichung 

rj  =  <p  (£,  a) 

eingesetzt,  so  ergiebt  sich  die  orthogonale  Trajectorie. 

Aufgabe.  Man  suche  die  orthogonalen  Trajectorien  der  durch 
die  Gleichung 

y  =  a  (1  —  x^ 
dargestellten  Ellipsen. 
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Hier  ist: 

||  =  _  al  (1  -  £*)-% 

und  die  Gleichung,  welche  a  bestimmt,  ist: 
Dieselbe  giebt 


,       „       £2  y     da 

1  +  a*T=I*-*adl 


da2  2  £  a2 


Diese  führt  durch  Integration  zu  der  Gleichung : 
■'.  a»(l— !»)  =  ^-|*  +  Zo^l». 

Somit  ist  die  gesuchte  orthogonale  Trajectorie: 

^2   —   £   __    |2    _|_    ^£2. 

Vermischte  Aufgaben. 

1.     Man  löse  die  Gleichungen : 

\       cP  y    .     2   d  y    .     /  0        ,  2  \ 

»>*  +  {*  +  &))?$  =  <>■ 

(5)     V27""  ^j  d^  =  4  fe)  ' 

/72  qj  (1  ql 

v  ;      dx2    '  d#     '    v  ^ 

«  (K),-»Ö  =  »((S),  +  «1(8)T 

/  x         •  o     d2y 

(9)       ^n2#  -r4  —  2y. 
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2.     Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Integral  von 
d2y 


cVy         / 2_\       __ 

dx2  ~^  \  xV  V  ~ 


0 


+ (■  - 1.) » = 


v 
die   Form   y  ~  u  -\ besitzt,  beweise  man,  dass  das  allgemeine  Integral 

dargestellt  wird  durch : 

u  =  A  sin  (x  -f-  «),        t?  =  J.  cos  (#  -f-  «), 
und  bestimme  die  vollständige  Stammgleiehung  von 

dx2 

3.  Durch    die   Methode    der  Variation    der  Parameter   leite  man   das 
Integral  ab  von 

4.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 

d2  y  d  y 

(a2  ■+-  b2  x)  —x %  -f  («!  +  \  x)  j^  -f  («0  4-  &o  x)  y  =  o 

ein  particuläres  Integral  von  der  Form  e*x  besitzt,  vorausgesetzt,  dass 

(a0  \  —  b0  tti)  («i  b2  —  &j  a2)  =  Oo  52  —  &0  «2)2 
ist,  und  löse  hiernach  die  Gleichung.  (Schlö milch.) 

5.  Man  integrire  die  Gleichung : 

.  „      d2u    ,       .  du 

sin1  x  --, — ö  4~  sm  x  cos  x  -= —  =  u. 
d  xl  dx 

Ist  u  ~  0  für  x  =  0  und  w  =  1   für  a?  =  — ,   so  ist  u  ~  V  2    —   1    für 

71 

x  =  - 

Ebenso  löse  man  die  Differentialgleichung 

d2y    ,  «/•«■  +  !    2/2n\ 

indem  man  die  willkürlichen  Constanten  durch  die  Bedingungen  bestimmt, 
dass  y  —  a   und  -p^-  =  0  sein  solle  für  x  =  0. 

6.  Die  Gleichungen 

ä2y    ,     pdy  _ 

d&  +  Pdx~+Qy  ~° 

■  dx2        ■    dx  ''     ^  ^ 
haben    eine    Lösung    gemeinschaftlich;    man    bestimme    die    vollständige 
Lösung    einer  jeden    und    die   noth  wendige   Bedingung    zwischen    den   als 
Functionen  von  x  vorausgesetzten  Grössen  P,  P',   Q,   Q'. 
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7.     Man  zeige,  dass  sich  die  Gleichung 

1  cPv 
v  dxl~ 


■;  (a,  b,  c ,  I  (a  -  f>— c),  i  (b— c— a),  i  (c— a— b)  Y— ^— ,  — ^ ,  --^-N) 
■\  2V  '2V  /'  2  v  -j^x  —  ax  —  bx  —  cj 


nach    der   Methode    des   §.  68    integriren    lässt,    vorausgesetzt,    dass    die 
(Gleichung 

(«+i)"-+(»+i)vi+(.  +  if=i 

erfüllt  ist   für   irgend   ein  System   von  Vorzeichen,   die   man    den  Wurzel  - 
grossen  giebt. 

Man  bestimme  das  Integral,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist. 

8.  Man  löse  die  Gleichung 

worin  a,  5,  Je  Constanten  sind,  durch  die  Annahme: 

y  —  (x  -f-  a)m  (x  4~  b)n 
und  bestimme  das  allgemeine  Integral. 

Man  löse  ebenso  die  Gleichung: 

/     .      n  /7    .      ^  d^y    ,     1   ,     ,    n  7    ,   n    .  d  y   .    1    a  —  b 

(„  +  a!)(6+a!)-J  +  -(„  +  26  +  3a!)^-fT-T-j,  =  01 

und  ebenso  die  1.  Aufgabe  in  §.  68. 

9.  Man    beweise ,    dass ,    wenn    cp  (x)    ein    particuläres    Integral    der 
Gleichung 

d2z 

d  x2 

ist,  alsdann  x  cp  l  —  j  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung 
cPz 

- — -   =r   aX—n—*Z 

dx* 
ist,  und  löse  hiernach  die  Gleichung : 

4    ^£.   —     A   -> 

10.  Man  zeige,  dass,  wenn  z  —  cp  (x)  eine  Lösung  ist  von 

d2z  '  ,  ,  \ 

alsdann  £  =  (c  x  -\-  d)  cp  l TT7/  eine  Lösung  ist  von 

wobei  die  Constanten  a,  b,  c,  d  durch  die  Eelation 

ad  —  b  c  =  1 
verbunden  sind,  und  löse  hiernach  die  erste  Aufgabe  in  8. 
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11.  Man  zeige,  wie  man  die  Gleichung 

änV    |         A         än-ly  A2  dn-2  y  _,  ,  An  V  —  X 

d  xn       a  -j-  b  x  d  x™—1     ■     (a -\- b  x)2  d  xn~2    '  '    (a  -f-  b  %)n  * 

worin  X   eine  Function   von   x   allein    und  A1 ,  .  . .  ,  An  Constanten  sind, 
auflöst. 

12.  Man  integrire  die  Gleichung: 

wo  X  irgend  eine  Function  von  x  ist. 

13.  Man  zeige,  dass,  wenn  eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung 

g  +  xl2/2  +  x2==o, 

wo  X1  und  X2  Functionen  von  x  sind,    bekannt  ist,    die  Lösung  vervoll- 
ständigt werden  kann.     Hiernach  löse  man  die  Gleichung : 

dy    .     ' „    .  sin x 

— —  -4-  v  sin  #  =  2  s — 

C/iC  C06*2# 

14.  Wenn  die  Stammgleichung  von 

d2  y  d  y     , 

6/  £J2  ^     f/  X       '       ±J 

lautet : 

V  =  ^  2/x  -f  B  y2, 

so  zeige  man,  dass  die  Differentialgleichung,  welche 

z  ■=.  A'  yx™  -\~  B'  V2m 

zur  Stammgleichung  hat,  die  folgende  ist: 


F(x)  -r—z  -f  \pF {x  —  (m—  1)  -j—\  — 
v      ä ■  x2    '     r  '  dx\  dx 


+  m  {-  (w  —  1)  -r^  +  -  (m  —  l)  p  —  -f  w  q  F  (x)j  z  =  0, 

wobei 

.F(.t)  =  yl2/2 

gesetzt  ist.     (Spitzer.) 

15.  Man  beweise,   dass,   wenn  yx  und  y.2  zwei  particuläre  Integrale 
der  Gleichung 

dx2  dx 

sind,    die  Wurzeln   von  yt  —  0  und  y2  ~  0  einander  trennen,   so    lange 
als  diese  beiden  Integrale  stetig  bleiben.     (Sturm.) 

16.  Man  löse  die  Gleichungen: 

d  ti  d  ii 

(1)       sin2&  -— ^  -f-  sin#  cos  &  yt  —  y  =  5-  —.sin  &. 


r2     .      *££    +    02/   =    0 


(2)       ^-|  -f-  -ö! y  =  e*  (-  +  %  a?) . 
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(3)  (i  +  ax*)%2-{-ax.$lL  =  n»y, 

(4)  x*(x*  +  a)%£  +  xVx*  +  a)?£  =  n*y, 

/  n       d2  y        n  /  a\  dy    ,    /  „         2  n  a  \ 

(6)  ia*-x*)%2-8x%L-12y  =  0, 

(7)  (3  ~  X)  S  ~  (9  ~  4X)  £  +  (6  "  3  X)  y  =  °- 

17.  Man  löse  die  Gleichung: 

in  welcher   Q  und  R  der  Relation 

V^^c  /  dx 

genügen.  Wird  diese  Eelation  nicht  erfüllt,  lässt  sich  dann  vielleicht  die 
Gleichung  lösen  durch  Einführung  eines  Factors  /u,  welcher  so  gewählt 
wird,  dass  die  neuen  Coefficienten  diese  Eelation  befriedigen? 

18.  Man  löse  die  Gleichung: 

d2y by 

Jx~*  ~  a        {2cx—x2)2  (Stokes.) 

19.  Man   suche   die  Form   von  (p  von   solcher   Beschaffenheit,,  dass, 
wenn  x  =  (p(z)  in  die  Gleichung 

.  d2y   .    n    o  dy    ,      9 
dx2   ]  dx 

eingesetzt  wird,  dieselbe  übergeht  in 

j$  +  n*y  =  o, 

und  löse  hiernach  die  erste  Gleichung. 

20.  Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

ä2y    ,     pdy     ,     Q 

transformirt  werden  kann  in 

g  + *<,)!*  + ,,*w  =  o, 

wenn  die  Beziehung  zwischen  £  und  x  gegeben  ist  durch: 

fd*e-fmit   =    fdxe-fPdx 
und  4»  (#)  sich  bestimmt  aus : 

e«a/pds   -    *(*)e!,/JWd'. 

Porsyth,  Differentialgleichungen.  10 
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Hiernach  "bringe  man  die  Gleichung 

d2y         1  dy  0      ,  0  „, 

dx*        x  dx 


auf  die  Form: 

d2y    .     1   dy 
dz2         z    dz 

('-£) 


21.     Man  löse  die  Gleichung: 

d2v  /!_        B\  dv        A 

dz2  ^~      \z  ^  z2)  dz  +  z*  V 

worin  A  und  B  Constanten  sind. 
Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

®JL  _l_  2  (—  4-  —  \  iy.-L.aJL 

dx2_r      \x3     *     2xJ  dx     '     x6 


—  0 


in  die  vorstehende  Gleichung   transformirbar   ist   durch   die  Substitution: 
vorausgesetzt,  dass 


x  —  S£n  (arc  tang  z    ) , 


B'2  =  4  P2  —  4  4  +  ^ 

ist,  -  und   suche   die  Relation   zwischen   y  und  v.     Hiernach    löse  man  die 
zweite  Gleichung. 

22.     Indem  man   die   abhängige  Veränderliche   y   in   ez    verwandelt, 
löse  man  die  Gleichung: 

„  d2  y        d  P  d  y  0  ™ 

P  -=-^ j—  -zf-  =  a2  P3  2/, 

Cd  X  Cv  X    Cl  X 


und  hiernach  die  Gleichung : 


Öf      S  2M2IP  da/        -da;  \P 


1   dP\ 

dx) 


+  2  (a, >  _  z,  _  2  ||j. 


parre.) 
egral  der  Gleicl 

_  J_  (^\2  + 1  ff2  =  0, 

4ff   \dxJ      '     3 


28.     Man  zeige,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
d2G  5     /d<r\2 

dx2 


worin  o  die  Schwarz 'sehe  Abgeleitete  von  y  nach  -#  ist,  lautet: 
y{Af  +  B'x  +■  C'x2)  =  J.  +  Bx  +  Ca2. 

24.  Der  Bogen  einer  ebenen  Curve,  gemessen  von  einem  festen 
Punkte  A  bis  zu  einem  Punkte  P,  dessen  rechtwinkelige  Coordinaten  x 
und  y  sind ,  werde  mit  s  bezeichnet.  Man  bestimme  die  allgemeinen 
Gleichungen  in  Cartesischen  Coordinaten  von  denjenigen  Curven ,  für 
welche  die  folgenden  Gleichungen  respective  bestehen : 
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(1) 

s  .=  (#2  -f  y2)k. 

(2) 

s  =  c  arc  tancf  —  • 

J  X 

(3) 

fdy\2            dx  d2x 
\dsj             ds  ds2 

(4 

dy 

S    z=z    Ci  -zr— 

dx 

(5) 
(6) 

ds    .    n      d2  s 
dy     '       J   dyÄ 

s  =  (x2  -f  2cx)k. 

(?) 

s  =  \y2  -f-  mx2)k. 

25.  Man  suche  die  allgemeine  Differentialgleichung  aller  Parabeln, 
welche  die  Achsen  berühren  und  eine  Berührungssehne  von  constanter 
Länge  haben.    Man  löse  die  erhaltene  Gleichung. 

Man  suche  ebenso  die  Differentialgleichung  aller  Parabeln,  welche  die 
Achsen  berühren. 

26.  Man  integrire  vollständig  die  Differentialgleichung  der  Curve,  in 
welcher  der  Krümmungsradius  dem  von  einem  festen  Punkte  aus  ge- 
messenen Bogen  proportional  ist. 

27.  Man  suche  die  Curve  ,  bei  welcher  das  Product  der  von  zwei 
festen  Punkten  auf  die  Tangente  gefällten  Lothe  constant  ist. 

28.  Man  suche  die  Curve,  welche  eine  Evolute  von  derselben  Art, 
wie  sie  selbst  ist,  besitzt. 

29.'  Man  suche  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die 
Curve,  deren  Krümmungsradius  w-mal  so  gross  ist  als  die  Normale,  und 
zeige,  dass  sie  für  ein  ganzzahliges  n  immer  in  endlicher  Form  integrir- 
bar  ist. 

Insbesondere  zeige  man,  dass  die  Curve  für  n  —  —  2  eine  Cykloide, 
für  n  =  —  1  ein  Kreis  und  für  n  =  -f-  1  eine  Kettenlinie  ist. 

30.  Man  bestimme  ein  System  von  Curven ,  welche  eine  Schaar 
confocaler  Ellinsen  unter  einem  anderen  _. als  einem  rechten  Winkel 
schneiden.  .  (Mainardi.) 

31.  Man  bestimme  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curven: 

(1)  .  '  x2  -j-  y2  =  ex, 

(2)  x2  +  y2  +  c2  =  1  +  2  c  x  y, 

(3)  xB  -\-  yB  ~  3  a  xy, 

(4)  rrf  =  c2, 

wo  in  der  letzten  r  und  r'  die  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  sind. 

32.  Die  Curve,  für  welche  die  Ordinate  und  Abscisse  des  Schwer- 
punktes der  zwischen   den  Ordinaten  x -  =  a  und  x  =  x  .eingeschlossenen 

-10* 
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Fläche    dasselbe  Verhältniss  haben,   wie   die    begrenzende  Ordinate  y  und 
die  Abscisse  x,  wird  gegeben  durch  die  Gleichung: 

CJ-  _  5!  — 
xs         y3 

33.  Die  Curve,  deren  Polargleichung  rm  cos  m  &  =  am  ist,  rollt  auf 
einer  festen  geraden  Linie.  Indem  man  diese  Gerade  als  #-Achse  nimmt, 
zeige  man,  dass  die  von  dem  auf  der  rollenden  Curve  gelegenen  Pole  be- 
schriebene Curve  zur  Gleichung  hat: 

äx  =  \[^)i^i  —  i       äv- 

Im  Besonderen  zeige  man,  dass  für  2m  =  1  die  beschriebene  Curve 
eine  Kettenlinie,  für  m  —  2  eine  elastische  Curve  ist.     (Freuet.) 


34.     Man    zeige ,    dass ,     wenn    ein     erstes   Integral     der    Gleichung 
gleichung  lautet: 


— %  =  f  (x,  y)  in   der  Form  — —  =  tp  (x,y,c)    gegeben  ist ,    die   Stamm 

Ct  X  Lv  JL> 


I  Tu  ^dy  ~  (pcl(£)  ~  a 


(Jacobi.) 
Ein  erstes  Integral  von  -r-^  =  2/(1  4"  2  temeß  x)   ist   von   der  For 

Cl  X 

cly 


y  cp  (x)  -f~  c  ijj  (x) ;  man  bestimme  die  Stamm  gleichung 


Fünftes    Capitel. 

Integration  durch  Reihen. 

§.  83. 

Es  kann  vorkommen,  dass  eine  Differentialgleichung,  deren 
Lösung  gesucht  wird,  zu  keiner  der  vorher  angeführten  Classen, 
welche  sämmtlich  von  einer  gewissen  besonderen  Form  sind,  gehört, 
dass  daher  die  auf  jene  anwendbaren  Methoden  versagen;  man  hilft 
sich  dann  damit,  den  "Wertn  der  abhängigen  Veränderlichen  durch 
Annäherung  zu  ermitteln.,  Die  Form  der  näherungsweisen 
Bestimmung,  welche  am  häufigsten  angewendet  wird,  ist 
die  mittelst  convergirender  Reihen;  indem  man  eine  sehr 
grosse  Zahl  von  Gliedern  beibehält,  kann  man  den  Fehler  beliebig 
klein  machen  und  die  Reihe  als  den  Werth  der  Veränderlichen  be- 
trachten. Dass  diese  Methode  von  vornherein  sich  rechtfertigen 
lässt,  kann  man  folgendermaassen  zeigen. 

Die  gegebene  Gleichung  ist  eine  Relation  zwischen  den  auf 
einander  folgenden  Differentialquotienten  von  y\  sie  lässt  sich  als 
eine  Gleichung  betrachten,  welche  denjenigen  von  der  höchsten 
Ordnung    als    Function    derer    von   niederer   Ordnung   ergiebt.     So 

würde  sie  z.  B.,  wenn  sie  von  der  zweiten  Ordnung  wäre,   — -    als 

dx2 

Function   von  ~-  und  y  ergeben.     Differentiirte  man  sie  einmal,  so 
dx 

-.-    •  d*y  -.  ^      .  ^y   dy     ■*      i  i    ■*   c^y  ■,    * 

würde  sie  — —  als  h  unction  von  — — ,   -r-  und  iL  d.  n.,  da  -r-z  durch 
dxd  dx2     dx  dx2 

—  und  y  ausdrückbar  ist,  als  Function  von  diesen  beiden  ergeben, 

Ci  X 

u.  s.  w.  für  jeden   der  Differentialquotienten  von  höherer  Ordnung, 

die  sich  auf  diese  Weise  darstellen  lassen  als  Functionen  von  -—  und  y. 

dx 
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Indessen  giebt  die  Differentialgleichung  keine  Beziehung  zwischen' 
-—  und  y,   die    somit   unabhängig  von   einander  sind.     Man   nehme 

CvX 

nun  an,  dass  man  dem  x  einen  "Werth  a  beilege,  und  dass  für  die- 
sen  Werth.  von    x  gesetzt  werde  y  =  A  und  —   =  J5,  welche!; 

dx 

im.  Allgemeinen  willkürliche  Constanten  sind.  Alsdann  liefern  di§ 
Gleichungen ,  welche  durch  suecessive  Differentiation  entstanden 
sind,  die  Werthe  der  Differentialquotienten  von  y  der  auf  einander 
folgenden  Ordnungen  für  x  =  a.  Diese  mögen  mit  C,  D,  JE  . .-. 
bezeichnet  sein.  Wenn  nun  der  "Werth  von  y  cp  (x)  ist,  welches, 
wie  wir  annehmen,  eine  Function  ist,  die  sich  nach  dem  Taylor '- 
sehen  Satze  in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  fort- 
schreitende convergente  Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhalten  wir: 

cp  (x)  —  tp{a-\-(x—-a)) 

äcp(a)      (x — a)2d2<p(a)      (x — ä)3d*cp(a) 


=  (p  (ä)  +  (x  —  a)  - 


da  "    '       2!        da2      '        3! 


worin    — ■    den    Werth    bedeutet,    welchen    — — —     annimmt, 

dar  dxr 

wenn   man   nach   der  Differentiation   a  für  x  schreibt.      Setzt  man 

nun  für   die   verschiedenen  Differentialquotienten   ihre  Werthe  ein, 

so  erhält  man : 

y  =  9(x)  =  A+B(x-a)  +  C^=^+D^=^-+---, 

und  diese  Reihe  ist,  wenn  sie  convergirt,  eine  Lösung  der  gegebe- 
nen Grleichung. 

Es  niuss  bemerkt  werden,  dass  für  irgend  einen  besonderen 
Werth  von  x  die  Differentialgleichung  nicht  den  Differentialquotien- 
ten der  höchsten  Ordnung,  sondern  einen  von  niedrigerer  Ordnung 
bestimmen  könnte.     So  würde  zwar  die  Grleichung 

d2y    .    2n  dy 

Cv  X  X     Cv  X 

d2y 
für  jeden  anderen  Werth  für  x  als  Null  den  Werth  von  — 9  bestim- 

men,  für  x  =  0  aber  würde  sie  -r—  =   0   ergeben,  wenn  wir   un- 

ax 

endlich   grosse  Werthe  für  irgend  einen  Differentialquotienten   als 

ausgeschlossen  betrachten. 
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Die  vorstellend  angegebene  Methode,  und  eine  andere,  welche 
in  der  Praxis  für  sie  eintritt  und  die  im  nächsten  Paragraphen  aus- 
einander gesetzt  werden  wird,  ist  beinahe  unbrauchbar  in  dem  Falle 
von  Gleichungen,  welche  weder  linear  sind,  noch  sich  so  transfor- 
miren  lassen,  dass  sie  linear  werden.  Für  solche  Gleichungen  würde 
die  Bestimmung  von  mehr  als  einigen  wenigen  der  ersten  Glieder 
der  Entwicklung  ausserordentlich  beschwerlich  werden. 

1.  Aufgabe.  Wir  wollen  die  vorstehende  Methode  auf  die 
Gleichung  anwenden: 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  wmal,  so  giebt  dieselbe: 
dn+*y    .        dny    .        dn-1y 
dxn+2  ^       dxn  ^      dx»-1 
und  daher  für  x  =  0 : 

'dn+2y 


dn+2y\    _  ___      /dn-1y\ 


Nun  lässt  die  gegebene  Gleichung  y  und  —  willkürlich;  es  sei 

cl  x 

etwa  y  =  A  und  •— -  =  B  für  x  =  0.     Ferner  ist  ■-—„   =  0    für 

dx  dx2 

X  =  0.     Daher  erhalten  wir: 


W^+Vo  —  ~~~ 3p 


'd**-*y 

dxSv-^Jo 

d2y 


3p  (3p  -3)  V/7^_4 


=  (-l),3p(3i,-3)...6.3^Vo 

=  0. 
Analog : 

».=<-"«"-""-«-'-'(£). 

=  (—  1)p  (3jp  —  1)  (3jp  —  4) . . .  5  .  2  .B 
und 

(S- )0 = (~ l)p  (3p  ~ 2)  {3p  ~ 5)  ■■  • 4  ■ 1  • iy)o 

—  (—  1)*  (3p  —  2)  (3p  —  5) ...  4 . 1 .  A. 
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Die  Entwickelung  von  y  ist  nach  dem  Maolaurin'schen  Satze: 
,  ,     ,      (dy\    ,   xl  {d'iy\    .   a;3  /d'hj\    ,   x*  /d*y\    . 


=  a[i-±z*+  ^  xfi  -l-4i^  * 


efa/o      2!  WVo  r  3!  \fi*7o      4!  \dx*J0 
1  1.4  1.4. 

Dies  ist  die  Summe  zweier  convergenten  Reihen  und  enthält  zwei 
willkürliche  Constanten;  es  ist  demnach  die  Stammgleichung  der 
gegebenen  Gleichung. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(2)  f£  +  ax*y  =  0. 

3.  Aufgabe.     Man  bestimme  ein  Integral  der  Gleichung 

xl2y     .   dy    , 
<i#2    '   d#    '        ^ 


in  der  Form: 

.  r  m  x   ,    m2  &2  m3  #3       , 

27  L  i7"  ~*""'l2.22  ~  12.22.32  ~^" 


m3  #3 
12.  22  ~~  12.22.32  "^  l2  .  22  .  32  .  4 


§•  84. 

Die  vorstehende  Untersuchung  zeigt,  dass  man  mittelst  der 
Differentialgleichung  und  der  Entwickelung  einer  Function  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  nach  dem  Taylor'schen  oder  Macl.au- 
rin' sehen  Satze  einen  Ausdruck  in  Form  einer  Reihe  für  die  ab- 
hängige Veränderliche  erhalten  kann.  Anstatt  aber  diesen  Weg, 
der  zuweilen  sehr  beschwerlich  ist,  zu  verfolgen,  ist  es  besser,  das 
'  Princip  festzuhalten,  dass  •  man  eine  Reihe  finden  kann,  und  dem- 
nach für  y  irgend  eine  nach  Potenzen  von  x  mit  unbestimm- 
ten Coefficienten  und  Exponenten  geordnete  Reihe  anzu- 
nehmen. Diese  Reihe  hat  man  sodann  für  die  abhängige  Veränder- 
liche in  die  Differentialgleichung  zu  substituiren,  und  da  sie  eine 
Lösung  von  dieser  Gleichung  sein  soll,  so  müss  sie  die  Gleichung  zu 
einer  Identität  machen.  Die  Vergleichung  der  Exponenten  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  wird  das  Fortschreitungsgesetz  derselben- 
angeben,  und  die  Vergleichung  der  Coefficienten  der  verschiedenen 
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Glieder,  welche  dieselbe  Potenz  der  Veränderlichen  enthalten,  wird 
die  gesuchten  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  in  dem  an- 
genommenen Ausdruck  liefern.  Dieser  letztere  wird  dann  für 
solche  Werthe  der  Veränderlichen,  für  welche  die  Reihe  convergent 
bleibt,  eine  Lösung  darstellen. 

§•  85. 

Da  die  eben  angeführte  Methode  der  früheren  in  Wirklichkeit 
äquivalent  ist,  so  ist  sie  für  die  Lösung  von  nicht  linearen  Glei- 
chungen ebenso  wenig  geeignet;  viele  Mühe  aber  spart  man  sich 
durch  sie,  wenn  die  zu  lösende  Differentialgleichung  linear  ist. 
Eine  der  wichtigsten  Formen,  auf  welche  sie  besonders  an- 
wendbar ist,  ist  diejenige,  welche  folgendermaassen  ge- 
schrieben werden  kann: 

worin  9  und  i/>  algebraische  rationale  ganze  Functionen  sind.  Um 
diese  zu  lösen,  setze  man: 

y  =  Ax  xm^  -f  A2  xm*  -f  Äo0  xm*  -} , 

wobei  die  Exponenten  m1?  m2,  m3 \ . .  der  Grösse  nach  in  aufsteigen- 
der Reihe  geordnet  sind.     Da 

w  (  x  -—  )  xn  =  cp  (n)  xn 
\    dxj     ■ 

ist,  so  giebt  die  Gleichung,  wenn  man  darin  den  Werth  von  y  sub- 
stituirt : 

A±  cp  (wtx)  xmi  -{-  A2cp  (m2)  xm*  -(-••• 
+  Ax  #  0%)  x^-1  +  A22Jj  (m2)  x^-1  +  •  •  •  =  0. 

Hierin  ist  m^  —  1  der  niedrigste  Exponent  und  zwar  tritt  er 
nur  in  einem  einzigen  Gliede  auf.  Da  die  linke  Seite  der  eben  hin- 
geschriebenen Gleichung  identisch  verschwinden  muss ,  so  muss 
dieses  Glied  verschwinden,  und  demnach  ist: 

A  *  0%)  =  0, 

oder,  da  Ax  ein  Coefficient  eines  wirklich  vorkommenden  Gliedes 
ist  und  daher  nicht  verschwinden  kann,  es  muss  sein  ; 

ty  (m2)  =~0, 
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Eine  Vergleichung  der  Exponenten   der  übrig  bleibenden  Glie- 
der zeigt,  dass 

m1  =  m2  —  1  ,     und  daher    m2  =  mi  -j-  1 
m2  =  m3  —  1 ,        „       „         wi^  =  mi  +  2 
u.  s.  w. 
ist,  während  eine  Vergleichung  der  Coefficienten  derjenigen  Glieder, 
welche  den  nämlichen  Exponenten  enthalten,  giebt: 
A±  (p  (%)  -f  A2  ip  (m2)  =  0 
Ä2  (p(m2)  +  -43^(m3)  =  0 

U.    S.   W.   . 

Es  werde   nun   irgend    ein  Werth   von  m1  genommen,   der  ge- 
geben ist  durch  die  Gleichung   jjj  {mx)  =  0,    etwa  mx  =  a,  und  es 
werde  AL,  da  es  vollständig  willkürlich  ist,  mit  .4  bezeichnet;  dann 
bestimmen  sich  die  übrigen  Coefficienten  durch  die  Gleichungen : 
_  cp(a) 

A    —  —  y(ffl+^   A    —  j_      9°  («)  y  («  +  1)      . 

^  1>  (a  +  2)  ^2         ~^tf>  (o  +  1)  *-(«  +  2)  ^ 

und  so  fort  für   die  höheren .  Coefficienten.     Der  zugehörige  Werth 
von  y  ist  demnach: 


<p  (a)  (p  (a  ~\~  1)  9  (a  -j-  2) 


^(a+l)*(a  +  2)^(a-+3) 
Die  Ausdrücke,  welche  von  den  anderen  "Wurzeln  abhängen,' 
können  in  analoger  Weise  erhalten  werden;  und  da  die  Gleichung 
linear  ist,  so  ist  die  Summe  aller  dieser  Wer'the  von  y  eine  Lösung. 
Das  wichtigste  Beispiel  dieser  allgemeinen  Form  ist  diejenige. 
Gleichung,  welche  als  Lösung  die  unter  dem  Namen  der  hyper- 
geometrischen Reihe  bekannte  Reihe  hat;  dieselbe  wird  im  nächsten 
Capitel  in  aller  Ausführlichkeit  behandelt  werden. 

1.  Aufgabe.   Man  zeige,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
d2y    .    2n  dy    .  ■       '■ 

dx2    '     x    dx    '       * 
gegeben  ist" durch 

'     r  mx2        ,     m2  #4 1 

V  —  *  L1  —  2(2»+l)  +     2.4.(2^+1)  (2*i+ 3)       '  "J 

4_  7?    1-2*1  [~1  m°°2        4 m2oßi -       1 

-f-  ttx       »j^l  —  2(3__2n)  "^    2.4.(3  — 2»)  (5  —  2 w)       "  J 
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2.  Aufgabe.  Im  Falle  2n  =  1  werden  die  einzelnen,  die 
willkürlichen  Constanten  enthaltenden  Theile  in  der  1.  Aufgabe 
einander  gleich,  indem  jeder  übergeht  in  : 


1 


mx 


2  IW)1  /y4 


22      '    22.42 

Wird  dieses  mit  v  bezeichnet  und  y  —  uv  =  w  gesetzt,  wo 
u  und  w  zu  bestimmen  sind,  so  haben  wir,  wenn  wir  substituiren, 
da  v  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung  ist: 

dhv    .    1  dw    ,  ,       fd2u  ,    1  du\    .    n  du  dv 

dx2        x  dx  \dx2      x  dxj  dx  dx 

Da  wir  zwei  willkürliche  Grössen  u  und  w  haben,  so  können 
wir  ihnen  nach  Belieben  irgend  eine  Bedingung  auferlegen.  Ist 
diese: 

d2u         1   du . 

CL  X  X    Cl  X 

so  ist  der  hieraus  sich  ergebende  Werth  von  u  gleich  A  -\-  B  logx 
und  demnach: 

d2w    ,    1  dw    ,  ,     2B  dv 

J y.    mw    _±.    —   0, 

dx2        x  dx  x     dx 

oder: 

dhv       1  dw  _     f  1       mx2        m2x4:  w3V 

dx~2  +  xdx  +mw  —  2-Bm  \2~~  ~^2  +  22^6  "  22.42.62.8  + ' 

Der.  Werth  von  y  ist  nunmehr  : 

v{A  ~\-  Blogx)  -f-  w 
und  enthält  daher  zwei  willkürliche  Constanten,   die  für   das  voll- 
ständige Integral  noth wendige  Anzahl;  wir  suchen  daher  nur   ein 
,  particuläres  Integral  der  Gleichung  in  w.      Um   dieses  zu  erhalten, 
setzen  wir: 

w  =  B'  +  JB1  x  -f  B2  x2  +  Bo0  x*  +  Btx*  -f  •  •  • 
■  Dann  ist : 

£?  +  i^  =  ^  +  2*B,+3>Btx  +-  -h*A^  4-  - 

Cl  X  X     Cv  X  X  '    - 

Substituiren  wir  dies  und  setzen  die  Coefficienten  der  verschie- 
denen Potenzen  von  yx  einander  gleich,  so  erhalten  wir 
aus  dem  Coefficienten  von  x~1 :  J5X  =  0, 
„       „  „  „    x«:    mBf  +  22B2  =  Bm, 

„       „  „  „    x*:    32JS3+^i  =  0, 
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aus  dem  Coefficienten  von  x2n~1  :(2n-{-  l)2 B2n+i  +  mB^-x  =  0, 

Bm2 

„  „    x2:       ^BiA-mB2  =  —  Y~l^ 

„        „  „  „     x^~-2:(2n)2B2n+mB2n_2 

v        ;      '  2.43.62'...(2w  —  2)2,2w 
Diese  Gleichungen  geben: 

jftjL   =  0  =  J?3    =   •  •  •   =  2^2 »— 1  =   '  '  '  j 

so  dass  also  keine  Glieder  mit  ungeraden" Potenzen  von  x  m  w  vor- 
kommen.    Für  die  Coefficienten  von  geraden  Potenzen  erhalten  wir: 


B2  = 

:5™ 

4 

—  B 

,  m 
1 

B±  = 

:  — J? 

m2 

27T3  " 

B* 

«2 

I2 

= 

—  J? 

m2 
22.42 

(i 

+ 

0 

4-  B 

m2 
22.42 

B6  = 

:    +B 

m3 

— 

Bi 

m 
Ö2 

2.42. 

63 

= 

+  B 

m3 

G 

■  + 

1 
2 

+ 

0- 

22.42. 

62 

und 

allgemein : 

B^n 

=  (-1)- 

-^TT* 

m1 

a  i  a<2 

« 

# 

+ 

1 

-,+' 

B' 


23.42.62' 


4.    (_  l)n  #  — 


22.42.62...(2w)2 
Demnach  ist  der  Werth  von  y: 

.,  .    .    _,  T       x  I  m«2    (    m2x4  m3#6        ,    .    1 

(4 +  J3 Zop aD  (1  -  -^-  +  2^-   2,,4,;6,  +-•/ 


,  f  m#2        m2#4  m3#6      , 

I     "       2^~        22.42  ~~  ^T^PTß2       ' 

.  Py  f  (-1)*™*^»  /1  ,    i.   ....  .i-.i  +  i 

^        ^  \22.42.62...(2^)2  \^       w—  1  ^3.    -2    ' 

Da  J5'  unbestimmt  ist,  so  kommen,  scheinbar'  drei  willkürliche 
Constanten  vor.  Wie  man  sieht,  ist .  aber  der  'mit  B'  multiplicirte 
Ausdruck  derselbe,  wie  "der  mit  A  multiplicirte;  daher  vereinigen 
sich  diese  beiden  Constanten  zu  einer  neuen  willkürlichen  Constan- 
ten A\  welche  für  A  -\-  B'  gesetzt  werden  kann. 
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3.  Aufgabe.     Man  bestimme  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

d2  y    .   dy    ,  ~ 

d^2    '   dx 
in  der  Form: 

2/  =  2JB^  -_  +  ____  +    ...j 

+  (J  -  ]7  +   iT13  -  1^2^32  +  12.22, 32,  42  - -j  (^+ g  %  »)■ 

(Fourier.) 

4.  Aufgabe.     Man  integrire  die  folgenden  Gleichungen 

(2)       (<r  —  aj3)  ^/  jr  (i__3^2)  ^  —  ^^  0 
w       v  J  dx2    '    v  ;  d«  ^ 

durch  Reihen  und  drücke  die  Integrale  derselben  in  endlicher  Form  aus. 


§.86. 

Es  sind  noch  zwei  specielle  Punkte  hervorzuheben, 
die  bei  der  Integration  einiger  Differentialgleichungen 
zur  Erscheinung  kommen;  obwohl  dieselben  einer  und  dersel- 
ben Ursache  ihre  Entstehung  verdanken,  so  erfordern  sie  doch  eine 
gesonderte  Behandlung. 

Um  ein  Beispiel  von  dem  einen  zu  haben,  wollen  wir  zu 
der  als  Lösung  der  Gleichung 


gefundenen  Keihe  zurückkehren,  welche  war : 

1       ■   V(fi+1)  i>  (a  +  1)  *l>  (a  +  2)  J 

wobei  die  konstante  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 

il>  (m)  =  0 
war.  E>iese  Gleichung  wird  gewöhnlich  mehr  als  eine  Wurzel  haben; 
irgend  eine  andere  Wurzel  möge  mit  1)  bezeichnet  werden.  In  dem 
Falle  nun,  wo  fr  um  irgend  eine  ganze  Zahl  h  grösser  als  a  ist, 
hört  die  Lösung  in  der  oben  angewendeten  Form  auf  gültig  zu 
sein ;  denn  in  dem  Nenner  des  Coefficienten  von  xh  in  dem  Klammer- 
ausdruck tritt  der  Factor  ü  (a  -f-  Je)  oder  ip  (b)  auf,  welcher  gleich 
Null  ist,  so  dass,  wenn  nicht  auch  ein  verschwindender  Factor  im 
Zähler  vorkömmt,  der  Coefficient-  augenscheinlich  unendlich  gross 
wird. 
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In  einem  solchen  Falle,  wo  in  dem  Zähler  kein  verschwinden-, 
der  Factor  vorkommt,  müssen  wir  zu  den  ursprünglichen  Gleichun- 
gen zurückkehren,  aus  denen  die  Eeihe  abgeleitet  war,  und  diese 
waren : 

Ä1cp  (a)  +  A2.il>  (a  +-  1)  =  0 

A2<p(a  +  l)-\-.  AA  ty <(a  +  2)  =  0 


Aic(p(a  +  k—l)  +  Ak+i^(a-\-Jc)  .=  0. 
Da  nun  ty  (a-\-k)  verschwindet  und  A^i  als  Coefficientan  einer 
als  convergent  vorausgesetzten  Eeihe  nicht  unendlich  gross  ist,  so 
folgt,  dass  entweder  A]C  oder  cp  (a  -\-  Je —  1)  -verschwindet.  Lässt 
man  den  letzteren  Fall  in  Berücksichtigung  der  Voraussetzung,  dass 
in  dem  Zähler  kein  verschwindender  Factor  vorkommen  soll,  ausser 
Acht,  so  haben  wir  A]t=0  und  finden  daher  aus  den  vorhergehen- 
den Gleichungen,  dass  die  Coefficienten  A^  A2l  ...,  -4fc— i  sämmtlich 
gleich  Null  sind.  Daher  verschwindet  der  Theii  der  *Reihe,  welcher 
dem  Gliede  xlc  innerhalb  der  Klammern  vorangeht,  wegen  der  Coef- 
ficienten, und  die  Reihe  muss  in  Wirklichkeit  mit  dem  Gliede  CxaJr1c1 
d.h.  mit  Cxh,  anfangen.,  Und  diese  Reihe  ist  diejenige,  welche  aus 
der  Wurzel  b  der  Gleichung  ijj  (m)  =  0  entspringt.  Eins  der 
particulären  Integrale  ist  auf  diese  Weise  verschwunden,  um  aberx 
an  seiner  Stelle  ein  anderes  zu  erhalten,  können  wir  ebenso  ver- 
fahren, wie  in  der  2.  Aufgabe  in  §.  85.  Bezeichnen  wir  mit  v  das 
eine,  welches  bleibt  und  das  andere  in  sich  aufgenommen  hat,  so 
können  wir  setzen: 

y  —  uv  -f-  w, 

und  können,  nachdem  wir  eingesetzt  haben,  irgend  eine  Relation 
festsetzen,  welche  zur  Bestimmung  von  u  und  w  dienen  und  die 
Lösung  der  Differentialgleichung  erleichtern  soll.  Diese  Relation 
wird  in  der  Regel  durch  die  besondere  Form  der  Gleichung  be- 
stimmt sein. 

1.  Aufgabe.    Man  betrachte  die  Differentialgleichung: 

X2  fl      (x2+±x)p.  -+-  4 2/  =  0. 
dx2      v      '  dx  J 

Substituirt  ■•man  hierin: 

y  ==  AQ  X™  4"  A1  xm+1  -f-  A^X™^  -f-   •  •..• 
(dies  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  die  nothwendige  Form),  so  findet  man  als 
die  Gleichung,  welche  m  bestimmt: 

m  (m  —  1)  —  4  m  -|-  4  =  0, 
d.  i.  (m  —  1)  (m  —  4)   =  0. 
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Hiernach  ist  a  =  1  und  b  =  4,  so  dass  die  beiden  Wurzeln  sich  um 
eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Man  wird  finden,  dass,  wenn  man  die 
Wurzel  m  —  1  nimmt,  die  Gleichung  von  der  besprochenen  Form  ist, 
und  dass  die  Glieder  bis  zu  3?4,  dieses  ausgeschlossen,  verschwinden,  wäh- 
rend die  aus  der  Wurzel  m  —  4  abgeleitete  Reihe  Ax^ex  ist.' 

Man  vervollständige  die  Lösung. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


§.87. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Betrachtung  des  anderen  spe- 
ci eilen  Punktes  über.  Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  dass  in 
dem  Zähler  kein  verschwindender  Factor  vorkommen  solle,  und  wie 
in  diesem  Falle  das  Kesultat  zu  ändern  ist,  ist  angegeben  worden. 
Es  kann  jedoch  ein  verschwindender  Factor  in  dem  Zähler  irgend 
eines  der  Coefficienten  der  in  den  Klammern  eingeschlossenen  Glie- 
der auftreten,  und  zwar  entweder  in  dem  Gliede,  in  welchem  auch 
ein  verschwindender  Factor  in  dem  Henner  vorkam,  oder  in  einem 
früheren  Grliede.  Im  letzteren  Falle  verschwinden  alle  die  Glieder, 
welche  in  den  Nennern  der  bezüglichen  Coefficienten  keinen  ver- 
schwindenden Factor  haben;  und  wenn  ein  solcher  Factor  niemals 
in  einem  späteren  Gliede  vorkommt,  so  wird  die  Beihe  mit  dem- 
jenigen Gliede  endigen,  welches  dem  den  verschwindenden  Factor 
im  Zähler  enthaltenden  Gliede  unmittelbar  vorhergeht;  es  wird  dem- 
nach die  Lösung  in  endlicher  Form  dargestellt  sein.  Es  kann  aber 
auch  irgend  ein  verschwindender  Factor  in  dem  Henner  eines  spä- 
teren Gliedes  vorkommen;  alsdann  wird  der  Coefficient  dieses  Glie- 
des die  unbestimmte  Form  —    annehmen ,    während    die   dazwischen 

liegenden  Glieder  verschwinden,  und  alle  darauf  folgenden  Glieder 
werden  eben  diesen  unbestimmten  Coefficienten  enthalten.  Die 
Beihe  wird  dann  von  der  Form  sein : 

Axa  +Bxa+1  +  --  +  Fxa+f+  -  (Kxa^  -f  L a;«+*+1  +  ...), 

worin  Je—  1  nicht  kleiner  als  /  ist.    Dies  können  wir  schreiben : 
,   B 


AX 


B  F 

wobei    A    willkürlich   und    "7''"'~J  ^es^mm^e  Constanten   sind; 
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ebenso  ist  M,  welches  gleich  K  X  —  ist,  willkürlich  f  wegen  der  Un- 
bestimmtheit yon  --  ),  dagegen  sind  ~  ,  •  •  •  bestimmt.    Diese  Reihe  ist 

eine  Lösung  der  entsprechenden  Differentialgleichung,  sie  wird,  daher 
auch  eine  Lösung  sein,  wenn  man  für  die  willkürliche  Constante  einen 
speciellen  Werth  setzt.    Daher  ist 

xa  +  —  x**1  +  '••  +  T  ^a+/), 

welches  man  erhält,  wenn  man  M  =  0  setzt,  eine  Lösung.  In 
einem  solchen  Falle  giebt  es  also  immer  eine  Lösung  der 
Gleichung,   die  in  endlicher  Form   darstellbar  ist. 

1.  Aufgabe.    Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

*2S  +  (a;+a;2)S  +  (a;-9)J/  =  0- 

Setzen  wir: 

y  =  Axm  +  Bxm+1  +  •••, 

so  ist  die  Gleichung,  durch  welche  m  zu  bestimmen  ist: 

m*  —  9  =  0, 
und  daher: 

m  ■==■  —  3    oder    -f~  3. 

Für  die  Wurzel  — -  3  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  die  Reihe : 

[2         2.1  1 

\—~  xA-^—x2-^  Gliedern  mit  #3,#4,  xb,  welche  verschwinden 
5        5.8  J 

+A^      (-2)(-D0.1-.2.3       _ 


(-5)  (-8)  (-9) (-8) (-5).  0 

_      (-2)  (-1)  .0.1.2. 3.4        7 
~~  (-5)  (-8)  (-9)  (-8)  (-5)  0.7*' 

Schreibt  man  M  an  Stelle  von 

(-2)  (-1)0.1.2.3 


(-5)(-8)(-9)(-8)(-B).0 

so  wird  die  Reihe  : 


[2  2    11 


r       4      ,  4.5  n  4.5. 


(42-32)  (52-32)         (42-32)(52-32)(62-B2)  ' 
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und  bestätigt   somit   den    Satz,   dass   eine   Lösung  der  Gleichung  in 
endlicher  Form  ausdrückbar  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  bestätige  den  allgemeinen  Satz  in  dem  Falle  der 
Gleichung: 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


dx2 


-+-(«—  2m)  j|  +(m*  —  qm  —  ^  y  =  0. 


§•  88. 

Fernere  Beispiele  für  diese  speciellen  Fälle  werden  später  vor- 
kommen; es  ist  daher  gegenwärtig  nicht  nöthig,  sie  in  grösserer 
Ausführlichkeit  zu  betrachten.  Noch  manche  andere  Punkte  kom- 
men vor,  die  im  Zusammenhange  mit  speciellen  Gleichungen  zur 
Erörterung  gelangen  werden.  So  ist  z.  B.  nicht  gezeigt  worden,  dass 
eine  Reihe  stets  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  fortschreiten  muss,  vielmehr  wird  die  Ver- 
gleichung  der  Glieder  in  der  Differentialgleichung,  nachdem  der 
Ausdruck  für  die  abhängige  Veränderliche  darin  substituirt  ist,  die 
Natur  der  Reihe  anzeigen v  In  dem  Falle,  wo  eine  der  Lösungen 
verschwindet,  ist  eine  Methode  angeführt  worden,  welche  von  Vor- 
theil  sein  wird,  um  die  dadurch  verursachte  Lücke  auszufüllen ;  eine 
andere  wird  nachher  angegeben  werden.  In  der  That  hängen  die 
'  Schwierigkeiten,  die  hierbei  entstehen,  in  der  Regel  mit  speciellen 
Gleichungen,  nicht  aber  mit  der  allgemeinen  Gleichung  zusammen; 
deshalb  sollen  auch  einige  specielle  Gleichungen  betrachtet  werden. 
Unter  den  Gleichungen  von  specieller  Form  giebt  es  vier, 
welche  wichtiger  als  die  übrigen  der  durch  Reihen  auf- 
lösbaren Gleichungen  sind;  dieselben  sind : 

Erstens  die  Differentialgleichung  der  hypergeometri- 
schen  Reihe,  welche  im  nächsten  Capitel  für  sich  discutirt  werden 
wird. 

Zweitens  die  Lege ndre' sehe  Gleichung. 

Drittens  die  Bessel'sche  G-leichung. 

Viertens  die  Riecati'sche  Gleichung. 

Die  letzten  drei  sollen  nun  der  Reihe  nach  behandelt  werden. 
Dabei  muss  man  natürlich  im  Auge  behalten,  dass  das,  was  hier 
gegeben  werden  wird,  nur  die  vollständige  Lösung  der  Differential- 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  \\ 
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gleichungen  ist,  dass  es  aber  nicht  auf  eine  erschöpfende  Erfor- 
schung der  ^Eigenschaften  der  betreffenden  durch  die  abhängigen 
Veränderlichen  bestimmten  Functionen  abgesehen  ist. 

Die  Legendre'sche  Differentialgleichung. 

§.  89. 
Diese   Differentialgleichung  lautet: 

(1  — s»)  p-2  -  2x  pL  +  n  (n  +  1)  y  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

'h\p-*d<& +  *<*  +  »'  =  «> 

worin  die  Grösse  n  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  kommt 
häufig  vor  bei  Untersuchungen,  die  mit  Fragen  aus  fast  allen  Ge- 
bieten der  angewandten  Mathematik  zusammenhängen;  in  solchen 
Fällen  ist  n  gewöhnlich,  aber  nicht  immer,  eine  positive  ganze  Zahl. 
Die  Gleichung  ist  von  der  zweiten  Ordnung  und  hat  daher  zwei 
von  einander  unabhängige  particuläre  Integrale,  und  jedes  andere 
particuläre  Integral  lässt  sich  durch  diese  beiden  ausdrücken;  man 
wird  jedoch  finden,  dass  die  Form  dieser  beiden  fundamentalen 
particulären  Integrale  eine  verschiedene  ist,  je  nachdem  w  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist  oder  nicht. 

Wir  wollen  nun  diese  Integrale  suchen.    Der  allgemeinen  Me- 
thode der  Integration  durch  Reihen  gemäss  setzen  wir: 

y  =-A1xm*  -f   A2xm*  +  A%ms  +  •'• 
und  substituiren  dies ;  dadurch  erhalten  wir : 
n  (n  +  1)  (Äx  xm*  +  A2  xm*  -f  Äs  xm3  +  •  •  •) 

=  ^-  { (x2  —  1)  (m±  Ax  x^-1  +  m2  A2  xm*~x  +  m3  Az  x™*-1  -\ ) } 

et  x 

=mx  (mx  -\-  l)A±  xm^ —  m1  (mx  —  1)  A1  xm^~% 

-j-  m2  (m2  +  1)  A2  ^m2  —  m2  (m2  —  1)  ^2  x™2~ 2  +  •  *  •  > 

und  dieses  muss   eine  Identität    sein.     Ein    Anblick   der   Gleichung 

zeigt,  dass,  soweit  Potenzen  von  x  in  Betracht  kommen, 

m2  =  .m±  —  2 
m«  —  mq  -—  2 


ist,  oder  dass  die  Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreiten 
muss;   wir  nehmen   daher  jetzt   an,   dass   m^  m2,  m%  ...  der   Grösse 
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nach  in  absteigender  Keine  geordnet  sind,  wobei  ihre  gemeinschaft- 
liche Differenz  gleich  2  ist.  Die  Vergleichung  der  Coefficienten 
derselben  Potenzen  von  X  giebt  für  den  von  xmi : 

\mx  (m1  +  1)  —  n  (n  -\-  1)}  A1  =  0, 
oder : 

(m1  —  n)  (mi  -\~  n -\-  l)  Ax  —  0. 

Nun  kann  Ax   als  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  in   y  nicht 
verschwinden;  daher  ist  entweder 

mx  =  n 
oder 

mx  =  —  (n  -f-  1). 
Die  Relation  zwischen  den  Coefficienten  auf  einander  folgender 
Glieder  ergiebt  sich    durch   die  Gleichsetzung   der  Coefficienten   von 
xmi— 2r+2   auf  beiden    Seiten;    dieselbe   ist  für    Werthe   von   r,   die 
grösser  als  1  sind: 

n  (n  +  l)Ar—  (*%  —  2r  +  2)  (w^  —  2r+S)Ar 

—  (m±  —  2  r  +  4)  0%  —  2  r  -f  3)  Ar-i, 
und  diese  giebt: 

(n  —  mi  +  2  r  —  2)  (w  -f-  mx  —  2r  -{-  S)Ar 

—  —  (mx  —  2r  -f  4)  (?%  —  2r  +  3)  .4r_i. 

§.  90. 

"Wir     betrachten     zuerst     die     Lösung,     welche      dem 
Werthe 

wi1  —  n 

entspricht.  Das  höchste  Glied  ist  alsdann  A1xn1  und  die  Bezie- 
hung zwischen  den  auf  einander  folgenden  A  ist: 

(2r  —  2)  (2n  —  2r  +  3)  Ar  —  —  (n  —  2r  -f  4)  (n  —  2  r  +  3)  Ar-.^ 
so  dass 

_         (m  —  2  r  -M)  (w  —  2  r  +  3) 
r~"~      2(r—  l)(2n  —  2r  +  S)  r~1 

=  n(n-l)(n-2)...(n-2r+A)(n-2r  +  Z) 

{      }       2r-\1.2.3...(r-l)(2n-l)(2n-3)...(2n-2r+3)     * 

ist,  und  daher  wird  die  Reihe: 

A    U_  «("-*)  r.-2    ,  .  »(«-!)■(*- 2)  (n- 3)  _  _ 

M  2(2n— 1)  ^  2.4.(2n— 1)(2m  — 3) 

11* 
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Die  in  Klammern  eingeschlossene  Reihe  möge' mit  yi  bezeichnet 
werden,  welches  "somit  eine  particuläre  Lösung  ist.  Ist  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl,- so  ist  die  Reihe  endlich;  ihr  letztes  Glied  ist, 
wenn  h  gerade  ist: 

(_lY/2n  n(*-l)(n-2)...2.1 

v        ;        2.4...  («-r2)w(2«-l)  (2^  —  3)...  (n  -f-  1) 
oder,  was  dasselbe  ist: 

n\  n\  n\ 


(—    l)Van 

nn  n 
(__  i)V2^-i) 


(y2n)l  (i/2n)I  (V3w)I/ 
während,  wenn  w  ungerade  ist,  das  letzte  Glied  lautet: 
n(n—\)  (n  —  2)  ....  3.2 


2.4...  (w-3)  (^-1)  (2  w- 1)  (2n-3)  . . .  (n  +  4)0+2)     ' 
oder,  was  dasselbe  ist: 

^       '  [V»  (»  -  1)]  t  [V»  (» - 1)]  '•  (2»  -1)1. 

Die  Anzahl  der  Glieder  ist  in  den  beiden  Fällen  respective 
gleich  !/2  n  +  1   und  x/2  (^  +  !)• 

Ist  %  eine  ganze  Zahl,  so  ist  2n  eine  gerade  ganze  Zahl;  es 
kann  daher  in  diesem  Falle  ein  verschwindender  Factor  im  Nenner 
niemals  vorkommen.  Es  wird  somit  die  betrachtete  Reihe  niemals 
zu  der  Classe  gehören,  welche  in  §.  87  behandelt  wurde  und  gleich- 
zeitig zwei  Integrale  liefert. 

Die  Reihe  yx,  multiplicirt  noch  mit 

{2n)\ 

2n.nlnl  ' 

wird,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  in  •  der  Regel  mit  Pn 
bezeichnet;  diese  Function  ist  von  höchster  Wichtigkeit 
bei  physikalischen  Anwendungen. 

1.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass 

2»nt  P„  =j£;'{(*»- 1)»} 

ist  und  dass  Pn  den  Coefficienten  von  zn  in  der  nach  steigenden  Poten- 
zen von  z  fortschreitenden  Entwickelung  von  (1 — -2xz  -\~ z2)—xk  darstellt. 

Hiernach  zeige  man,  dass  v ,  =  (1  —  2x  z  -j-  z2)— xk  eine  Lösung  der 
Gleichung  ist: 


Hz2       '    'bx  \ K  ]  ^X 

2;  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Wurzeln   der  Gleichung  yx  —  0 
sämmtlich  reell  und  numerisch  kleiner  als  1  sind. 
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3.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Summe  der  Coefficienten  in  Pn, 
mit  den  ihnen  zukommenden  Vorzeichen  versehen,  gleich  1  ist. 

4.  Aufgabe.     Man  leite  die  Gleichungen  her: 

(1)  n  Pn  =  (2h—1)%  Pn-1  ~{fl—l)  Pn-2 

d  P 

(2)  .   (x*  —  1)  ~==nxPn-~nPn--i. 

In  dem  Falle,  wo  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  geht  die 
Reihe  y1  ins  Unendliche,  und  für  die  Convergenz  derselben  ist  er- 
forderlich, dass  x  grösser  als  1  ist.  In  dem  besonderen  Falle  aber, 
wo  2w  gleich  irgend  einer  positiven  ungeraden  ganzen  Zahl,  etwa 
gleich  2r — 1,  ist,  besitzt  der  Coefficient  von  xn~2r  im  Nenner 
einen  verschwindenden  Factor  und  es  tritt  im  Zähler  weder  dieses 
Gliedes  ^noch  eines  folgenden  Gliedes  ein  verschwindender  Factor 
auf;  daher  (wegen  §.  86)  können  diejenigen  Glieder,  deren  Expo- 
nenten grösser  als  n  —  2r  sind,  in  dieser  Lösung  der  Differential- 
gleichung nicht  vorkommen;  dieselbe  wird  demnach  anfangen  mit 
xn—2r  un(j  niultiplicirt  sein  mit  einer  neuen  willkürlichen  Constan- 
ten. Da  aber  2n  =  2r  —  1,  somit  n  —  2r  =  —  (n  -\-  1)  ist, 
so  ist  das  Integral  eine  nach  .  fallenden  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende unendliche  Reihe,  welche  mit  x~~(n+1^  beginnt.  Zur  Betrach- 
tung dieses  Integrals  werden  wir  jetzt  übergehen. 


§.91. 

Wir  nehmen  nun  die  zweite  Lösung  der  Gleichung, 
welche  den  Werth  von  ni±  bestimmt;  dieselbe  ist  mx  '  = 
—  (n~\-  1),  so  dass  das  Glied  mit  dem  höchsten  Exponenten  gleich 
A±x~ (n+1)  gesetzt  werden  kann.  Die  Beziehung  zwischen  den  auf 
einander  folgenden  Coefficienten  ist: 

(2n  +  2r  —  1)  (2r  —  2)Ar  =  (n  +  2r.—  3)  (n+  2r  —  2)Ar-i 
für  Werthe  von  r,  die  grösser  als  1  sind,  und  somit: 

(n  +  l)(n+2)...(n  +  2r  —  2)    


~r  —  2^-i. 1.2. 3. ..(r—  l)(2w+  3)(2w+5)...(2-»+2r— 1) 
Die  Reihe  ist  daher: 


A. 


^-(W+1)+     2.(2»  + 8)    X 


(w+l)(w  +  2)(»  +  3)(n  +  4)  5) 

^         2.4.(2w+3)(2w-f-5) 
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Die  in  Klammern  eingeschlossene  Reihe  werde  mit  y2  bezeich- 
net, welches  eine  particuläre  Lösung  ist;  die  Reihe  y2,  raulti- 
plicirt  noch  mit 

2n ,n\  n\ 
(2n  +  1)! 

(wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist),  wird  in  der  Regel  mit  Qn 
bezeichnet.  Damit  dieselbe  convergire,  ist  erforderlich,  dass  # 
grösser  als  1  ist.  Diese  Reihe  y2  oder  die  äquivalente  Function 
Qn  ist  ebenfalls  von  grosser  Wichtigkeit  bei  physikali- 
schen Untersuchungen. 

Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  geht  die  Reihe  ins  Un- 
endliche. 

Ist  n  eine  negative  ganze  Zahl,  so  ist  y2  eine  endliche  Reihe; 
wenn  n  —  —  2  p,  so  beginnt  die  Reihe  mit  x2'p~1  und  enthält 
p  Glieder;  wenn  n  —  —  (2p  -f-  1),  so  beginnt  die  Reihe  mit  x2l) 
und  enthält  p  -f-  1  Glieder. 

Ist  2n  eine  ungerade  negative  ganze  Zahl,  ausser  — 1,  etwa 
gleich  —  (2r-f-  1),  so  hat  der  Coefficient  von  x~ (^+2^+1)  einen  ver- 
schwindenden Factor  im  Nenner,  wogegen  kein  verschwindender 
Factor  in  dem  Zähler  irgend  eines  Gliedes  vorkommt.  Es  können 
daher  wie  vorher  die  vorhergehenden  Glieder  nicht  existiren  und 
die  Reihe  beginnt  mit  ar-(n+2H"1)  und  ist  multiplicirt  mit  irgend 
einer  neuen  willkürlichen  Constanten.  Da  aber  2n  —  —  (2r  -\-l) 
ist,  so  wird  — (n -\-  2  r  -\- 1)  =  n,  oder  es  wird  das  Integral  eine 
unendliche  Reihe  von  fallenden  Potenzen  von  #,  welche  mit  xn  be- 
ginnt, d.  h.  y2  geht  über  in  yx. 

§.  92. 

Wir  erhalten  daher  die  folgenden  Resultate. 

I.  Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  giebt  es  zwei  von 
einander  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung: 
l)-#i,  eine  endliche  Reihe,  2)  y2l  eine  unendliche  Reihe,  und  die 
Stammgleichung  ist: 

y  =  Ayi  +  By*> 

IL    Ist  n  eine  negative    ganze   Zahl,   so   giebt   es  zwei 
von  einander  unabhängige  Lösungen:    1)  «fa,  eine  unendliche 
Reihe,    2)  y2,  eine  endliche  Reihe,  und  die  Stammgleichung  ist: 
y  =  Ayx  +  By2. 
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III.  Ist  n  keine  ganze  Zahl  und  2n  nicht  gleich  irgend 
einer  ungeraden  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl, 
so  giebt  es  zwei  Ton  einander  unabhängige  Lösungen: 
1)  t/i,  eine  unendliche  Keihe,  2)  y2,  eine  unendliche  Reihe,  und 
die  Stammgleichung  ist: 

y  =  Ay1  +  By2. 

IY.  Ist  2n  gleich  einer  positiven  ungeraden  ganzen 
Zahl,  so  giebt  es  nur  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung, da  y1  in  y2  übergeht,  und  zwar  ist  diese  Lösung  eine  un- 
endliche Reihe.  Die  Stammgleichung  ist  daher  nicht  ausdrückbar 
durch  yi  und  y2  allein. 

Y.  Ist  2n  gleich  einer  negativen  ungeraden  ganzen 
Zahl,  so  giebt,  es  nur  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung, da  y2  in  y±  übergeht,  und  zwar  ist  diese  Lösung  eine  un- 
endliche Reihe.  Die  Stammgleichung  ist  ebenfalls  nicht  ausdrück- 
bar durch  yl  und  y2  allein. 


§•  93. 

Es   bleibt   daher   nur  noch    das    vollständige  Integral  in 
den  letzten  beiden  Fällen  zu  suchen  übrig. 

Betrachten    wir    zunächst    den    Fall,    wo    2  n    gleich,  einer 
positiven  ungeraden  ganzen  Zahl  ist,  so  haben  wir  in 
,    ,    (n  +  l)0  +  2)      n   „ 
y2  —  X  +      2(2n  +  3) 

J      (*  +  V  ("  +  2)   (n  +  3)   ^  +  ^  g-n-B      ,    .... 

1  2.4.(2w  +  3)(2w+5) 

eine  ganz  bestimmte  Lösung  und  müssen  nun  eine  zweite  und  hier- 
von verschiedene  particuläre  Lösung  suchen.  Man  nehme  für  den 
Augenblick 

2n  =  2p  +  1  +  & 

an,  wo  #  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,  die  schliesslich  gleich 
Null  gesetzt  werden  soll.  Dann  stellt,  so  lange  &  nicht  gleich  Null 
ist,  der  Ausdruck 

ebenfalls  eine  bestimmte  Lösung  dar;  dies  ist  aber  nicht  mehr  der 
Fall,    wenn    ^   verschwindet,    da   #    als    Factor    im    Nenner    des 
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Coefficienten   von  xn~2l>~ 2  und  aller  niedrigeren  Potenzen   auftritt. 
Nun  haben  wir: 

,    /      1)P n(n-l)...(n-2p  +  l) 

^  v  .  2A...2p(2n— l)(2n— 3)...(2n— 2jp+l) 

^  v      ;      2.4...(2p  +  2)(2^1)(2^-3)...(2^-2jp-l) 

+  (_i)p+2 n(^l)...(n-2^-3), ^ 

-       ;      2.4...(2i?  +  4X2w-l)(2w-3)...(2w~2p-3) 

+  •    '. 


1  2(2w— 1) 


{ 


i    /       nP  n(n-l)..,(n-2ff  +  l)  \ 

^  V       ;     2.4...2^(2^-l)(2w-3)...(2^-2p+l)  .  J 

^-2^-2    -f,       (w_2p— 2)(w— 2ff  — 3)- 

i        2w*-2p— 1{  (2jp  +  4>(2«— 2#— 3)  "^  " 

worin 

w  (n  —  1) . . .  (w —  2  ^  —  1) 


°      ^      ^         ~2A...(2p+2)(2n—l)(2n~3)...(2n—2p  +  l) 

und  daher  bestimmt  und  endlich  ist.     Es  ist  aber: 

n  —  2p  —  2  =  —  (n  +  1)  +  #, 

und  somit: 

xn~2p~2  _  x-(n+i)tXd-  _  x-n-l  (\--\- frlog  x). 

Ferner  ist  der  Coeffieient  von  x~~2r  innerhalb  der  zweiten  Paren- 
these :" 

(- l)r  (n-2p-2)(n-2p-3)...(n-2p-2r-l) 

(2j)+4)(2i9-(-6)...(2i)  +  2'r-)-2)(2n-2i)~3)(2^-2i3-5)...(2n-2i9-2r-l) 

(~l)r(n  +  l-#)(^+2-fr)...(^+2r-#) ^ 

"(2^+3-^)(2^+5-^)...(2^-l-2r+l-^)(^-2)(^-4)...(0'-2r) 

(n-\-l-&)(n  +  2-fr)...(n+2r-&) 

~  (2n+3-fr)(2n+h-&)...(2n+2r+l-&)(2~&)(4:-fr)...(2r-fr) 

(n+l)(n  +  2)...(n  +  2r) 

(2tt  +  3)(2tt  +  5)...(2w+-2r+l).2.4.6...2/    ^  "r    h 
worin 

s=r  s  =  r  1  s=2r 

■  Cv  ==  J£j  —  +  ^  q^-4-2  s-4-1  "  ^ 


2s   '    ^2w  +  2  s  +  1         ^-i  n  +  s 
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ist.     Hiernach  erhalten  wir': 

a  v  —   a  \rn  n(n—  1),      n__2    !     .  .  . 

A^  —  A\x         2(2n-l)X  .     + 

,    f_  1)v  n(n-l)\,.(n--2p  +  l)  \ 

~TK        J    2A...2p(2n—  l)(2n  —  3)"...(2w  —  2^  +  1)  { 

.     ry      ,Mii\  1  +  ^  loqx 
+  öar-^+1>  — '    .     J     X  - 

"l  +  V  ! '»^l)»  +  2)-(n  +  2r) }        j 

^^  I2.4.,.2r(2^.+3)(2n  +  5)...(2n+2r-f  1)V    ^    ' ;         J 

Wird  der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  entwickelt,  so  ist  das 
Aggregat  der  Glieder,  welche  —  enthalten: 

G 

ferner  das  Aggregat  der  mit  log  x  behafteten  Grlieder: 

Cy2logx\ 
und  es  bleibt  das  Aggregat  der  von  &  (und  'augenscheinlich  auch 
von  log  x)  unabhängigen  Grlieder  sowie  ein  weiteres  Aggregat  von 
Gliedern  mit  positiven  Potenzen  von  O1,  von  denen  -die  meisten  be- 
reits vernachlässigt  sind  und  die  sämmtlich  verschwinden,  wenn  %* 
gleich  Null  gesetzt  wird.  Aus  dem  ersten  Theile  der  rechten  Seite 
kommt  noch  ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  von  &  unabhängig  sind, 
sowie  ein  Aggregat  von  Gliedern  hinzu ,  die  mit  #  zugleich  ver- 
schwinden.    Daher  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  : 

V  =  By2  +  Ayx 

'b  -f  -£)  y,  +  C(y2  logx  +  Tn+  Rn), 

oder  nach  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten : 
y  =  Dy2  +   C(y2logx  +   Tn  +  Bn). 
Hierin  steht  Tn  für 
A  L,,        n(n—l)    ^   [ 

./      dp  n(n-l)...(n-2p  +  l).  ) 

^v        J   2A...2p(2n—l)(2n  —  3)....(2n  —  2p  +  l)  J 


G  [  2(2 n—1) 

+ 
und  Bn  für 


-ivl  (n+l)(»+2)...(n  +  2r)  Q       A 

^|2.4...2r(2w+3)(2w+5)...(2w+2r+l)     r         j 
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und  der  "Wertli  von   Gr  ist: 

v'i-  u  — -1 L 1_1, 

~ }  2  s    r2w+2s  +  l         n  -f  2  s  —  1        w  +  2  sj 
Der  Wertli  des  Coefficienten  — ,  welcher  in  Tn  vorkommt,  ist: 

so  dass  wir  Tn  in  der  Form  schreiben  können: 


[4.8. 12. ..(4^  —  2)12 


xn  __        ^ Z  ßn-2  _^_ 

2(2^—1) 


■|  ..(w_2)l 

—  W  (W  —  1)  |  7-— tz |    X~n+1 

v  }  [2.4...(2n  —  1)] 

Die  zweite  particuläre  Lösung  der  Gleichung  ist  daher : 
y2logx  +  Tn  +  Bn, 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  derjenige  Theil  derselben,  welcher  nach 
absteigenden  Potenzen  von  x  sich  entwickeln  lässt,  mit  einem  Gliede 
beginnt ,   welches   x+n   enthält ,    aber    kein   Glied    in   sich   schliesst, 
welches  mit  x~n~1  multiplicirt  ist. 


§•  94. 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  2n  gleich  einer  nega- 
tiven ungeraden  ganzen  Zahl  ist,  so  ist  das  Integral  y±  be- 
stimmt; dagegen  wird  alsdann 

,    ,    (n  -f-  1)  (n  +  2)  _    , 

^  =  ar^1+      2.(2n  +  S)ar^'+-' 

einen  einzigen  Werth  von  n,  nämlich  w  = —  — ,  ausgenommen,  keine 

bestimmte   Lösung    sein.      Ist   aber   n  =  —  — ,    so    hört   zwar  y2 

nicht  auf,  bestimmt  zu  sein,  es  wird  jedoch  mit  y1  identisch,  so 
dass  wir  auch  in  diesem  Falle  vor  der  Hand  nur  ein  particuläres 
Integral  besitzen.  Lassen  wir  diesen  Fall  vorläufig  ausser  Acht, 
so  kann  jetzt  —  2  n  gleich  3  oder  gleich  irgend  einer  ungeraden 
ganzen  Zahl  grösser  als  3  sein. 
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Bevor  wir  n  gleich   der  Hälfte   einer   ungeraden   ganzen   Zahl 
annehmen,  setzen  wir: 

—  .n  =  m  +  1 
(so  dass  also  2  m  eine  positive  ungerade  ganze  Zahl  wird,  wenn  wir 
jene  besondere  Voraussetzung   über    den    "Werth    von   n    machen). 
Dann  ist: 

2/1  -*  ^     2.(2m+3)  +  2 

2/2  "  X  2.(2«  — 1)*         +  1j 

wo  Yx  und  F2  die  particulären  Lösungen  der  Gleichung 

i^-^  +  ^  +  w^o 

im  Falle  eines  positiven  m  sind.  Ist  nun  2  m  eine  positive  un- 
gerade ganze  Zahl,  so  wissen  wir  aus  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung, dass  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

y  =  B  F2  +  Ä(Y2  logx  +  Tm  +  Bm), 
worin 


M^^iw,, 


m{m-\)  xm_^  + 


2  (2m—  1) 


a.|...(„_2). 

-OT(OT-1)|2.4...(2m-l)far""+1 

B    -^yf  (W.+.l)(m  +  2)...(m  +  2r)  1 

xt,„_x  ^j{2.4...2r(2m+3)(2m+5)...(2m+2r+l)    '         J 

und 

■  1  1  1 


^.=2(i-.  + 


^2s        2m-f2s-|-l         m-f-2s— 1         m  +  2s, 
ist. 

Mithin  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

.^{(l-*)f£}+»(» +  !),  =  <> 

in   dem  Falle,  wo  2  w  eine    negative  ungerade   ganze  Zahl  ausser 
—  1  ist : 

y  =  Byx  +  A(yx  logx  +  Vn  +  Un), 
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worin 

,,,    -  rn  n  ("  -  1)   ,.-2  |    "  ("  -!)(«-  2)  (n  -  3)  

"  2(2n— 1)  2.4.(2n— 1)(2»— 3) 


'  n  — 


r^cS^r  <-••-' > 


_„_!   ,    («+D(n+2) 


+     2(2n+3)    X 


I.!...(-»-8)l'  " 


+  •  — (w  +  1)(w+2)l2.4...(-2»-8)l 

^1l2.4...2r(2n-l)(2n-3)...(2n-2r  +  l)<'     j      '  J 

ist,  während  der  Werth  von  Er  in  Un  lautet: 

1  11 


*  =  s& 


2s  —  2n  —  l       2s  —  n—  2       2s  —  w— 1 


Das   zweite    particuläre  Integral    der   Gleichung    ist   daher  in 
diesem  Falle : 

yx  log  x  +   Vn  +   tfw, 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  derjenige  Theil  desselben,  welcher  sich 
nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln  lässt,  mit  einem  Gliede 
beginnt,   welches  x~n~1  enthält,   aber  kein  Glied  in   sich   schliesst, - 
welches  xn  enthält. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  das  vollständige.  Integral   der 
Gleichung   für  den   Fall  zu  suchen,   wo  2n= —  1  ist.      Setzen 

wir   zunächst  n  =  — .  —  -\-  h,   wo  li  eine  beliebige  kleine   Grösse  v 

dt 

bedeutet,  die  nachher  gleich  Null  gesetzt  werden  soll,  so  sind 


(H(H(HG-) 

~xhcp( — li) 


+  YL LH LH 1HL. L  x-%  _!_  , 

^  2.4.22(1  —  h)(2—  h)  ^ 
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y^  —  x      \x        -f       2.2(1  +  fe) 

~r  2.4.22(1  +  h)(2+h)  "t~ 

=  x~h  cp  (h) 
die  beiden  von  einander  unabhängigen    particulären  Integrale   der 
Gleichung.      Somit  genügt  auch  der  Ausdruck 

y*—yi'_—  x-hcp(h)  —  xhq)(—h) 
h        ~~~         ,  h 

als  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.     Nun  ist,   wenn 
man  die  höheren  Potenzen  von  h  vernachlässigt: 

xh  =  1  -\-  h  log  x,    x~h  ==  1  —  h  log  x, 
ferner : 

1    3        4r  —  1 

r=co    — .  —  ... 4r+l 

9{h)  =  x^+^  2_2__|_(1+ÄFr)a!-  — 

und 

1    3        Ar—  1 

r=oo  . ...  

9>  (-  Ä)  =  *"*  +jS2(22,4.,.2r)2     (1  ~  Ä*V)  fl,_~T~' 

wobei  JV  =  ^  (2r  +  2s-l  +  27=1  ^  i; 

gesetzt  ist.     Setzt  man  nun  diese  Werthe  in   den  obigen  Ausdruck 
ein  und  macht  sodann  h  —  0,  so  erhält  man  : 

13       4  r  —  1 

r=oo  .       ... 


yi^li]    =2S^ 


1<V  £ 


Ä      A-o  r  =  i    (2.4.,.2r)2 

'1'"  3       4  r  —  1 


—  2  Zo#  # 


^+2rr"  "*     -^ 


TTi  (2.4...2r)2 
Dieser  Ausdruck  stellt  somit  im  Falle  2n  =  —  1  das  zweite 
particuläre  Integral  der  Legen dre' sehen  Gleichung  dar.  Das  erste 
erhält  man  unmittelbar  aus  y1  oder  g/2,  wenn  man  darin  h  =  0  setzt. 
Bezeichnet  man  den  dadurch  entstehenden  Ausdruck  jetzt  geradezu 
mit  2/x,  so  bemerkt  man,,  dass  die.  Summe,  welche  mit  2  log  x  multi- 
plicirt  ist,  gleich  yx  ist,  und  wir  erhalten  daher  als  allgemeines 
Integral  der  Gleichung  für  den  Fall  2  n  =  —  1 : 
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/  1    3       4r— 1  \ 

/  r=oo  \ 

y  =  Ayl  +  B\yllog-x  -.2,    (g  ^      2f),   Fr  x      *  ). 

Da  2  w  in  den  letzten  beiden  Paragraphen  eine  ungerade  ganze 
Zahl  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  schreiben: 

.  ;&>—>$+('■ -i)'  =  °- 

wo  p  irgend  eine  ganze  Zahl  ist. 

Der  Fall  eines  positiven  p  ist  der  in  §.  93  betrachtete;  der 
Fall,  wo  p  negativ  oder  Null  ist,  ist  in  §.94  betrachtet  worden. 
Die  Eigenschaften  der  Functionen*,  welche  durch  die  Differential- 
gleichung in  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt  definirt  werden,  sind  von 
W.  M.  Hicks  in  seiner 'Abhandlung  über  „Ringfunctionen"  in  den 
Phil.  Trans.  Roy.  Soc.  (1881),  p.  609  bis  652  untersucht  worden. 

1.  Aufgabe.     Unter  Voraussetzung  des  Resultats    der     1.  Aufgabe 
in  §.  64  zeige  man,  wie  man  die  Lösung  von 

ableiten  kann  aus  der  Lösung  von 

b-WdV  +  ^k-dk^"' 

welches  die  Differentialgleichung  für    die    Periodicitätsmoduln    der   ellip- 
tischen Functionen  ist., 

2.  Aufgabe.  Man  beweise,  dass  das  .  partiouläre  Integral  der 
Gleichung 

v  dx2  '      v     '  dx 

lautet:  XPn-i,  wo  l  eine  Constante  ist,   und  ebenso   dass  das  particuläre 
Integral  von 

(1  —  x2)  -t—z  +  n  (n  -f  1)  w  ■=.  —~- 
v  '  dx2    '       v      '      '  dx 

ist:  )J  Qn+i,  worin  k'  eine  Constante  bedeutet. 

§•  95. 

In  den  allgemeinen  Fällen  I,  II,  III  des  §.  92  kann  man  die 
zweite  particuläre  Lösung  mittelst  der  bereits  erhaltenen  und  ähn- 
licher Functionen  ausdrücken.  Es  bezeichne  v  die  bereits  erhaltene 
particuläre  Lösung,  so  dass  z.  B.  im  Falle  I  v  gleich  Pn  sein  würde, 

und  es  sei: 

y  ■=  uv  —  W, 
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wo  u  und  w  noch  unbestimmt  sind..    Wird   dies  in  die  Differential- 
gleichung substituirt,  so  erhält  man : 

Yd   L  nsdw)    .  .     1    ,       (\  nsd2u      n     du) 

^p-^W  +  ^  +  H  +  T^^-2^ 

d%i  .  ON  d v    ,       r  d    [,  n^dv\    ,  ',      .    1 

+  2^(1-^^  +  wfci(1-fl?)^}+w(M+1)vJ==0- 

Da  v  eine  Lösung  ist,  so  verschwindet  das' letzte  Glied,  und  da  u 
und  w  nur  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  sie  dieser 
Gleichung  genügen  müssen,  so  können  wir  nach  Belieben  noch  eine 
andere  zwischen  ihnen  festsetzen.  _  Wählen ,  wir'  di^se  so ,  dass  der 
Coefficient  von  v  verschwindet,  so  haben  wir: 


und  diiher: 


_N  dHi        „     du  ■ 
(1  —  a?»)  —  —  2x  —  =  0, 

Cv  X*  Qi  X 


(x2  —  1)  — -  =  const. 
v  dx 


Da  wir  nur  eine  particuläre  Lösung  suchen,  empfiehlt  es  sich, 
wenn  diese  so  einfach  als '  möglich  ist ;  wir  können  daher,  indem 
wir  der  Constanten  einen  speciellen  Werth  beilegen,  setzen: 

(X         1)dx—      -1' 
so  dass  ein  Werth  von  u  gegeben  ist  durch 

1,0  +  1 

u  =  -  log  -. 

2     -     x  —  1 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  w  wird  nun  : 
d     \r.  9.dw\  dv 


Ist  das  particuläre  Integral  dieser  Gleichung,  welches  Wi  sein  möge, 

gefunden,   so  ist  die   zweite  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung: 

1  x  +  1  • 

Der  Werth  von  w±  in  Form  einer  nach  absteigenden  Potenzen 
von  x  geordneten  Reihe  kann  leicht  gefunden  werden.  In  dem 
Falle  eines  positiven  ganzen  n  z.  B.  nehmen  wir: 

«  —  ~n  _     «(»-!)      ^,_,     ,     «(»-i)(»-2)(w-3)  ■ 

2.(2«— 1)  ^  2.4.(2m  — l)(2»  —  3) 
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und . erhalten  sogleich  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  w±  in  der 
Form : 

dx  {  dx  j 

L  2.(2n  — 1)  ^      J 

Setzt  man : 

iü1  =  Cx^"1  +  C2xn~s  -\-  adxn~6  -f  ..-, 

substituirt  dies  und  macht  die  Coefficienten  des  höchsten  Gliedes 
einander  gleich,  so  folgt: 

C±  {n  (n  |l)-w  (n  —  1)}  =  2  n 
oder : 

Ci  =  i, 

und  setzt  man  die  Coefficienten  der  mit  xn~2r+1  behafteten  Glieder 
einander  gleich,  so  hat  man: 

Gr  {n(n  +  l)  —  (n  —  2r-f  1)  (n  —  2r  +  2)} 

+^n  —  2r+-3)(n  —  2r  +  2)  Gr-i 
_  f—iy-i  n(n-l)(n-2)...(n-2r  +  2) 

^        }       '     2.4...(2r  —  2)(2n  —  l)...(2w  —  2r-f3) 

Der  allgemeine  hieraus  ableitbare  Werth  von  Cr  ist  complicirt; 
die  Werthe  der  ersten  Coefficienten  sind: 
C  —  _  (n~l)(n-2)(3n-l) 
2  3(2rc  —  l)(2w  —  2)     ' 

_  Q-— 1)Q  —  2)(n  — 3)(m  —  4)(30n2  —  50m +12) 
J  "~       3.4.5(2^  — l)(2n— 2)  (2^—3) (2n— 4)     ' 

u.  s.  w. ;  es  ist  jedoch  überflüssig,  noch  mehr  von  den  Coefficienten 
niederzuschreiben,  da  der  Ausdruck  für  Wi  sogleich  in  eine  andere 
Form  gesetzt  werden  wird. 


Beziehung  zwischen  den  particulären  Lösungen. 

§.  96. 

Wir  haben  nunmehr  das  vollständige  Integral  der  Legen dre'- 
schen  Gleichung  in  allen  Fällen,  in  denen  n  eine  reelle  Constante 
ist,  erhalten ,  indem  wir  zwei  Integrale ,  welche  linear  unabhängig 
(§.  72)    von  einander   sind,   ableiteten.     Wir  wissen  jedoch   (§.  65), 
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dass,  wenn  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
gefunden  ist,  die  Stammgleichung  mittelst  desselben  und,  wenn 
nöthig,  anderer  Functionen  sich  ausdrücken  lässt,  und  daher  auch 
jedes  andere  Integral  in  dieser  Weise  darstellbar  ist.  Wir  gehen 
dazu  über,  diese  Kelation  für  die  Fälle,  in  denen  sie  noch  nicht 
gefunden  war,  d.  h.  für  die  obigen  Fälle  I,  II  und  III,  aufzu- 
stellen. Die  erste  Form ,  in  welcher  dieselbe  dargestellt  werden 
kann,  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  §.  65.  Wir  definiren  Pn  und 
Qn  durch  die  verallgemeinerten   Gleichungen: 

77(2  w)         {  n(n  —  \)  0    ,         } 

n  —  2»  n-(n)  ü  («)  l  2  (2  n  - 1)  +       j 

UD  0   -  2»n(n)II(n)  \       n+x)       (*  +  l)(n+2)  } 

y"""    JT(2n  +  l)    l  2(2»+3)      X  + 

mag  nun  n  eine  ganze  Zahl  sein  oder  nicht.  Dabei  ist 
II  (n)  die  Gauss 'sehe  TL-  Function  und  gleich  F(n  -f~  1),  also  im 
Falle  eines  ganzzahligen  n  gleich  n\  (siehe  das  nächste  Capitel 
§.125),  ferner  sind  Pn  und  Qn  stets  Integrale  der  Legendre' sehen 
Gleichung,  da  sie  constante  Vielfache  respective  von  y1  und  y2  sind. 
Wir  haben  somit : 

(1  _  3,8)  ?Li»  _  2X  ^  -f  «(»+  1)P„ .  =  o 

dx2  dx 

dx2  dx- 

Multipliciren  wir  die  erste  mit  Qn,  die  zweite  mit  Pn  und  subtra- 
hiren  dann  die  letztere  von  der  ersteren,  so  wird : 

(X     -l){Qn     dx,  Pn    dx%  J+^X  ^„    dx  fn    dx  J  _  U, 

oder : 

e -«>(«•£•-'•■£) =* 

worin  A  eine  Constante  ist,  die  aber  nicht  willkürlich,  sondern  be- 
stimmt ist,  weil  Qn  und  Pn  bestimmte  Functionen  sind.  Um  A  zu 
finden ,  betrachten  wir  die  Glieder ,  welche  die  höchsten  Potenzen 
von  x  enthalten ;  dieselben  sind : 

gnJT(n)P(W)       (w+1) 

111  Vw"       77(2« +  1) 

n  .     ^  77(2«) 

und  in  Pn  v      } 


2nn(n)II(n)       ' 

I?  o  r  s  y  t  h  ,    Differentialgleichungen.  12 
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und  daher/ wegen  71(2 n  -f  1)  =  (2n  +  1)  JI(2w): 


Somit  ist : 


Dies  giebt; 


"n  TZ  rn  TZ  —  Zä~~T' 


Cv  Jj  Li/  Jb  Jü~'   ~ 


d     /P« 


dx  \QJ        (*»— 1)«»»' 
oder,  äquivalent  hiermit: 


dx 
folglich : 


Qn\  _    ___! 


^  /  CO  OC  j  et  cc 

\  =  ~  J  (¥*-i)iv  =J  (s'-ij-zy' 


wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wie  man  sieht,  wenn  man 
beide  Seiten  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  und  die 
Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  vergleicht. 

§•97. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  in  einer  anderen 
Form  schreiben;  dazu  müssen  wir  jedoch  erst  zwei  Kelationen 
zwischen  den  Functionen  beweisen,  welche  durch  die  Legen dre' sehe 
Gleichung  für  verschiedene  Werthe  von  n  gegeben  werden. 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Ausdrücken  finden 
wir,  dass  der  Coefficient  von  xn+1~2r  in  Pn-\.±  —  -P«— i  lautet: 
71(2  w  — 2)  (n  —  l)(n—2)...(n—2r-{-2) 

{      4:(n-\-l)n(n-\-l)n  J 

Der  letzte  Factor  vereinfacht  sich  leicht  zu 
(2n  +  l)2  (2w  —  1), 
und  daher  ist  der  Coefficient: 
/      ^  n'{2n) 

k        ;    2nri(n)II(n) 

n(n  — l)(tt-2)...(n  — 2r  +  2) 

2A...2r(2n  —  l)(2n  —  3)...(2n  —  2r+S){2n~2r  +  l){   '  "^ 
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Hiernach  ist  der  Coefficient  von  xn~2r  in 

dPn  +  l  ä  IJn—i 

Qi  JO  LI  X 

der  folgende: 

n(n — \)...(n—2r-\-2)(n —  2r  +•  1) 
2.4...2r  (2w—l)  (2n~—  3). ..(2w  — 2r+l)' 

d.  h.  er  ist  gleich  dem  Coefficienten  derselben  Potenz  in  (2w+  1)  Pn. 
Es  sind  somit  diese  beiden  Ausdrücke  Glied  für  Glied  einander 
gleich,  und  daher  ist: 

d  Pn+i         d  Pn—\ 


dx  dx 
oder: 

d  Pn  d  Pn—2 

dx  dx 


—  (2w  -f  1)P», 

=  (2W   —    1)   Pn-l. 


In  dem  Falle,    wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  führt  diese 

dP 

Gleichung  zu  einer  endlichen  Reihe  für  — : — ,  nämlich  zu : 

dx 

dP 

■^==(2n--l)Pn-1  +  (2w--ö)PÄ-.8+-(2w--9)P„--ß  +  ---, 

wobei  das  letzte  Glied  der  Reihe  entweder  3  Px  oder  P0  (d.  i.  1)  ist, 
je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 

Ist  n  keine  positive  ganze  Zahl,   so  wird  die  Reihe  ins  Unend- 

dP 

liehe  gehen,  aber  stets  der  Werth  von  — —  sein,  vorausgesetzt,  dass 

x  grösser  als  1  ist. 


§.  98. 
Wir  sehen  daher  jetzt  aus  §.  95,  dass 

1  7J      7         X+l 

2  P"  **  £=T  ~  W 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist,   wenn  w  als   das   parti- 
culäre  Integral  der  Gleichung 

■dl,         ox  dw)    ,      ,     ,  ^  dPn 

■  —     l-^2)  —    -f  w(w-f-  l)w  =  2  — 

d#  l  dx)  dx 

=  2  {(2w-l)Pn_i  +  (2w-5)Pfl_8+-} 
12* 
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(wegen  der  eben  gefundenen  Gleichung)  bestimmt  wird.    Um  dieses 
particuläre  Integral  zu  erhalten,  setzen  wir : 

W  ■=■   aiPn-i   +   CtsPn-3   +  .'••   +    «2r~l-P«-2r  +  l    +  "• 

und  substituiren  dies.     Wegen 

Ä{(1-*,)if}  =  — (»  +  1)J*- 

ist  der  Coefficient  von  a2r— 1  -P«—2r+i  auf  der  linken  Seite: 

7*0  +1)  —  in  —  2r  -f  1)  (n  —  2r  +  2) 

=  2(2r  -  1)  (w  -  f  +  1), 
und  daher: 

a2r_i  (2r  —  1)  (n  —  r  +  1)  =  2rc  —  4 r  -f  3. 

Der  Werth  von  w  ist  daher  nunmehr  bestimmt  und   die    ent- 
sprechende Lösung  der  Legendr  ©'sehen  Gleichung  ist: 

1  x  +  l       [2n—ln  2»  — 5  ,    2w— 9  „  \ 


^i, 


wobei  das  letzte  Glied,  falls  n  gerade  ist, 
3 

(w-l)Q-w+l) 

und,  falls  n  ungerade  ist, 

JPn,    d.  1. 


lautet. 


1  1 

-  n  (n  +  1)  -  w  (w  +  1) 


§.99. 


Wir  haben  nun  diese  Lösung  mit  Qn  zu  vergleichen.  Nimmt 
man  an,  dass  dieselbe  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
werde,   so  muss  sie  von  der  Form  sein : 

A  -rn    +    -B  Qn  i 

worin  A  und  B  Constanten   sind.      Nun   kommt  aber    in   der  Reihe 
das  Glied,  welches  xn  enthält,  nicht  vor,  da 

1,0+1         1,1.1. 

—  loa  — ■ —  = + r-  •  •  • 

2      *  x—l         x  ^    3#3         $-x»    ' 
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ist.  Somit  rmiss  A  =  0  sein.  Mithin  verseil  winden  die  Coefficienten 
der  zwischen  xn  und  x~~ ^+x)  liegenden  Potenzen;  man  bestätigt 
dies  leicht  an  den  ersten  paar  Gliedern.  Die  obige  Lösung  ist 
deshalb  ein  constantes  Vielfaches  von  Qni  also  : 

2  x — 1 

2ür-1P      |  2w~5  r     |  an-9  p     ,...} 

1  :~nFn^  +  -3.(»-l)    n~3  +  5(n-2)    n~i+     J 

wobei  üTn  für  die  Reihe,  welche  im  Falle  eines  ganzzahligen  n  eine 
Function  (w  —  l)ten  Grades  ist,  gesetzt  ist.     Hieraus  folgt: 


und  somit  : 


B 


Jrn  Z  XL  J.  n 

d    /Qn\  _  1  U 


r    \  P    /  r2 1  p  2  ' 


wobei  ü"  eine  ganze  Function  von  x  von  nicht  höherem  als  dem 
(2w  —  2)ten  Grade  ist. 

Substituiren  wir  dies  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  §.  96, 
so  geht  dieselbe  über  in  : 

B       _    __  _1 ü_ 

(x2  —  1)  iV  ~~  ~%2  ==T  iV' 

oder: 

-B  =  IV  +  (*2  -  1)  17, 

wo  die  rechte  Seite  eine  endliche  ganze  Function  von  x  ist.  Diese 
Gleichung  ist  richtig  für  alle  Werthe  von  x.  Setzt  man  x  =  1,  so 
erhält  man  B  gleich  dem  Werthe,  welchen  Pn2  für  x  =  1  annimmt. 
Nun  war  in  Aufgabe  1  von  §.  90  angegeben  worden,  dass  Pn  der 
Coefficient  von  zn  in  der  Entwickelung  von  (1  —  2  x  2  -f~  ^2)'~1/2 
nach  steigenden  Potenzen  von  z  sei ;  mithin  ist  der  Werth  von  Bn 
für  x  =  1  der  Coefficient  von  zn  in  der  Entwickelung  von 
(1  —  2$  -f"  £2)"~1//2,  cl.  h.  von  (1  —  £)—1.  Dieser  Coefficient  ist  aber 
gleich  1,  so  dass  auch  Pn=  1  ist  für  x  =  1.  Mithin  wird  Z?  =  1, 
und  die  Gleichung  geht  über  in: 

Qn  =  .77  Pn  log —   Zn, 

A  X  X 
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1.  Aufgabe.     Die   folgenden   Eigenschaften,    welche   denen   von   Pn 
analog  sind,  gelten  für  Qn: 

än+l  Qn  _  (—  2)n  H  (n) 


(1) 
(2) 


d  a;»+i  {x2  —  l)n+i ' 

c19l'Al  __  (L^=1  =  (2n  +   1)  Qn. 
dx  dx 


(3)  „^|ü  +  (fl  +  i)^=(i.+i  ^n». 

2.  Aufgabe.  Man  bestimme  die  Eigenschaften  der  Integrale  Q, 
welche  den  in  der  4.  Aufgabe  des  §.  90  gegebenen  Eigenschaften  der 
Integrale  P  entsprechen. 

Die  fernere  Entwickelung  der  Eigenschaften  der  Functionen, 
welche  die  particulären  Lösungen  der  Legendre' sehen  Gleichung 
sind,  hängt  nicht  bloss  von  der  Differentialgleichung  ab;  der  Leser 
findet  eine  eingehendere  Untersuchung  ihrer  analytischen  Eigen- 
schaften und  ihrer  Anwendungen  auf  mathematische  Physik  in  dem N 
ausgezeichneten  Lehrbuch  von  Heine:  Handbuch  der  Kugel- 
fimctionen.  Auch  die  Lehrbücher  von  Tod  hunter,  The  functions; 
of  Laplace,  und  von  Ferrers,  Spherical  Harmonics,  werden  sich 
als  nützlich  erweisen. 


Die  Besser  sehe  Differentialgleichung. 


§.  100. 
Diese  Differentialgleichung  lautet: 

s3  ?!  +  x  ^  +  (a*  —  n3)  y  =  0; 

dx2    '        dx   x  v  }  * 

oder,  was  dasselbe  ist: 

dx  \     dx/ 

worin  n  eine  Constante   ist,   und   zwar  wird  vorausgesetzt,   dass  n 
reell  ist. 

Diese  Gleichung  tritt  ebenso  wie  die  Legendr.e'sche 
Gleichung  bei  Untersuchungen  in  der  angewandten 
Mathematik  auf,  und  ist  dabei  n  in  der  Regel  eine  ganze  Zahl; 
wie  bei  der  vorhergehenden  Gleichung  aber  legen  wir  dem  Werthe 
Ton  n  diese  Beschrankung  nicht,  auf, 
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Um  die  Gleichung  zu  lösen,  setzen  wir: 

y  =  Ax  #mi  -f  A2  xm*  +-  JL3  xm*  -f  •  •  • 
und  substituiren  dies ;  dann  erhalten  wir : 

(m2  —  n2)  Ax  x™i  +  Ol  —  n2)  A2  xm*  A--  (m32  —  n2)  A$  xm*  +  •  •  • 
-f  Ax  xm^2  -f  A2  xm*+2  +  •  •  •  =  0. 

Diese   Gleichung  niuss   identisch   erfüllt  sein.      Wir  bekommen 
daher  durch  Yergleichung  der  Exponenten  : 

m2  =  mx  +  2 

m$  =  m2  -f-  2, 
oder   die  Reihe   schreitet  nach  aufsteigenden   Potenzen   von  x   fort, 
bei  denen   die   gemeinsame  Differenz   der  Exponenten   gleich   2  ist. 
Mithin  ist: 

mr  =  mx  -j-  2'(r  —  1). 

Nimmt   man   das  Glied  in  x  mit   dem   niedrigsten  Exponenten, 

so  ist: 

m\  ■=■  112, 

da  A1  nicht  verschwindet.     Somit  ist : 

n*i  ■=■  -\-  n  oder  mx  =  —  n. 
Der  Coefficient  von   xmi+2r  auf   der   linken   Seite   muss   gleich 
Null  sein,  daher: 

{(»»!  +  2»f  -  «2J  ^r+1  +  A-  =  0, 
oder  da  mf  ■=.  n2\ 

Ar+i  =   ~ 


22 .  r  m-i  -\-  r 

§•  101. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Lösung,  welche  demWerthe 

m-i  =  +  n 
entspricht. 

Alsdann    werden     die    Coefficienten    A    bestimmt    durch     die 
Gleichung : 

^':+i  =  -  2*.r.(n  +  r)' 
so  dass 

.     A1 


Ar  =  {~-\)>^ 


(r—  1) !  22('-1H»  +  l)(w+ 2)  •••(»*  +  »•— 1) 
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ist  für  Werthe  von  r,  die  grösser  als  1  sind,  und  die  Reihe,  welche 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist,  wird: 


Ä1xn\l 


+ 


2*(n  +  l)       2\2±(n  +  l)(n  +  2) 

■]• 


3!26  (n  +  1)  (n  +  2)  (w+  3) 


worin  ^  eine   willkürliche  Constante   ist.     Giebt  man   dem  A1  den 

besonderen  Werth ttt^^i  worin  77 (n)  die  Gauss' sehe  77-Function 

und  dasselbe  ist  wie  F(n  +  1),    so  wird   der   Ausdruck   mit  IM 
bezeichnet,  so  dass.  ist: 


2n/7(w)L        2 


2  0+1)   '    2!24(tt-fl)(rc-|-2) 


Sff 


?>\2^{n  +  \)(n+2){n  +  ?>) 


(n  +  r)  17  (r)  \2 


Diese  Function  wird  gewöhnlich  die  Bessel'sehe 
Function^ter  Ordnung  genannt.  Ist  n  positiv,  gleichviel  ob 
eine  ganze  Zahl  oder  nicht,  so  geht  die  Reihe  ins  Unendliche  und 
ist,  für  endliche  Werthe  der  Veränderlichen,  augenscheinlich  conver- 
gent.  Mithin  ist  AIn,  worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist, 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Bevor  wir  die  Form  von  In 
betrachten,  wenn  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  ist  es  zweckmässig, 
die  Lösung  zu  suchen,  welche  dem  Falle 

mx  =  —  n 
entspricht. 

Die  Ausführung  bleibt  die  nämliche  wie  vorher,  nur  dass  das 
Zeichen  von  n  geändert 'wird,  und  die  Lösung  ist: 


B1  x~n    1 


22(—  n+1)   '    2!2*(—  n +  !)(■—  n+2) 


3!  26  (—n+1)  (—  n+  2)  (—n+3) 


•]• 


worin  Bx  eine  willkürliche   Constante  ist.     Dem  B1  lege  man   den 

Werth  — — -=r-^ — -    bei:    alsdann    ist    der    resultirende   Ausdruck 
.2~nTI(—n) 


n    '2-nn\—n)\        2'2(— rc+l)T2!24(—  w+l)(- 
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genau  dieselbe  Function  von  — n,  wie  In  von  -\-  n,  derselbe  kann 
daher  mit  JT_.W  bezeichnet  werden,  so  dass 

r2  JQ4:  -\ 

-n+2) 

r=oo 

:2  n(-»  +  r)77(r) 

ist. 

Ist  nun  n  negativ,  gleichviel  ob  ganz  oder  nicht,  oder  ist  es 
positiv,  aber  nicht  ganz ,  so  geht  diese  Reihe  ins  Unendliche  und 
convergirt  für  endliche  Werthe  der  Veränderlichen.  In  diesem 
Falle  ist  B  i_n  eine  andere  Lösung  der  Differentialgleichung. 

Ist  n  keine    ganze  Zahl,    mag  sie    nun   eine   positive   oder 
negative  Grösse   sein,   so  sind  In  und  7__w  zwei  von   einander 
unabhängige    und    bestimmte    particuläre    Lösungen    der 
Differentialgleichung  und  das  vollständige  Integral  ist: 
y  =  A  In  -f  B  I_w. 

§.  102. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl,  ausser  Null,  ist,  so  sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  erstens  n  eine  negative  ganze 
Zahl  und  gleich  —  p,  so  kommt  in  dem  Coefficienten  sämmtlicher 
Glieder,  welche  innerhalb  der  Klammern  auf  x2p folgen ,  und  auch 
in  diesem  selbst  ein  verschwindender  Factor  vor,  und  es  verschwinden 
somit  nach  §.  86  die  Glieder,  welche  diesem  Vorangehen.  Dann 
geht  In  über  in: 


^  ll(n  +  r)Il(r)  \2 


oder,  was  dasselbe  ist,  in: 


s=oo 


(—iy+P       fx\p+ia 


da  n  -(-  p  =  0  ist.  Dieser  letztere  Ausdruck  ist  nun  ( —  l)p Ipi  d.h. 
er  ist  ( —  1)~H 'I—m  so  dass  in  dem  Falle,  wo  n  eine  negative  ganze 
Zahl  ist,  eine  der  particulären  Lösungen,  nämlich  Jn,  in  ihrer  ver- 
änderten Form  nur   ein   constantes  Vielfaches  der  anderen  Lösung 

I-n  ist. 

In   analoger  Weise  kann  bewiesen   werden   —  oder   es    kann 
dies  auch  unmittelbar  aus  dem  Vorigen  abgeleitet  werden  — ,  dass, 


186  Fünftes  Capitel.  [§.   103.] 

wenn  n  eine  positive   ganze  Zahl  ist,  die  eine   der  particulären 
Lösungen,  nämlich.  J_w,  nur  ein  constantes  Vielfaches   der  anderen 

In  ist. 

Ist  74  =  0,  so  fallen  die  beiden  Lösungen  zusammen.  Daher 
können  wir  in  jedem  Falle,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  gleich- 
viel ob  positiv,  Null   oder   negativ,   ist,   setzen: 

i„  =  (-  i)»i_ 

Damit  jedoch  diese  Gleichung  gelte,  muss  man  sich  daran 
erinnern,  dass  sie  sich  auf  die  betreffenden  Grenz  »Formen  der 
particulären  Lösung  der  Differentialgleichung  bezieht,  welche  man 
erhält,  wenn  man  aus  dem  im  allgemeinen  Falle  geltenden  Ausdrucke 
der  letzteren  die  für  den  besonderen  Werth  von  n  überflüssigen 
Glieder  weglässt,  und  die  obige  Kelation  gilt  nur  für  diese 
Grenz-Formen.  Sie  zeigt  jedoch,  dass,  wenn  n  eine  ganze  Z,ahl 
ist,  man  nur  die  positive  Quadratwurzel  von  n2  zu  nehmen  und  die 
Function,  welche  zu  dieser  Quadratwurzel  r- gehört,  als  die  ent- 
sprechende particuläre  Lösung  zu  betrachten  braucht. , 

Es  bleibt  daher  noch,  um  das  vollständige  Integral  zu  er- 
halten ,  in  zwei  Fällen  eine  zweite  Lösung  zu  ermitteln 
übrig,  und  diese  zwei  Fälle  sind: 

Erstens,  wenn  n  =  0  ist. 

Zweitens,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  die  (nach  der 
obigen  Auseinandersetzung)  als  positiv  betrachtet  werden  kann. 


§.  103. 

Um  diese  particulären  Lösungen  zu  erhalten,  ist  es  zweck- 
mässig,  erst  einige  fundamentale  Eigenschaften  zu  beweisen. 

Man  bestätigt  ohne  Weiteres,  dass  die  folgenden  Eelationen 
stattfinden: 

(i)  ^  =  -ii, 

dx 

(2)  ---  (xnIn)  =  aJwI„-i, 

dx 

(3)  4~  (x-nIn)  =  ~-  *r»In+r 

dx 
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Aus  den  letzten  beiden  erhalten  wir: 

xn  &**   _|_    nxn-l  Jn  =  xnJfir__1 

dx 

dx 

Bividirt  man  die  erste  von  diesen  durch  xn~"\  die  zweite  durch 
%-n-i  un(j  gn^trahirt  dann  die  letzte  von  der  ersten,  so  kommt: 

2nIn  =  x(In-i  +  Ih-h), 

oder : 

2 
JM_„i  4~  In+i  =  —  nln. 

x 

Analog  ist': 

2 

—   I'n+l    —   Iny&  —    —  ~   (n    T~    2)   In+2, 
X 

i  2 

ln+s  -f -I»+5  =        -  (n  +  4)  /w+4 


Aus  dem   allgemeinen  Werthe  von  I  ist  nun  ersichtlich,  dass 
J^  =  0  ist ;  daher  geben  die  vorstehenden  Gleichungen : 

2 
.     In-i  —  -  {n  In  —  (n  +  2)  Iw+.2  +  0  +  4)  Jn+4  —  •  •  •  m  m/.}. 


Biese  Eeihe  ist  convergent. 

Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichung: 

'dx  ~  x    \2n In  ~~  (nJr2)  J»  +  2  +  (n  +  4)  J»+4  —  '  • '  in  inf\ 


§.  104. 

Um  die  gesuchte  particuläre  Lösung  in   dem  Falle  zu 
erhalten,  wo  n ■=  0  ist,  substituiren  wir 

y  =  uIQ  +  w 
in  die  Bifferentialgieichung : 

d2  y    ,     1   d  tf      ■ 

d  X  X    Cv  X 


Bas  Resultat  ist: 
Pw         1   dw 

$  $  X    ClX  \Cv  X"1  X    Cl  X  /  et  X    Cl  X 


d"2  w    .     1  dw    ,  T    /#  ^    ,     1   c^  a\  d  u  d  L 
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Lassen  wir  den  Coefficienten  von  J0  verschwinden,  so  ist: 
d2u       1    du  _ 

dx2       x   dx 

und  diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch 

u  =  logx. 
Die  Gleichung,  welche  w  bestimmt,  ist  nunmehr: 
d2w    .     1    dw    ,  2    d70 

tvX  X     Cl  X  X     d  X 


Nun  folgt  aus  der  Gleichung 


±(2la-4I4  +  6J6 


81« 


d3Jn  1    dln  _  w3 

a#J  a;    m  xl 

dass 

1/  —  A  In 

das  particuläre  Integral  von 

d*y       l  dy  __  In2 

Ix~2+  x  Ix  +  y  ~~    x2     n 

ist.     Das    allgemeine    Glied    auf    der  rechten   Seite    der    Gleichung,, 

welche  w  bestimmt,  ist : 

4  */s«— i 

—  (—1)         nln, 

x2 

wir  erhalten  daher  für  dieses  Glied: 

l  —  (— i)l/2«-ii. 

v  n 

Somit : 

/'  1  .      1    r  1    r      .     1    T 

w  =  2  (  I2  —  -  J4  +    -  i6   —   -  i8  +  -  Ao  —  ' 

und  daher  ist  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung: 
J0  logx  +  2  (l2  -  l  I±  +  \  I,~j  I8  +   ~  Iio  - 

\  -  Jj  ö  ^t  O 

"Wird  dieselbe  mit  T0   bezeichnet,   so  ist  das  vollständige 
Integral  der  Gleichung 

d#2        x  dx 
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gegeben  durch 

y  =  ÄI0  +  BY0, 

wo  A  und  B  willkürliche  Constanten  sind. 


§.  105. 

Uni  die  zweite  particuläre  Lösung  in  dem  Falle,  wenn 
n  eine  ganze  Zahl  ist,  zu  erhalten,  setzen  wir: 

y  =  Inlogx  —  w, 
so  dass 

d2w    \_\_UW\    A       w2\     2  dln 

dx2       x  clx       \         x2/  x  dx 

—  ~^  Jn  —  ~2 Un+-2)In+2— (n  +  4)Z„+4 


+  (n+6)  In+e  —  • 
ist.    Nun  ist: 

d2ßlm)       ,       1    d(klm)  (  n2\    -   _     _  m2~n2    .    - 

da^  #      da?  .  \         xlJ  x2 

wo    Ä    eine    Constante   bedeutet,   und  daher   ist   ein  Werth    von  w, 
welcher  der  Gleichung 


7    a    .  7     +  (  1  -  ~f)  w  =  ^-^-  4  (n  +  2r)  Iw+2, 

d#2  #    d#  \  X2)  X1 


d#'2        x  dx 
genügt,  der  folgende: 


,  n  +  2r 

W  =(—  l)r  — : In+2r. 

v  r  {n  -\-  r) 

Ist  w1  eine  Grösse,  welche  die  Gleichung 

d2wA     .     \- äw*i    .     (  n2\  2n  T 


6(  X  X     Cv  X 

befriedigt,  so  ist  ein  geeigneter  Werth  von  w: 


r=co 
X7 


n-\-  2r 


»i+^'C-^wwT^1"^ 


r=l 


r  (%  +  r) 


Die  rechte  Seite  der  Gleichung,  welche  w±  giebt,  rnuss  trans- 
formirt  werden.  Nach  der  allgemeinen  Relation  zwischen  drei  auf 
einander  folgenden  Bessel 'sehen  Functionen  erhalten  wir: 

1 1,  -  j0  =  i2. 
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Somit: 

hieraus  ferner: 

2-3  d)'*-2-8  (IT1»-3  ©*-*=2 1 J*  -  J*=^ 

ienso : 


ebenso : 


u.  s.  w.,  und  die  allgemeine  Gleichung  ist: 

7I(»— l)/2\— *      .  J7(»  —  1)2  r  _r 

~     J7(3)     W  tf(n-2)  *  i"-s  ~~  Al-2  - 1>l ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

p=n~  2 


2w 

#2 


i  j/2\»+1       "^y2y^     ip 


Durch  wirkliche  Substitution  erhalten  wir  ferner: 

Ü^2    '     #  dx  x2\  ~xm 

1    f^2!^    ,    1  dlp  ,    ^    ,   m2—n2\T        2m  dlp] 


xm\  dx'2  ^  x  dx  ^  \    ^  '    x2     )p        x    dx\ 
_    1  {      2mdlv       p2\-  m2  —  n2       ] 
#m  1         #    dx  x2  p y 

folglich,  wenn  wir  m  =  n  —  p  setzen : 

H2        1    d  n*\x   lp_^       2{n-p)%    ndlp_.    P_  j 

\dx2      x  dx~^  x2\    pxm  xn-v       p  \x   dx        x2    p 

wo  Ip  eine  Constante  ist.    Ist  p  nicht  gleich  Null,   so  ist  die  rechte 
Seite  : 

_  2(n—P)  2     T 

xn-p  +  l       "P-Lp-Ii 
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während,  wenn  p  gleich  Null  ist,  die  rechte  Seite  ist : 

4-     2n    k    I 
+  "^TT  Ao  J-i- 

Substituten  wir  nun  in  die  Gleichung  für  wx  den  Werth : 


p=n-l  j 


jp=0 

so  giebt  eine  Yergleichung  der  beiden  Seiten  der  Gleichung : 

—  2  (w  —  p)  lP  =—  -II  (n)  -jjj~y 
für  den  Fall,  dass  p  nicht  Null  ist,  und 

2nk0  =  ~n(n)2n+1 
für  den  Fall,  dass  p  Null  ist.    Daher,  was  auch  p  sein  möge : 

—  2n~P        l      n^ 
p  ~~  i^p  U(p)  ™2~  ' 

Hiernach  ist  der  Werth  von  wx : 

Wl=2n(n)£i^\x)     n&y 

und  daher  lautet  die  zweite  particuläre  Lösung  der  Bessel'- 
schen  Gleichung  in  dem  Falle,  wo  n  eine  positive  ganze 
Zahl  ausser  Null  ist: 


„  n  -f  2  r 


=  1 


r  (n  -\-  r) 


*-n-\-  2r 


1    „,  /^V     1.     /2\— p   Ip 


Ln(«)  ]£—  ^ 


p=Q   n—p\xj       n(p) 

Wird    die   rechte    Seite    mit    Tn  bezeichnet,    so   ist   das 
vollständige  Integral : 

y  =  AI„  +  BY„. 

1.  Aufgabe.  Eine  andere  Methode,  um  eine  zweite  particuläre  Lö- 
sung zu  erhalten,  ist  von  Hankel  angewandt  worden.  Jede  lineare 
Function  der  particulären  Lösungen  ist  ebenfalls  eine  particuläre  Lösung ; 
daher  wird  in  dem  allgemeinen  Falle  eine  solche  Lösung  gegeben  durch 

nni  Jn  cos  n  n  —  T—n 
2  n  e 


sin  2nn 


192  Fünftes  Capitel.  [§.  106.] 

welche  alsdann  vollständig  bestimmt  ist,  während  sie  in  dem  besonderen 
Falle  eines  ganzzahligen  n  die  Form  —  annimmt,  da  ( — l)nIn  —  I—n  ist. 
Man  zeige,  dass,  wenn  dieses  ausgewerthet  wird,  es  die  Form  annimmt: 


\x)      ^J    ~      11(2))         V  2/ 

(I)"  S  s^feaSrh  f  -  *<•+»>  -  "4 


ist,  und  weise  die  Identität   desselben   mit   der  bereits   erhaltenen  Lösung 
nach.     (Math.  Ann.  I,  S.  469.) 

2.  Aufgabe.  Die  Eeihe  für  In  ist  stets  convergent ;  wenn  jedoch  z' 
sehr  gross  ist,  convergirt  sie  nur  langsam,  und  es  ist  wünschenswert!!, 
eine  Eeihe  zu  besitzen,  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  z  fortschreitet 
Man  zeige,  dass 

In-\—z)     \l         2üözf -r-'"}^^        4        n2) 

,   /2  y/sfl2-— 4n2     (l2--4??.2)(32— 4n2)(52— 4rc3)   ,       }   .  /   _*"_    ^\ 

+  WJ  l    8^       _  31  (8^)3  -t'-j^y    4    »2| 

ist,  so  dass  also  die  Eeihen  abbrechen,    wenn '  2n  gleich   einer   ungeraden 
ganzen  Zahl  ist.     (Lommel.) 

§.  106. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  von  einander 
linear  unabhängigen  Integralen  In  und  J_w  kann  wie  in 
§.96  gefunden  werden.    Wir  haben: 

dUn     ,      1   dln 


und 


d  x2        x  dx 
d*I-n    .    1  dl_n 


dx2         x    dx 


+  \1-7>)I"  =  0 

+  (l-^)l_n  =  0, 


und  daher: 

fd2In  dU-n   T\A_l(dIn  dl^n  rV_n 

[Urf1-*    ~        dn*       ln)+  <r\   dx  n  dx       U       " 


\dx2        n  dx2  V       x\dx  dx 

Dies  giebt: 

d  ln  d  l—n      -r     ■**■ 

dx  dx  x 
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worin  A  eine  Constante  ist,  die  jedoch  nicht  willkürlich  ist,  da  In 
und  _L_M  bestimmte  Functionen  sind.  Um  den  Werth  von  A  zu 
erhalten ,  braucht  man  nur  die  höchsten  Glieder  auf  der  linken 
Seite  zu  betrachten ;  werden  dieselben  substituirt,  so  finden  wir : 

1  1  (    a      \ 

(n  i~  n) 


und  somit : 


2nü(n)  2-nlI(—7t) 

2n 
II(n)II(—n) 

2 

:il(w— 1)JT(—  n) 
2  sin  n  % 


dln  dl— n    T  2       . 

— —  I-n i —  In  :=  —  sin  n  % 

dx  dx  7t  x 


oder,  was  dasselbe  ist: 

ä    /l—n\  2  sinn  it 


(XiX    \    J-fi    /  7tXu.fi 

Aufgabe.     Man  suche   die   entsprechende   Gleichung  für  ein   ganz- 
zahliges n. 


Beziehung  zwischen  den  Gleichungen  von  Legendre 
und  B  es  sei. 

§.  107. 

Man  kann   die  Bessel'sche  Gleichung  aus  der  Legen- 
dre'sehen  ableiten.    Denn  differentiirt  man  die  Gleichung 

(1-*2)S~  2*|f  +  W(»+l)y  =  0 

m-mal  und  setzt  man: 

z  —  dar»' 

so  erhält  man : 


d2#         res       i    «\     äz   !    f 
__(2M+2)*-+{, 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  13 


(1-a:2)  ~  -  (2m+2)*-+  +  {«(»-+1)  — »»(«+ 1)}*=0. 

dx2  dx 
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Verwandelt  man  die  abhängige  Veränderliche  in  |,  worin 
g  =.(1  — 02)VaW0 
ist,  so  wird  die  Gleichung: 

J  dx2  dx         {  1 — x1) 

Verwandelt  man  die  unabhängige  Veränderliche  in  cp,  wobei 
cp2  =  n2  (l—x2), 
so  geht  die  Gleichung  nach  leichten  Reductionen  über  in: 

Lässt  man  nun  w  unendlich  gross. werden,. so  erhält  man: 

welches  die  Bes sei' sehe  Differentialgleichung  ist. 

Verbindet  man  alle  diese  Operationen  mit  einander,  so  erhält 
man  als  Kesultat,  dass  die  Grenze  von 

für  n=co  die  Bes  sei' sehe  Function  mter  Ordnung  ist,   deren  un- 
abhängige Veränderliche  cp  ist. 

Aus  dem  vorstehenden  Verfahren  würde  sich  anscheinend  er- 
geben, dass  cp  unendlich  gross  ist;  dies  wird  indessen ,  dadurch  ver- 
hindert, dass  man  x  sich  unbeschränkt  der  Einheit 'nähern  lässt. 
Das  geometrische  Analogon  zu  dieser  Relation  zwischen  cp  und  x 
wäre  es,  wenn  man  irgend  einen  sehr  kleinen  Theil  einer  sphäri- - 
sehen  (oder  anderen)  Oberfläche  in  der  Nähe  eines  Punktes  unter- 
sucht, indem  man  annimmt,  dass  dasselbe  schliesslich  mit  der 
Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte  zusammenfällt  und 
in  dieser  Ebene  vergrössert- wird. 

Aufgabe.  .  Man  bestätige,  dass -der  vorstellende  Ausdruck  für  w  =  oo< 
ein  Vielfaches  von  Im  wird. 

Im  Zusammenhang  hiermit  möge  der  Studirende  Heine, 
Theorie  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.  Bd.  I,  S.  184  und  Lord  Bay- 
leigh,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  Bd.  IX,  S.  61  nachlesen. 

Das  vollständige  Integral  der  Bes  sei' sehen  Gleichung  haben 
wir  für  jeden  Fall  gefunden;  die  weitere  Entwickelung  der  Eigen- 
schaften der  Functionen,  welche  in  diesem  Integrale  auftreten,  kann 
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hier  nicht  gegeben  werden.  Der  Studirende  wird  die  Functionen 
vollständig  behandelt  finden  von  Lommel  in  dessen  „Studien  über 
die  Bes sei' sehen  Functionen"  und  in  einigen  Abhandlungen  des- 
selben Verfassers  in  den  „Mathematische  Annalen"  Bd.  II,  III,  IV, 
IX,  XIV,  XVI;  im  Besonderen  giebt  die  Abhandlung  im  XIV.  Bande 
Differentialgleichungen  an,  die  durch  Bessel'sche  integrirbar  sind. 
Ebenso  kann  auf  Neumann's  „Theorie  der  13 es  sei' sehen  Functio- 
nen" und  auf  Heine 's  „Theorie  der  Kugelf unetionen"  2.  Aufl.  ver- 
wiesen werden,  in  welcher  letzteren  (Bd.  I,  S.  189)  ein- Verzeichnis s 
der  auf  diese  Functionen  bezüglichen  Abhandlungen  gegeben  ist. 
Todhunter's  „Functions  of  Laplac.e,  Lame  and  Bes  sei"  enthält 
ebenfalls  viele  der  Eigenschaften. 

In  Bezug-  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, die  denjenigen  analog  sind,  die  soeben  discutirt 
worden  sind  und  die  zu  Functionen  Veranlassung  geben ,  welche 
von  einem  constanten  v  Parameter  abhängen,  kann  der  Studirende 
neben  den  vorstehend  angegebenen  Werken  auch  Sturm,  Liou- 
ville's  Journal  Bd.  I,  und  Bouth,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  Bd.  X, 
nachlesen. 


Die  Riccati'sche  Differentialgleichung. 

§.  108. 
Die  Riccati'sche  Differentialgleichung  lautet: 

d-r-  +  "by*  =  cxnK 
dx  T      J 

Es  ist  indessen  zweckmässig,  -erst  die  allgemeinere 
Form  zu  betrachten: 

x  -r"  —aii  4-  by2  =  cxn. 
dx 

Wird  in  der  letzteren  die  unabhängige  Veränderliche  in  z,  wo 
z  —  #a  ist,  und  die  abhängige  Veränderliche  in  u,  wo  y  —  uz  ist, 
verwandelt,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

du    ..     b  c     ä~2 

—     -f    -  %fi    =   -   Z  , 

dz         a  a 

welches  die  Riccati'sche  Form  ist. 

13* 
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§•109.. 

Wir  betrachten  nun  die  allgemeinere  Form. 
Erstens:  Dieselbe  lässt  sich  in  endlicher  Form  integri- 
ren,  wenn  n  —  2  a  ist. 

Denn  setzt  man  y  =  uxa,  so  findet  man  durch  Substitution: 


oder: 


dx 


d  zi 
dx 


In  dem  Falle,  wo  n  =  2  a  ist,  wird  diese's : 

l-aäu  7      9 

dx 

Die  Veränderlichen  sind  separirbar  und  u  ist  ausdrückbar  mit- 
telst Exponentialfuiictionen  oder  Kreisfunctionen,  je  nachdem  b  und 
c  gleiches  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben. 

Zweitens:  Dieselbe  lässt  sich  auch  in  endlicher  Form 

.    ,       .                        n+2a    .  ...  „   ,  .  .   ,. 

mtegriren,   wenn  — eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Die   abhängige  Veränderliche  möge  in  y±   verwandelt  werden, 

x1 
wo  A  -\ =  y  und  A  eine  Constante  ist,  deren  Werth   noch   zu 

2/i 

bestimmen  ist.     Substituirt   man    dies  und  ordnet  dann  wieder  die 

Glieder,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

-aA  +  bAi  +  (n~a+2bA)^+b^~*—Y±==cxn. 


Vi  VI         V 


ix 


Wir  wählen  A  so,   dass  das  constante  Glied  verschwindet,  also 

et 
entweder  A  =  0  oder  A  =  —  • 

b 

a        ; 
Nimmt  man  A  =  —  und  setzt  dies  in  die  neue  Form  ein,  so 

wird  nach  leichter  Umgestaltung: 

Cilfl  ,         .  .  .  9  -im 

x  -y (a-\~  n)yi  +  cy\  —  bxn. 

cl  X 

Nun  ist  diese  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  die,  von  der 
wir  ausgingen,  und  die  Veränderungen,   die  eingetreten  sind,  bezie- 
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hen  sich  nur  auf  die  Coefficienten  —  das  ursprüngliche  a  ist  zu 
a  -f~  n  geworden  und  b  und  c  haben  ihre  Plätze  gewechselt.  In 
dieser  letzten  Gleichung  setzen,  wir: 

aA-  n   .    xn 

*  =  —  +  £• 

dann  zeigt  die  vorhergehende  Analyse,  dass  die  Gleichung  für  y2 
sein  wird: 

x  c-ll  _  (a  +  2n)y2  +  bif2  —  c  xn, 

Cv  X 

und  das  Eesultat  von  i  auf  einander  folgenden  Transformationen 
wird  sein,  dass  die  gegebene  Gleichung  reducirt  wird  entweder  auf: 


oder  auf: 


x  -~ -—(ä-\- in)yi-\~  cyf  =  bx'i\ 
ci  x 

x  -~  —  (a-{-in)yi-\-b  yf  =  c  xn, 

a  x 


je  nachdem  i  ungerade  oder  gerade  ist. 

Nach    dem  zuerst   betrachteten  Falle    ist  nun  diese  Gleichung 
in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn 

n  =.  2  (a  -\~  in), 
also  wenn 

n  —  2  a 


2n 
eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Nimmt  man   aber  jetzt   den  Werth  Null  für  A,  so  kann  man 
die  Gleichung  leicht  transformiren  in 

x  C~ix  ~~  (n—a)yi  +  ctJi  =  1)X^ 

eine  Gleichung,  die  sich  von  der  ersten,  in  yx  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  das  Vorzeichen  von  a  ein  anderes  ist.  Wir  wenden 
nun  auf  diese  die  frühere  Reihe  von  Transformationen  an  und 
setzen : 

n  —  a   ,    xn 

dann  ist  die  Gleichung  in  y2: 

x  chl  —  (2  n  —  a)  y2  +  b  y*=c  xn. 
Nach  i  —  1  weiteren  Transformationen  (und  daher  nach  i  Trans- 
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forniationen  im  Ganzen)  wird  somit  die  gegebene  Gleichung  redu- 
cirt  entweder  auf 


oder  auf 


ax 

x  CJÜ  __  (in  —  a)yi  _|_  i  yl  —  cxn. 
ax 


In  jedem  Falle  ist  die  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar, 
wenn 

n  =  2  (in  —  a), 
d.  h.  wenn 

n  -\-  2  a 

eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Vereinigt  man  diese  beiden  Eesultate,  so  hat  man : 
Die    Gleichung 


x  -~  —  ay-\-by2  =  cxn 

ax 


njr2a     . 


ist    in   endlicher   Form    integrirbar,    wenn  — eine  po- 

2n 

sitive  ganze  Zahl  ist. 

In  jedem  Falle  ist  das  Integral  in  der  Form  eines  endlichen 
Kettenbruches  gegeben,  dessen  letzter  Nenner  entweder  Exponential- 
oder  Kreisfunctionen  enthält. 


§•  no. 

Wir  können   nunmehr   auch  Bedingungen,  unter   denen 
die  Kiccati'sche  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar 

ist,  erhalten.    Aus  §.  108  folgt,  dass  die  Gleichung 

dx 

durch   die  Substitution  u  =  —  transformirt  wird  in : 

x 

x  y^  —  y  +  by2  =  cx*\ 
a  x 

worin  m  =  n  —  2  ist.     Nun  ist  die  letztere  Gleichung  in  der  an- 
gegebenen Weise  integrirbar,  wenn 

n  +  2  —  2  ni 
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ist,  wobei  i  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet ,  und  daher  ist  die 
Kiccati' sehe  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn 

■m  -h  2  ±  2  =  2  i  (m  -f  2) 
ist.     Nimmt  man  das  negative  Zeichen,  so  wird: 

44 

2%  —  1 
während  das  positive  Zeichen  giebt : 

m  =  — — — , 

2^ —  1 

oder,  was  dasselbe  ist,  indem  man  bloss  die  ganze  Zahl  4  verändert: 

M  —  ~  24  +  1 ' 

Mithin   ist    die  Riccati'sche    Gleichung    in    endlicher 
Form  integrirbar,  wenn 

44 

m  =  ~  27TT 

ist,  wo  4  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Aufgabe.     Man  beweise/  dass  die  Gleichung 

^ 1-  bxku2  =  ex"1 

dx 

in  endlicher  Form  integrirbar  ist,  wenn 

m  +  l  _  —2i  +  l  —2i~l 

Jc^l   —    2  4  +  1       °der       24-1 
ist,  wo  4  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 


Beziehung  zwischen  der  Bessel'schen  und  Biceati' sehen 

Gleichung. 

§.  Hl- 

Die  Gleichungen  des  §.  108  in  der  von  uns  discutirten  Form 
sind  von  der  ersten  Ordnung,  aber  nicht  linear;  es  giebt  aber 
einige  wichtigeTransformationen,  durch  welche  sie  linear 
von  der  zweiten  Ordnung  werden. 

In  der  Eiccati 'sehen  Gleichung  möge  die  abhängige  Veränder- 
liche in  v  umgeändert  werden  mittelst  der  Gleichung 

1   äv 
väx 
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so  dass,  wenn  u  in  endlicher  Form  ausdrückbar  ist,   auch  v  es  ist. 
Die  Gleichung  wird  dann: 

d2v 

-—  —■  bcvxm  —  0, 
dx2 

welche  als  die  der  Eiccati'schen  Gleichung  entsprachende 
Hauptform  genommen  werden  könnte. 

Haben  b  und  c  dasselbe  Zeichen  (in  welchem  Falle  in  u  Expo- 
nentialfunctionen  vorkommen) ,  so  kann  man  diese  Gleichung 
schreiben : 

d2v 

-—  —  a2xmv  =  0, 
dx2 

während,  wenn    ihre   Zeichen    verschieden   sind   (in  welchem  Falle 
Kreisfun ctionen  in  u  auftreten),  die   Gleichung  lautet: 

%^z  +  a2  xm  v  =  0. 

dx2 

Jede  derselben  ist  in  endlicher  Form  für  denselben 
Werth  von  m  integrirbar,  welcher  Rieeati's  Gleichung 
integrirbar  macht. 

Führt  man  anstatt  x  die  unabhängige  Veränderliche  Z  ein 
mittelst  der  Gleichung: 

qz  —  xq1 
wo 

q  =  —  m  -f-  1  =  —  etwa 

2  n 


ist,  so  wird  die  Gleichung: 

d2  v        n  —  1  dv 


—  bcv  —  0. 


dz2  z      dz 

Diese  ist  daher  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn 

1         1         .     ,         ,  2i  +1 

-  =  -  m  +  1  =  1  -  Yl^l  =  ^ 

ist,  woraus  folgt,  dass  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  sein  muss.   Wird 
daher  die  Gleichung  in  der  Form  geschrieben: 

d2v        2p  dv 

— -  —  —  bcv  =  0, 

d z2  z    dz 

so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  sich  in  endlicher  Form 
integriren  lässt,  die,  dass  p  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 
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Diese  Gleichung  ist  auf  ihre  Normalform  reducirbar  durch  die 
Substitution : 

und  die  Gleichung  für  w  ist: 

dz2  z2 

Dieselbe  ist  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn  p  eine  ganze 
Zahl  ist. 

Schliesslich  möge 

w  =  i^t 

gesetzt  werden;  dann  ist  die  Gleichung  für  t: 

clH     .     1    dt         ^    ^        (      .     IV    t 

und  das  vollständige  Integral  derselben  lautet : 

t  =  AIp^k{z(-bCyA}  +  .BI_(j,+1/2){*(-&c)'.4). 

Ist  _p  ~\ eine  ganze  Zahl,   so  hört  dies  auf,  das  vollständige 

Integral  zu  sein;  wir  erhalten  dann  als  vollständiges  Integral: 

t  =  Ä  It+iA{e  (-  &  c)1*}  +  B  Yp+n{e  (-  &  c)%}. 

Daher  kann  die  Lösung  der  Biccati'schen  Gleichung 
mit  Hülfe  von  Bessel'schen  Functionen  ausgedrückt 
werden;  im  Besonderen  wird  die  Lösung  von 

d2  v 

—  +  lvxm  —  0 

dx2 

gegeben  durch 

l  m+2  m+2  > 

oder  durch 

v  —  xV*  U  I_i_  (g  AV2)  -f  B  I i_  0  AVa)| , 

je  nachdem  m  -j-'  2  der  reeiproke  Werth  einer  ganzen  Zahl 
ist  oder  nicht. 

Dies  geht  unmittelbar  aus  der  Verbindung  der  vorhergehenden 
Transformationen  hervor. 

Der  einzige  Fall,  wo  diese  Art  der  Darstellung  versagt,  ist  der, 
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in  welchem  m  +  2  =  0,  d.  h.  m  =  —  2  ist.      Die  Gleichung  ist 
alsdann : 

äx2 
und  diese  lässt  sich  nach  der  Methode  des  §.  47  lösen. 

Für  das  weitere  Studium  dieser  Gleichung  kann  man  eine  Ab- 
handlung von  I.  W.  L.  Glaisher  in  den  Phil.  Trans.  1881,  p.  759 
bis  828  nachlesen,  in  welcher  vollständig  die  Quellen  angegeben 
werden,  und  den  Zusammenhang  zwischen  der  Eiccati'schen  und 
der  Bessel' sehen  Gleichung  wird  man  vollständig  in  '.dem  Werke 
und  den  Abhandlungen  von  Lommel,  auf  welche  schon  oben 
(S.  195)  hingewiesen  wurde,  discutirt  finden. 

Einige  Beispiele  der  Lösung  in  der  Form  von  Keinen  wird  man 
in  den  vermischten  Aufgaben  finden. 


Symbolische  Lösungen. 

§.  112. 

In  Fällen,  wo  die  durch  eine  Reihe  dargestellte  Lösung  einer 
Differentialgleichung  aus  einer  Function  in  endlicher  Form  besteht, 
oder  wenn  sie  besteht  aus  einer  endlichen  Reihe  zusammen  mit 
irgend  einer  Function  oder  Functionen  in  endlicher  Form,  ist  man 
zuweilen  im  Stande,  eine  Lösung  von  symbolischer  Natur  zu 
finden,  die  sich  der  auf  andere  Weise  erhaltenen  Lösung  als  äqui- 
valent erweist,  sobald  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausge- 
führt werden. 

Als  ein  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

cPi)  0     -       m(m  -f-  1) 

deren  Lösung  sich  in  endlicher  Form  darstellen  lässt,  sobald  m  eine 
ganze  Zahl  ist. 

Wenn  die  abhängige  Veränderliche  mittelst  der  Relation 

y  =  u  %m+1 


in  u  verwandelt  wird,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

d2u    .     „  ,      ,      .    1   du 

— -  +  2  (m  -f  1)  - n*u  =  0. 

Ct  0G  00    Qj  00 

Betrachten  wir  nun  die  Differentialgleichung: 
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cPv 

—  —  n2v  =  0, 

dx2 

deren  allgemeines  Integral  ist : 

v  =  Aenx  +  Be~nx, 
und  gehen  wir  von   der  unabhängigen  Veränderlichen  x  zu  z  über, 

wo  z  iwc—x2  steht,  so  wird  die  Gleichung: 

cPv    .     dv 

2  s  -T-;  -f n2-V—  0. 

dz2        dz 

Differentiiren  wir    dies   (m  -f-   l)-mal  nach  #  und   bezeichnen 

-=— ~nr  niit  £,  so  erhalten  wir: 
dzm^ 

2^--+    2m  +  3 n2£  =  0. 

<2£2  -    dz 

Wird  nun  die  unabhängige  Veränderliche  aus  z  wieder  zurück 
in  x  verwandelt,  so  geht  diese  Gleichung  über  in : 

d2t     ,     „  ,       ,      x  1   dt 

— -  +  2  (m  +  1)  - w2#  =  0. 

C(j  X  X    (X  X 

Daher  ist: 

'u  =  t 

dm+1v 

~~  dz^1 

1'     d  \m+1 

-—-         {Aex  +  Be~nx). 
\x  dxj 

Das  vollständige  Integral  der    ursprünglichen   Gleichung  in  y 
ist  daher: 


V 


/l     d  Vw+1 
=  xm^  (-  -7- j       U^*  +  Be~nx). 
\x  dx) 


Man  kann  demselben  eine   hiervon  etwas  verschiedene  Form 
geben ;   denn   es  ist  mit  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten : 

1     d    /A          ,     „         x         nAenx  —  nBe~nx 
-  —  (Aenx  +  Be~nx)  —  — 

x  dx  x 

_  A'enx  +  Bfe~nx 
x  ' 

und  es  kann  daher  das   vollständige  Integral  geschrieben  werden  in 
der  Form: 


y 


,,  /l    d  \m  /Äenx  4-  B'e~nx' 
\x  dx/    V  # 
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Da  die  Differentialgleichung  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
—  (m  -f-  1)  für  m  setzt,  so  kann  das  vollständige  Integral  auch 
dargestellt  werden  in  den  neuen  Formen: 

(1     ä  \~~m 
-  —  )       (Aenx  +  Be~nx) 
x  d  X  / 

=  ar«  (l  JL\~m-1  (£<?*  +  Ve-*' 

\x  dxj  \  x 

1.  Aufgabe.     Aus  dem  Vorhergehenden   kann  man   ohne  Weiteres 
ableiten,  dass  das  Integral  von 

-7-4  +  n2y  =z  -s  y 

dx2    '        ,7         #2  J 

(eine  Gleichung,  welche  bei  Untersuchungen  vorkommt,  die  mit  der  Figur 
der  Erde  zusammenhängen)  ausdrückbar  ist  in  der  Form : 

V  =  G  {(l  —  ^2)  sin  (nx+  «)  +  —  cos  (wa  +  «)}.. 

2.  Aufgabe.    Man  zeige,   dass   das   vollständige   Integral   der  Diffe- 
rentialgleichung 

r727, 

!LJL  _  »a^Mt,  —  0 
a#2 

in  dem  Falle ,   wo  q  das  Eeciproke  einer  ungeraden  ganzen  Zahl  2  i  -f-  1 
ist,  dargestellt  werden  kann  in  den  Formen: 


(Glaisher.) 

3.    Aufgabe.     Man    beweise,    dass    das    vollständige   Integral    der 
Gleichung 

cPu    .       9.  £>(j9-j-l) 

a  x2,  xl 

gegeben  wird  durch 

d  \p  cos  (rVa  #  +  a) 

worin  r  nach  Ausführung  der  Differentiationen  gleich  a2  zu  setzen  ist. 

(Gaskin.) 


'         /  d  \P 

=  Gx-p  (17) 
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In  allen  diesen  Fällen,  in  denen  die  Lösung  der  Gleichung  in 
dieser  Weise  symbolisch  gegeben  ist,  ist  es  nicht  schwer,  die  Lösung 
in  dieser  Form  zu  identificiren  mit  der  in  irgend  einer  anderen 
Form  erhaltenen,  z.  B.  als  eine  Keine  nach  der  ersten  Methode  dieses 
Capitels  oder  mittelst  eines  bestimmten  Integrals  nach  der  im 
VII.  Capitel  angegebenen  Methode.  Der  Studirende,  der  sich  voll- 
ständiger über  den  Gegenstand  dieser  symbolischen  Lösungen  und 
ihren  Zusammenhang  mit  Lösungen  in  anderer  Form  zu  unterrichten 
wünscht,  wird  eine  eingehende  Discussion  in  der  schon  angeführten 
(S.  202)  Abhandlung  (Section  VI)  von  I.  W.  L.  Glaisher  finden. 


Vermischte   Aufgaben. 

1.  Man  integrire  durch  Beihen  die  Gleichungen: 

(1)  *%8-c32/  =  ° 

(2)    x%^l-c>y  =  0, 
und  drücke  die  Integrale  derselben  in  endlicher  Form  aus. 

2.  Man  zeige,  dass  eine  Wurzel  der  Gleichung 

V3  +  V  +  %  —  0 
der  Differentialgleichung  genügt: 

U        ^  27/  dx2  ^  4  x  dx         36  y  ~" 


(Spitzer.) 


3.  Man  bestimme  die  Stamm gleichung  von 

d*y  |  Qdv  =  ^y 

dx2  clx         x2 

in.  der  Form: 

qxy  =  Ä(qx  —  2)  +  B{qx  +  2)  e~qx- 

4.  Man  löse  die  Gleichungen : 

(1)    iCsg  +  (a;3  +  3;e2)g  +  (5a;2_30x)g+(4*  +  30)2/  =  0, 

v  '       cl'jfi  dx%         dx  J  dx 

(3)    {x2+qx3)f;jt+l(a  +  S)qx*  +  (b-c  +  l)x}pt 

-\~  {(^  +  1)  qx  —  b  c)  y=^0. 

5.  Man  bringe  die  Gleichung 

n  %\  +  im -\-x-n  «)  -^- 4-  { p  —  a  (m  4- x) }  y  —  Q 
dx2  dx  s 
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dadurch,  dass  man 

y  =  eax  t 
und 

m  -\-  x  -{-  na  —  §  ( —  nf^ 
setzt,  auf  die  Form : 

TP  =  *«+**• 

und  integrire  die  letztere  Gleichung  durch  Keinen. 

6.  Man  integrire  die  Differentialgleichung 

durch  Beihen  und  stelle  das  Integral  in  der  endlichen  Form  dar : 

A  {i_(i  — 4a)1/2p  +  .B  {1  +  (1  —  4x)l/*}p.  (Glaisher.) 

7.  Man  "bestimme  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
a3y    i    „3,f  —    6,  dl_ 


dx3    '    a  #2  die 


in  der  Form  : 

y 


=  '~('+£)+»«-l('-£Mf«'+') 

+  31/2  cos  (^  g  £C  +  «)j. 

(Leslie  Ellis.) 

8.  Man  beweise,  dass  der  Coefficient  von  am  in  der  Entwickelung  von 

(1  —  2  ax  +  c$)~n 
nach  steigenden  Potenzen  von  a  die  Lösung  ist  von 

JL  ( (1  _  a^n+V*  ^.j  +  m  (m  i  2  n)  (1  -  x*f~1/2  y  =  0. 

dx  \  dx)    x       K      '        ' v 

9.  Man  beweise,  dass  nach  der  Bezeichnung,  die  wir  für  die  Lösung 
der  Legendre' sehen  Gleichung  angewendet  haben,  {Pn{cos$)}2  eine  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  ist: 

GÄ sin  *)S  T¥  +  4  n  (n  + x)  S4'M  *  (Ä S4'"  *)  l7==  a 

10.  Man  beweise,  dass  nach  der  Bezeichnung  der  §§.  90,  91 

1 


Pn+1  Qn  —    Qn-\~1  Pn  — 


n+1. 


ist. 


11.    Man  beweise,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

^~X^I^~~  2(m+l)x^  +  (n+m  +  l)(n-~m)y=° 

gegeben  wird  durch 

.  d™Pn    ,     r>  d™  Qn 

J  dxm  dx™ 

vorausgesetzt,  dass  m  nicht  grösser  als  n  ist. 
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"Was  ist  das  vollständige  Integral,  wenn  m  grösser  ist  als  w? 

(Hein  e.) 

12.  Man  zeige,  dass  die  Lösung  der  Gleichung 

worin  1c  eine  ganze  Zahl  ist,  ausgedrückt  werden  kann  in  der  Form: 

o,  -  (\  —  r2)V2Ä  ahm 

wo  ijn  die  Lösung  der  Leg endre' sehen  Gleichung  ist. 

13.  Man  suche  das  vollständige  Integral  der  Gleichung: 

(l-*a)^  +  2(»-l)a!gJ  +  (»-»»  +  l)(«  +  m)y  =  0. 

(Heine.) 

14.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 

d2y    ,        dy    ,     1  ~ 

dxl    '        cZa?     '     4  ^  ' 

im   "Falle  n   eine    ganze  Zahl   ist,    zum  vollständigen   Integral   den   Aus- 
druck hat: 

y  =  af-V'afr1-1)  {AIn-i{xk)  -f  5  Tn-i^72)}.  (Lommel.) 

15.  Man  bestimme  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

x2  j$'+ nx  ^f  + (ö  + C0ß2m)  y ==  ° 


in  der  Form: 

^  =  X-Wn-l) 

worin 

ist.     (Lommel.) 


[*H"-"i)+*'A'"-m 


j(»-l)«-S 


16.     Man  beweise,  dass  das  vollständige  Integral  von 

dßm  y 

dx2m        J 
lautet: 

p—m — 1 

y  =  x1/**»    ^    [Äp  Im  {2  (-  ap  x)k]  -f  JEfp  Zm  {2  (—  Op  X?'*}], 

worin  #0,  «l5  . . .,  «m—i  die  Wurzeln  der  Gleichung  am  =  1  sind,  und  dass 
das  von 

cZ2w+l|/ 


^w+1/2  -7—7; — n  =  V 


lautet : 


:1/2m+y4  ^g   Q,  { J  -«*-%  (2  ap  xl/2)  -f  ?:  Im+i/2  (2  «p  a;1/8)}, 


2/  —  x- 

p—0 
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worin  «0,  at,  . . .,  a%m  die  Wurzeln  der  Gleichung  ß2m+1  =  —  i  sind. 

(Lommel.) 

17.     Das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
—4  -4-  y  e2«  —  o 


lautet : 

und  das  von 

ist: 


y  =  AI0(e*)  +  BY0(e*), 

2_ 
6/.  X2      '  ^ 


=  «  \AI0\ex)  +  B  Y0  V7I.  (Lommel.) 


y—x  \ÄI0\exJ-\-B  Y0\exJ\.  (Lommel.) 

(Hinsichtlich   des  Zusammenhanges   dieser   beiden  Gleichungen  vergl. 
10.  Aufgabe,  Seite  143.) 

18.     Man  beweise,  dass  mit  der  Bezeichnung  von  §.  101 

In  II  -  n  -\~  -* 
wenn  n  keine  ganze  Zahl,  und 


2 
Inll-n  -|-  In—ll-n  —  sinnn, 

71X 


Yn  In-\-l  —    Yn-\-l  In  —  — 
X 

ist.     (Lomme  1.) 

19.  Die  Differentialgleichung 

s+2«E+i«a+fi+<'-=i!y-i)}»=» 

ist  in  endlicher  Form  integrirbar,    was   für  eine  Function  von  x  auch  Q 
bezeichnen  möge,  vorausgesetzt,  dass  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

20.  Die  Gleichung 

d2u    ,     r    d 


d2u    .     r   du        f.,         .     e  \ 
dx1    '     x  dx        \  x1/ 

l  integri: 

m  -f-  2 


ist  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn 

2{(1— r)2  +  4c}1/2 
2?;+l 
wo  i  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist.     (Malmsten.) 


21.  Man  beweise,  dass  der  Coefficient  von  I1P+1  in  der  Entwicklung 

I/o 

von  ea(x2+xK>      der  Differentialgleichung  -genügt : 
d2u  „  jö(j)  +  1) 

c^2  ^2  (Glaisher.) 

22.  Man  zeige,  dass,  wenn  y  =  X  die  Lösung  der  Gleichung 

—±  4-  k™y  =  0 
d  sc™    '         J 
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(wo  Je  eine  Constante  bedeutet)  ist,  alsdann  die  Lösung  von 
dm  y    ,    .  p  m  d™  - 5  y 

_%: — iL  _1_  fpn  if  r=r - 

dx™  X      dxm—1 

gegeben  ist  durch: 

y  =  aj»n(p+l)~l     __  )    _ 

«^  \xm-l    dxj     X™—1 

und  löse  hiernach  die  Gleichung  : 

dx2        x  dx  J  (Leslie  Ellis.) 

23.  Die  Gleichung 

■  dx2  dx  J 

ist  in  den  folgenden  Fällen,  in  endlicher  Form  integrirbar : 

1)  wenn  —  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist ; 

1 J   —  4—1     eine  ungerade  ganze  Zahl  ist; 

b        (/           b\2  c\lk 

3)  wenn  —  +   {(1 )   —  4  —  \     eine  ungerade  ganze  Zahl  ist. 

24.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 

{a  +  bxn)x2Cj^+  (c  +  exn)xC-^  -f  (f  +  gx»)u  =  X 

eine  endliche  Lösung  besitzt, 

1)  wenn  irgend  eine  der  vier  Grössen  a  —  ß  eine  gerade  ganze  Zahl  ist, 

2)  wenn  irgend  zwei  der  Grössen 

«l  ™  «2>  ßi  —  fe    «i  +-  «2  —  ßi—ßi 
ungerade  ganze  Zahlen  sind. 

Hierbei  bedeuten   ctv  a2  und  ß1:  ß2  respective  die  Wurzeln   der   qua- 
dratischen Gleichungen: 

j  b  n  (a  —  2)  (n  «  —  2  w  —  2)  -j-  ~k  e  w  («  —  2)  -f-  <y  =  0 
und 

\anß(nß-2)  +±cnß±f=0.  (pfaff) 

25.  Man  beweise,  dass  die  drei  Ausdrücke 
|\  1        a2x2    , 

x~p\l T~W  + 

6  OßQ 

1\  /         3\/         5\   372^  "*" 

Porsyth,  Differentialgleichungen.  ]_4 


1                 a4  ic4 

(p- 

1\/         3\    2!24 
1 
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€axx—P    1  —  —  ax- 
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P  (P  —  1)  a*x*  __  PJP'—1)  (P-~2)  a*x*   i  ] 

p(p-^)  2!      p(p-\Yp-V  8!  | 


sämmtlicli  particuläre  Integrale  der  Gleichung 

d2  u  9  p  (p  -f  1)  n, 

d  xl  xl 

sind,  und  zeige,  dass,  wenn  p  nicht  eine  ganze  Zahl  ist,  diese  drei  Aus- 
drücke einander  gleich  sind.  Man  suche  in  diesem  Falle  ein  zweites,  von 
jenen  unabhängiges  particuläres  Integral. 

26.     Man  zeige,  dass  die  Lösung  von 

dx*        a  y  ~         x*        lJ 
in  jeder  von  den  Formen  geschrieben  werden  kann  : 

y  =  ar-P-i  (x3  -pY{Ä-2jp+i  (J.ea*  _|_  5r««)) 

«  =  x-p-z  (x*  -^-Y      {x-2P  {Ae">x  -\-  Be-ax)}-      m      t    ^ 
•y  \       äxJ  (Boole.) 

Man  zeige,  dass  sich  das  Integral  derselben  Gleichung  auch  in  der 
Form  schreiben  lässt: 

y  =  a?  (4-  -Y  (^  *ax  +  B  e~ax)<  m       i  •     ^ 

■^  VcZiC  #/    v  '  (Donkm.) 

27.  Die  Lösung  der  Gleichung 

kann  dargestellt  werden  in  der  Form  : 

dm — 1  cln — 1 

y  =  Ae~<*x  -, {x-nex(a-ß)\  4-Be-ßx^ {x~mex (?-<*)}• 

j  dx™—1  dxn—^ 

Man  bestimme  die  Lösung  von 

d2  y    .  d  y 

in  der  Form  : 

y  =z  A  eV*&  4—  (ß-Va^)  +  JB  eVi&  ~  {e~1/^2  /V/a*2  d  x}> 

J  dxm  \  >    I  c[.xm   [  J  > 

(Spitze  r.) 

28.  Die  orthogonale  Flächenschaar  zu  einem  System  von  Um- 
drehungsflächen,  das  durch  die  Gleichung  Pn  =  c  r»+1  gegeben  ist,  wobei 
Pn  die  Lösung  der  Legendre'  sehen  Gleichung  und  ihr  Argument  x 
der  Cosinus  des  Winkels  ist,  welchen  der  Eadiusvector  nach  irgend  einem 
Punkte  mit  der  Aeqnatorialebene  bildet,  wird  gegeben  durch  die  Gleichung : 

Pn+l  —  Pn-1  —  arn. 


Sechstes   Capitel. 

Hypergeometrisehe  Reihen. 

§.  113. 
Die  Bei  he 

tt(«+l)(«  +  2)ff(/S  +  l)(ff+2) 
^  1.2.3.y(y  +  l)(y+2)  '    +'" 

wird  die  hypergeometrische  Reihe  genannt  und  gewöhn- 
lich mit 

F  (cc,  ß9  y,  x) 

bezeichnet;  die  vier  Grössen  oc,  /3,  y,  #  heissen  ihre  Ar- 
gumente und  von  diesen  ist  x  allein  veränderlich.  Die  Elemente 
a  und  ß  können,  ohne  den  Werth  von  F  zu  beeinflussen,  mit  ein- 
ander vertauscht  werden;  ist  eins  von  ihnen  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  wird  die  Reihe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
bestehen,  anderenfalls  wird  sie  ins  Unendliche  gehen.  Es  wird  an- 
genommen, dass  y  keine  ganze  negative  Zahl  ist,  so  dass  unend- 
liche Glieder  ausgeschlossen  werden  können. 

Ist  x  kleiner  als  1,  so  ist  die  Reihe  convergent;  ist  aber  x 
grösser  als  1,  so  ist  die  Reihe  divergent.  Für  x  =  1  ist  die  Reihe 
convergent,  falls  y  —  cc  —  ß  positiv,  und  divergent,  falls  y — cc — ß 
Null  oder  negativ  ist. 

Die  Reihe  ist  von  selir  grosser  Allgemeinheit  und  be- 
greift als  besondere  Fälle  sehr  viele  der  Reihen  unter 
sich,  welche  in  der  Analysis  auftreten.  Die  folgenden  Bei- 
spiele lassen  sich  leicht  bestätigen: 

I.  (l+x)»  =  F(—n,  0,  jS,  -x). 

IL  (l  +  x)»+(l-x)«  =  2F(-iw,-|»+  \\^ 

III;  log{\  -\-x)  =  xF  (1,1,2,  —x). 

14* 
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V.  e*  =  F(l,  ß,  1,  1^)  für  ß  =oo. 


1  #2    \ 

VI.  cös/a#  =  .F(«,  ß,  -  ,- — 0  )  für  a  =  ja  =  oo, 

2  Aap/ 

VII.  cös  wa?  =  JP(  — w,  —  —w,  — ,  sm2#  V 

1.  Aufgabe.  Man  beweise,  dass  alle  Differentialquotienten  der 
Reihe  für  den  Werth  x  =  1  divergent  sind,  wenn  die  Reihe  selbst  für 
diesen  "Werth  divergent  ist,  und  dass  alle  Differentialquotienten  von  einer 
bestimmten  Ordnung  an  für  den  "Werth  x,  —  1  divergent  sein  werden, 
obwohl  die  Reihe  für  diesen  Werth  convergirt. 

2.  Aufgabe.     Man  stelle  als  hypergeometrische  Reihen  dar: 

(1)  sint,  wenn  das  veränderliche  Element  in  der  Reihe  t2  ist; 

(2)  sin  nt,  wenn  das  veränderliche  Element  in  der  Reihe  sin2 1  ist ;    . 

(3)  cosnt,  wenn  das  veränderliche  Element  in  der  Reihe  — tang2t  ist. 
Andere  sind  bei  Gauss  gegeben  am  Anfang  seiner  ersten  Abhandlung, 
auf  welche  in  §.  134  hingewiesen  wird. 


§■  114. 

Der  Coefficient  von  xr  möge  mit  Ar  bezeichnet  werden ;  als- 
dann ist  die  Beziehung ,  welche  die  auf  einander  folgenden  A  mit 
einander  verknüpft: 

(1  +  r)  (y  +  r)Är+l  =  («  -f  r)  (ß  +  r)  Ar. 
Wir  betrachten  nun  die  Differentialgleichung: 

(1)     {(«■  +  a)  (*  +  ß)  -  \  ■%  (»  +  y  -  1)}  y  =  0, 

in  welcher  &  für  das  Operationssymbol  x  —  steht.      Eine    Lösung 

dieser  Gleichung  kann  man  durch  eine  Reihe  erhalten.    Diese  Keine 
möge  dargestellt  sein  durch: 

y  =  B0xP  -f  B1  x^1  +  B2  %."+*  +  .... 

...  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Differentialgleichung  ein,  welche 
alsdann  identisch  befriedigt  werden  muss  ,  so  muss  die  Grösse ,  mit 
welcher  jede  einzelne  Potenz  von  x  multiplicirt  ist ,  verschwinden. 
Daher  haben  wir  für  die  niedrigste  Potenz: 

— ■  a  (u  -(-  y  —  i)  B0  =  o, 
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und  aus  dein  Verschwinden  der  Coefflcienten  der  höheren  Potenzen 
ergiebt  sich  .  die  Relation  zwischen  den  auf  einander  folgenden 
Grössen  B: 

(ll  +  r+l)({i  +  r  +  y)Br+i-(p  +  r  +  a) (p  +  r+  ß)  Br  =  0. 

Wir  können  annehmen,  dass  B0  nicht  gleich  Null  ist,  da  die 
Relation  B0  =  0  alle  B  zu  Null  machen  würde;  somit  wird  die 
erste  Gleichung  befriedigt  entweder  durch 

oder  durch 

li  =  1  —  y. 


§.  115. 

Nehmen  wir  zuerst  den  Werth  fx-  =  0,  so  wird  die  Be- 
ziehung, welche  zwei  auf  einander  folgende  B  mit  einander  ver- 
bindet : 

(1  +  r)  (y  +  r)  Br+i  =  («  +  r)  (ß  +  r)  Br. 

Wenn  nun  B0  =  1  =  AQ  ist ,  so  zeigt  die  eben  bewiesene 
Relation,  verglichen  mit  der,  welche  die  A  verbindet,  dass  jßr=zAr 
ist,  und  daher  wird  die  angenommene  Reihe  die  hypergeometrische 
Reihe.     Demnach  ist  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1) : 

F(a,  ß,  y,  x). 
Die   operirenden   Factoren    in    (1)   mögen    entwickelt    und   die 
Glieder  von  derselben  Ordnung  gesammelt  werden;    dann  kann  die 
Gleichung  geschrieben  werden : 

i{a^-ß)}%  —  aßx\y  =  0. 


■  IlLUlg     gC 

;nwiiic 

UCiJ 

L      VV  C 

1  U.CJUL  . 

[(1- 

-x)  ^2 

+ 

{y~ 

—  l—x(a 

Nun  ist  aber: 

# 

__       d 

dx 

#2 

2      CP 
=   ^   — 

dx2 

dx 

setzt  man  daher  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  ein,  ordnet 
dann  wieder  und  dividirt  durch  xl  (1  —  x),  so  geht  die  Gleichung 
über  in : 

(i)    ^1  j_  y—(n  +  ß  +  1)x  ^i  __     aß    y  _  0 

dx2  x(l  —  x)  dx         x(l — x) 

welches  die  Differentialgleichung  -  ist,  der  F  («,  ß,  y,  x) 
genügt. 
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Nehmen  wir  jetzt  den  Werth  [i  =  1  —  y,  so  wird  die 
Beziehung,  welche  die  Grössen  B  verknüpft: 

(l  +  r)  (2-y  +  r)JBr+1  =  («+  1  -  y  +  r)  (ß  +  1  -  y  +  r)  Br. 

Ist  B0  =  1,  so  zeigt  diese  Gleichung,  dass  die  Grössen  jB  die 
auf  einander  folgenden  Coefficienten  in  einer  hypergeometrischen 
Keine  sind,  deren  constante  Elemente  bezüglich  sind :  CG  -j-  1  —  y, 
ß  -j-  1  —  y,  2  —  y.  Die  für  y  angenommene  Eeihe  beginnt  mit 
x1~y ';  daher  ist  der  Werth  von  y: 

x^rFia+l-y,  ß  +  l— y,  2— y,a?), 
und    dies    ist   ebenfalls    eine   Lösung   der   Differentialglei- 
chung (I). 

Wir  haben  somit  zwei  particuläre  Lösungen  dieser  Differential- 
gleichung, und  demnach  kann  jedes  andere  particuläre  Integral, 
welches  für  Werth e  von  x,  die  kleiner  als  1  sind,  endlich  ist,  dar- 
gestellt werden  in  der  Form: 

AF(a,ß,y,x)  +  Bxl~yF(a  +  1  —  y, ß  +  1  —  y,  2  — y,a), 
wo  A  und  B  Constanten  sind,  deren  Werthe  durch  Yergieichung  der 
Potenzen  von  x  bestimmt   werden   können.     Bezeichnen   in   diesem 
Ausdruck  A  und  B  willkürliche  Constante,  so  liefert  er  die  voll- 
ständige Lösung  von  (I). 

§•  H6. 

Um  (I)  auf  ihre  Normalform  zu  reduciren,  müssen  wir 
sie  mit  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung vergleichen.    Wir  haben  dann: 

t>__^  —  (a  +  ß+l)^„_7        y  —  cc  —  ß—l 


Q 


x(l  —  x)  X  1 

—  aß 


x(l  —  x) ' 
und  daher  wird  die  Invariante  I,  welche 

ist,  nach  einigen  Keductionen : 

1     1  —  A2  1        1  7/2  1     ;w2  __  ^2 

~T  T  ' 


4       x2  4   (x—  l)2     '4  x(x—l) 

worin 

A«  =  (l-y)»,    <»»  =  («_/?)»,    v>  =  {V-a-ß)* 

gesetzt  ist. 
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Diese  Invariante  möge  mit  I  oder  tp  (x)  bezeichnet  werden,  wo 
die  letztere  Form  bequemer  sein  wird,  falls  man  die  unabhängige 
Veränderliche  verändert. 

Demnach  geht  die  Gleichung  (I)  durch  die  Substitution 

p  qi  ßlhf  ^^x 

=  y  xl/*  v  (1  —  x)V*  («+/*+i-y> 
über  in 

worin  ip  (x)  die  oben  angegebene  Function  von  x  bedeutet. 


Reihe  von  24  particulären  Integralen. 

§.  117. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  weitere  particuläre  In- 
tegrale dieser  Differentialgleichung  zu  suchen.  Aus  der  Unter- 
suchung des  §.  64  folgt,  dass  die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein 
müssen,  damit  die  Gleichungen 

und : 

(in)     ^  +  ^(0  =  0 

in  einander  transformirbar  seien,  erstens 

v  =  z  (  ■ 
und  zweitens: 


*  =  *  \Tx)    =  *u 


(iv)     |m  f  (£)V(0-tf(*)  =  o 

sind. 

Betrachten  wir  daher  ty\{t)  als  eine  gegebene  Function  von  t, 
so  wird  die  letzte  Gleichung  den  Werth  von  t,  ausgedrückt  durch  x, 
ergeben,  und  wenn  dieser  Werth  gefunden  ist,  so  wird  die  erste  die 
Beziehung  zwischen  v  und  8  liefern. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Function  tyi  (t)  so  beschaffen  ist, 
dass  für  sie  Gleichung  (III)  die  ISTormalform  derjenigen  Gleichung 
wird,  welcher  die  hypergeometrische  Reihe  mit  den  constanten  Ele- 
menten «',  ß\  y'  genügt,  und  setzen  voraus,  dass  wir  aus  (IY) 
einen  Werth  von  t  als  Function  von  x  bestimmen  können. 
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Alsdann  erhalten  wir,  da  der  "Wertla  von  u.  ohne  Weiteres  aus 
dem  Werthe  von  t  abgeleitet  werden  kann,  eine  Lösung  von  (II) 
in  der  Form : 

utl'*V(l  —  0%(*'+iJ'+i-y')jp(a',  ß\  y\  t\ 

welche  verschieden  ist  von  dem  Werthe  von  v,   den  wir  bereits  ge- 
habt haben. 

§•  H8. 

Die  allgemeine  Lösung  von  (IV)  wird  t  als  eine  Function  von 
x,  cc,  /3,  y,  a\ßf,yf  ergeben.  Wir  wollen  diejenigen  Formen  dieser 
Function  wählen,  welche  t  abhängig  machen  von  x  allein,  aber 
unabhängig  von  den  beiden  Reihen  von  constanten  Elementen. 
Wir  können,  um  diese  zu  erhalten,  setzen : 

\tx\  =  0 


/N  /dt\2 


Die   erste  dieser  Gleichungen   ist  nach  Multiplication   mit  tf~1^ 
dir e et  integrirbar  in  der  Form  : 

und  führen  wir  die  Integration  weiter  aus,  so  erhalten  wir: 

4 


t  =  A 


C(Cx  +  Cf) 
ax  -\-b 


ex  -f-  cV 
wenn  wir   die   Constanten    ändern.    Dies  ist   der  allgemeine  Werth 
von  t,  für  welchen  die  Function  {t,x}  verschwindet.    Die. Bedingun- 
gen erfordern  aber,  dass 


*®Q'=*m 


oder 

(a  d  —  h  c) 2       fa  x  -j-  b 


(cx  +  äy 


fax  +  b\ 


sei,  und   dies  wird  nicht  für  willkürliche  Werthe  dieser  Constanten 
stattfinden;  dieselben  müssen  daher  bestimmt  werden.     Nun  ist: 

1_  Äx2  +  Bx-\-  G 

^}  —  4         0*(1—  xY       ' 
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worin : 

A  =  1  —  y? 

J?  =  A2  +  fl,2  — l/2--l 

und  es  kann  gesetzt  werden : 

Daher  müssen   die  Constanten   a,  b,  c,  d  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  der  Gleichung  genügen : 

Ax*  +  Bx  +  G 


(ad-be)2 


x2(l—x)* 
Ä  (ax  -f  iy  +  B'(ax  +  b)  (ex  +  d)  +  C  (ex  +  dy 


(ax  +  b)2  (ex, Ar  d)2  {(e  —  a)x  +  d  —  b)2 
Die  Grössen  tf,  ß,  y  (und  daher  auch  A,  B,  0,  welches  Func- 
tionen von  ihnen  sind)  sind  willkürlich,  und  es  können  demnach 
der  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  auf  der  linken  Seite  keinen 
gemeinschaftlichen  Factor  ausser  einer  Constanten  haben,  und  Ana- 
loges gilt  für  die  rechte  Seite.  Daher  können  wir  setzen: 
m(Ax*+Bx  +  C)  =  (ad  —  be)2[Ä(ax  +  by  +  Bf(ax-{-b)(cx+d) 

+  G'(cx  +  d)2] 
mx2  (1  —  x)2  =  (ax  +  b)2  (ex  +  dy  {(e  —  ä)x\-d  —  b}2, 
worin  m  constant  ist.  Die  letzte  von  diesen  Gleichungen  wird  die 
zulässigen  Wertlie  von  a,  b,  c,  d  bestimmen;  die  erste  wird  sodann 
die  Beziehungen  von  af,  ßf,  yf  zu  oc,  ß,  y  angeben,  welche  bestehen 
müssen,  damit  der  Ausdruck  am  Ende  von  §.117  eine  Lösung 
von  (I)  sein  kann. 

§•  119. 

Vergleichen  wir  nun  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Po- 
tenzen von  x  auf  den  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung,  so- finden 
wir,  dass  die  Gleichung  für  folgende  Werthsysteme  der  Constanten 
identisch  erfüllt  wird : 


(1) 

c  =  0  =  b 

=  a  —  d 

m  =  «6 

(2) 

c  =  0  =  d  - 

-  b  =  a  +  b 

m  =  a6. 

(3) 

a  =  0  =  d 

=  c  —  b 

m  =  V\ 

(±) 

a  ■==-  0  =  d  - 

-  b  =  c  -\~  d 

m  =  bl]. 
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(5)  b  =  0  =  c  —  a  =  c  -{-  d;     m  =  a6. 

(6)  d  =  0  =  c  —  a  =  a  -\-  b ;     m  =  fr6. 

Werden    diese   Werthe   in    den  Ausdruck   für   t   eingesetzt,    so 
ergiebt  sicli  respective: 

(1)     t  =  x,  (2)     t  =  1  —  x,  (3)     t  =  \ , 

1  ,„,         .  «  «C  1 


(4)     t=    )       (5)     t==     (6)     f 


JL  X  X  x  $/ 

und  diese  bilden  das  vollständige  System  der  gesuchten  Wertlie 
von  t. 

§.  120. 

Mittelst  eines  jeden  dieser  Werthsysteme  transformiren  wir  nun 
die  erste  der  beiden  Gleichungen  und  erhalten  so  die  nothwendigen 
Beziehungen  zwischen  a\  ß\  yf  und  a,  ß,  y.  Betrachten  wir  zuerst 
das  System  der  Wertlie  (1),  so  haben  wir: 

Ax*  +  Bx  +  G  =  A'x*  +  B'x  +  G\ 
also : 

A  =  Ä,     B  =  Bf,     G  =  C, 

oder,  als  eine  äquivalente  Reihe  von  Gleichungen: 

P  =  A'2,    ,u2  =  p'2,    v2  =  iA 

Drücken   wir  diese  Relationen   durch   die    constanten  Elemente 

aus,  so  werden  sie: 

(1  __  y'y.  =  (i  _  vy 

(«'  -  ß'y-  =  («  -  /3)3 
(/  _  „'  _  py  =  (r  -  «  -  fl», 

und  (wenn  wir  uns  erinnern,  dass  eine  Yertauschung  des  ersten 
und  zweiten  constanten  Elements  in  der  hypergeometrischen  Reihe 
keine  Aenderung  hervorbringt)  so  finden  wir,  dass  dieselben  be- 
friedigt werden  durch : 

(i)    «'  =  «,  ß'  =  ß,  /  — y. 

(2)  a'  =  y  —  a ,  0'  =  y  —  ß  ,  y'  =  y. 

(3)  <*'  =  «  —  y+1,     /S'  = /5  —  y  +  1,    /  =  2  -  y. 

(4)  «'  =  1    —  GS-,  ß'  r=r  l   —  jS  ,  y'  =  2   —  y. 

D&  t  =  x  ist,  so  ist  -r-  =  1   und  somit  ist  auch  u  für  diesen 
dx 
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Werth  von  t  gleich  1 ;  und  die  particulären  Integrale  der  Gleichung 
in  i\  welche  diesen  vier  "Werthsy steinen  entsprechen,  sind  respective : 

xKy  (1  —  a)1/s<«+l*+i~y>  F(cc,  ß,  y,  x). 

xltä  (1  —  .x)V*  (y-«-P'+D  F  (y  —  cc,  y  —  ß,  y,  x). 

aji-Vay^— ÄJ)1/2(«+Ri-y)jP(a  — y-fl,  ß  —  y -f 1,  2  —  y,x). 

xi-V*y  (l  _  #)V2(y-«-iHi) F(l  —  a,  1  —  |3,  2  —  y,  a?). 

Dies  sind  nun  Integrale  der  Gleichung  (II);  um  die  ent- 
sprechenden Integrale  der  Gleichung  (I)  zu  erhalten,  müssen  wir 
jedes  derselben  mit 

#-%  y  (1  —  a;)-1/«  («+/5+1— y> 

multipliciren.     Demnach    sind    vier  particuläre   Integrale   der  Glei- 
chung (I) : 

I.     y  =  F(cc,  ß,  y,  x). 

IL     y  =  (1  —  a)/-«-»*  I '  (y  —  a,  y  —  /?,  y,  #). 
III.     2/  =  x1-yF(a  —  y+  1,  /i  —  y  +  1,  2  — y,a;). 
IY.     f/  =  ^"y  (1  —  ocy-a~?F(l  —  a,  1  —  /3,  2  —  y,  o?). 

Behandeln  wir  nun  die  Relation  £  =  1  — ■  #  in  derselben 
"Weise,  so  finden  wir  vier  andere  particuläre  Integrale  von  der 
Form: 

V.  y  =  Ffaß,*  +  ß-Y+l,l-x).  ' 

VI.  y  =  xL-YFia  —  y+l,  /?  — y+1,  cc-f/3  —  y-f-1,  1  — #). 

VII.  2/  =  (1—  xy-^PFty— -a,  y  — j3,y  — a  —  ß+1,  1— a?). 

VIII.  2/  =  ^-y(l—^-a-'?^  (1  —  ^,1—  fty— a  —  /J-fl,l-aO. 

Und  aus  der  Relation  ^  ==  —  erhalten  wir  als   ein  particuläres  In- 

x 

tegral : 

„IX.     y  ==  x~aF  (et,  a  —  y  -f  1,  cc  — j3  +  1,-Y 

§.  121. 

Auf  die  angegebene  Weise  können  sämmtliche  particulären 
Integrale  für  die  verschiedenen  Werthe  von  t  gefunden  werden. 
Jeder  Werth  von  t  führt  zu  vier  particulären  Integralen,  so  dass  es 
deren  im  Ganzen  24  giebt. 

Dieses  mühevolle  Verfahren,   die  übrigen   zu   erhalten,  braucht 
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man  indessen  nicht  mehr  anzuwenden ;  man  kann  ,  uro.  die  Reihe 
zu  vervollständigen ,  aus  den  vorhergehenden  neun  die  folgenden 
fünfzehn  ableiten : 

X.     j^arWß/S-y+i,  ß  —  u+1   I 

\  x 

XL     y  =  xa~y  (1  —  x)y~a-?  Ffl  —  cc,y  —  cc,ß—a+lt- 
XII.     2/  =  ^_y  (1  —  x)y-a-P  F(l  —  ß,Y  —  ß,ci-ß+l,- 


XIII.     7/  =  (1  —  x)~a Fl  a,y  — j8,  w— /3  -f  1 


XIY.     #  =  (1—  aD-'*JF  (j3,y  —  a,/J  — a+  1, 


1  ■ — # 
1 


1  #y 

1 


1 


XV.     2/  =  a;1-y(l—  x)y-a"1FU— -y+1, 1  — ß,  «— ß+l,- 
XVI.    ^  =  ^-^(1—  ^y-^JP7^  — y+1, 1— a,]3  —  a+l,y£-)- 


XVII.  p=(i— ^-«F^y-fty,^^ 

XVIII.  y=  (l-x)-PF(ß,Y-w  ^zi)' 

XIX.  ^^^-^(l—  x)y-a~1F  U  —  y  +  1, 1  —  ß,  2  —  y, 

xx.  # = ^-y  (l—xy-c-1  F  (ß — y + 1,  1  --  «,  2  — y, 


x  —  1 

X 


XXL     y  =  x~aF  (oc,cc  —  y  +  1,  a  +  /3  — y  +  1, 
XXII.     y  =  x~?F(ß,  jS  —  y+l,  a  +  /J  —  y+1, 


1  o?— 1 

# —  1 


£C 1 


XXIII.  #  =  a«-r(i—  %)y-a-?F  (  1— «,y— a,y— a— j3+l, 

XXIV.  yy  =  aP-r  (1  —  a)?-"-*  F(l—ß,  y—ß,  y—a—ß+ 1 


x 
x  —  1 

X 
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Beziehungen  zwischen  den  particulären  Integralen. 

§.  122. 
Alle  diese  Integrale  mögen  mit 

2/i»  yi,  •••»  y-2?>,  2/24 

bezeichnet  werden,  wobei  die  Indices  und  die  Nummern  der  vor- 
stehend angegebenen  Gleichungen  einander  entsprechen.  Diese 
Grössen  y  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  denn  nach  der  ge- 
wöhnlichen Eigenschaft  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  (von  welcher  sie  sämmtlich  Lösungen  sind)  besteht  zwi- 
schen irgend  dreien  von  ihnen  yx,  2/(«,  yv  eine  Eelation  von  der 
Form  : 

yi  =  Ayp  +  Byv, 

und  wir  müssen  nun  für  die  verschiedenen  Combinationen  der 
Integrale  alle  diese  Eelationen  suchen.  Es  wird  aber  gewisse  Fälle 
geben,  in  welchen  entweder  A  oder  B  Null  ist  und  daher  die  ent- 
sprechenden Integrale  nur  durch  einen  constanten  Factor  von  ein- 
ander verschieden  sind.  Diese  erkennt  man  durch  Anwendung  des 
folgenden  Hülfssatzes : 

Wenn  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  (I) 
nach  denselben  aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
sind  und  beide  Reihen  convergiren,  so  unterscheiden  sie 
sich   nur  durch  einen  constanten  Factor  von  einander. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an ,  dass  eine  der  Lösun- 
gen F(a,  ß,  y,  x)  sei  und  dass  die  andere,  nach  steigenden  Poten- 
zen von  X  entwickelt,  dargestellt  sei  durch 

y  —  A  +  Bx  +   Cx*  -f  -.. 

Substituirt  man  diesen  Wertli  von  y  in  die  Differentialglei- 
chung, so  würde  man  durch,  ein  ähnliches  Verfahren  wie  in  §.114 
finden:  y  =  AF(a,  ß,  y,  x),  wodurch  der  Hülfssatz  bewiesen  ist. 

§.  123. 

Wir  wollen  diesen  Hülfssatz  anwenden ,  um  die  particulären 
Integrale  zu  erhalten >  die  gleich  yx  sind;  von  diesem  werden  wir 
annehmen  ,  dass  es  eine  convergente  Reihe ,  also  x  <^  1  sei.  Dann 
ist  y.2  ebenfalls  eine  convergente  Reihe,  welche  nach  denselben  stei- 
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genden  Potenzen  von  x  fortschreitet  wie  y1 ;  das  erste  Glied  in 
jeder  ist  die  Einheit,  der  constante  Factor  des  Hülfssatzes  ist 
daher  1  und  wir  haben: 

Vi  =  2/2- 
Die  nächste  in  der  Zusammenstellung,  welche,  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickelt,  mit  x°  beginnt,  ist  yh.    Nehmen  wir  aus 

F(a,ß,  «  +  0_y-fl,  \-X) 
den  Coefficienten  von  xn,  so  werden  wir  denselben  linden: 

«(«+!)...  (u±n-l)ß(ß+l)  ...  (ß  +  n  —  1) 
{       '    i.2...n.(ot+ß  —  r+l)(a+ß  —  y  +  2)...(u+ß—y+n) 
F(oc±n,ß  +  n,  a+ß  —  y  +  n+l,  1). 
In   diesem   Coefficienten  ist   aber  F  nur  convergent   (und  hat 
daher  einen  endlichen  Werth),  wenn 

u  +  ß  —  Y  +  n  +  1  —  (a  +  n)  —  (ß  +-  n) 
positiv  ist  (siehe  §.  113),  d.  h.  wenn  1  —  y  — n  positiv  ist.  Daher 
werden  von  einem  bestimmten  Grliede  ab  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzen von  x  divergirende  Keinen  sein,  und  wir  können  alsdann 
die  Keihe  F(u,ß,M-\-ß — -y-\-l,  1 — x)  nicht  als  convergent  be- 
trachten, obwohl  sie  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelbar 
ist.    Daher  ist  yh  nicht  gleich  yv 

Verfährt  man  mit  y7,  yu,  yu,  yl7l  y18  in  derselben  Weise,  so 
wird  man  finden,  dass  die  letzten  beiden  allein  Reihen  sind,  die  zu 
gleicher  Zeit  mit  F(cc,  ß,y,x)  convergiren.     Demnach  erhält  man: 

(1)  J/i  =  2/2  =  #17  =  2/18- 
Ferner  werden  y%  und  yx,  y±  und  y2,  y19  und  y17l  y2()  und  y18 
aus  einander  durch  genau  analoge  Transformationen  der  Elemente 
abgeleitet ;  z.  B.  wird,  um  von  y1  zu  y?)  überzugehen,  die  erste  multi- 
plicirt  mit  xl~y ,  während  das  erste  und  zweite  Element  erhalten 
wird,  indem  man  das  frühere  dritte  von  dem  früheren  ersten  und 
zweiten  subtrahirt  und  zu  jedem  Resultat  1  addirt,  und  das  neue 
dritte  Element,  indem  man  das  frühere  dritte  Element  von  2  sub- 
trahirt. Dieses  Verfahren  ist,  wie  man  sieht,  bei  allen  dasselbe 
und  daher: 

(2)  2/3   =  2/4=  2/19  =  2/20- 
Aufgabe.     Man  zeige,  dass 

(3)  2/6    =  2/e  =  2/21  =  2/22- 

(4)  y7    =  y8  =  y23  =  2/24- 

(5)  2/9    =  2/i2  ■—  2/is  =  2/i5- 

(6)  2/io  —  2/n  =  2/u  —  2/i6- 
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§.   124. 

Es  ist  somit  ersichtlich,  class  sich  die  24  Integrale  in 
sechs  Classen  eint  heilen  lassen;  die  gleichen  Glieder  dieser 
Classen  können  wir  respective  durch 

^1  >    ^2  i    ^3  i    -^4  i     ^5  i     -^6 

bezeichnen,  der  Reihe  nach  den  obigen  Grössensystenien  entspre- 
chend. Wir  haben  noch  diejenigen  Relationen  zu  suchen,  welche 
zwischen  ihnen  vermöge  des  Unistandes,  class  sie  Lösungen  der 
Differentialgleichung  sind,  bestehen. 

Nun  sind  Y3  und  Y4  convergent  für  diejenigen  Werthe  von  x1 
welche  kleiner  als  i  sind,  während  Y5  und  F6  für  diejenigen  Werthe 
von  x  convergiren,  die  grösser  als  1  sind.  Da  nun  deshalb  die 
ersten  convergent  sind,  wenn  die  letzten  divergiren,  und  umgekehrt, 
so  kann  es  offenbar  keine  Gleichungen  geben,  welche  Y%  und  F4 
mit  Tb  und  Y&  verbinden.  Wir  müssen  daher  die  Gleichungen 
zwischen  je  drei  Grössen  des  Systems  Y1 ,  lr2,  I3,  Y4  und  je  dreien 
des  Systems  Yl,  Y2,  Y~a ,  Y6  suchen  und  brauchen  dabei  nur  die- 
jenigen Gleichungen  zu  bestimmen,  in  , denen  Y1  vorkommt,  da 
durch  Veränderung  der  Elemente  und  durch  Division  mit  einem 
Factor  irgend  eine  der  Grössen  Y  in  Y±  transformirt  werden  kann. 
Die  gesuchten  Gleichungen  werden  daher  diejenigen  sein,  welche 
die  Grössen  der  folgenden  sechs  Gruppen  unter  sich  verbinden : 

Yi ,  1 2 »  173 ;     Yi ,  Y 2 ,  I  4  ;     Y 1 ,  Y3 ,  Y 4  ; 
Die  Gleichung  für  die  erste  von  diesen  Gruppen  möge  sein: 

ri  =  MT,  +  NT3, 

oder,: 

iji  =  My,  +  Nyb. 

Um  $£  und  N  zu  bestimmen,  wird  die  Substitution  von  irgend 
zwei  besonderen  Werthen  von  X  ausreichen ;  dieselben  mögen  x=l 
und  x  =  0  sein,  und  man  nehme  an,  dass  1  — ■  y  eine  positive 
Grösse  sei,  so  dass  x1~7  =  0  ist  für  X  =■  0.  In  diesen  beiden 
Fällen  erhält  man  : 

F(a,  ß,  y,  1)  =  MF(a  —  y+l,  ß-y  -f- 1,  2  —  y,  1)  +  N 
l=NF(u,ß,a  +  ß  —  y  +  l,l). 

Um  M  und  JV  zu  berechnen,  müssen  wir  die  Belationen  zwi- 
schen den  Beilien  für  das  Argument  1  bestimmen,  zu  denen 
wir  jetzt  übergehen. 
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Einführung  der  Gauss 'sehen  IT- Function. 

§.  125. 

Der  Coefficient  von  xm  in 

F(cc,  ß,  y,  x)  —  F(a,  ß,  y  —  l,x) 
ist: 

ci(a±l)...(a±m-l)ß(ß±l)...(ß+m  —  l)\l     Y  +  m—l\ 

1 . 2  . . .  m  .y  (y  +  1)  . . .  (y  +  m  —  1)  1  y  —  l     j 

aß       (a  +  1)  (06  +  2) . . .  (oe-f  m  —  1)  (ß  +  1) ...  (/3  +  m  —  1) 


y  (y—l)  1 .  2  .  3  . . .  (m  —  1) .  (y  +  1) . . .  (y  +  m  —  1) 

cc  /3  ff 
=  Coefficient  von  ffw  in + F  (a  +  1 ,  ß  +  1 ,  y  +  1 ,  ff), 

r  (y  —  i) 

und  das  Glied  der  linken  Seite,  welches  unabhängig  ist  von  X,  ver- 
schwindet, so  dass  ist: 

F(a,ß,y,x)-F(a,ß,y-l1x)  = 2llL-F(u+l,ß+l,y+l,x), 

=— — ^—  -?-  F(o6,  ß,  r,  x). 

y  —  1  d  x 

Aus   der   Differentialgleichung,    welcher   F(cc,  ß,  y,  x)   genügt, 
erhalten  wir  aber: 

£|  {y-(*  +  ß+i)x}  =  aßF-x(l-x)  g- 

Bezeichnet  man   den  Werth  "von  F(u,  ß,  y,  ff)  für  X  =  1   mit 

dff: 
ist : 


Fi  (a,  ß,  y),  so  ist  somit,  da  der  Werth  von  — -  für  x  =  1    endlich 


^(„ftyJ-^^fty-^-^fllL 


05 


(y-l)(y-«-/S-l) 

oder: 


*\  («.  £.  r)> 


_  (y-i-«)(y-i-Ä  F  f   ß   , 

-iy-lXy-a-ß-l)™*')' 
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oder,  wenn  wir  y  mit  y  -\-  1  vertauschen : 

Ebenso : 
und  daher: 

Fl ^'^  y(y4-i)(y-«-ft(y  +  i-«-/J)  ^  (a'Ar  +  2) 

(y-«)(y+l-c)...(y+fc-l-«)(y-/?)(y+l-/?)...(y+fe-l-/3) 
y  (y+ 1) . . .  (r+h-l)  (y-a-ß)  (y  +  f-«-/S) . . .  (y+*-l-«-jS) 

J7!  («,  A  y  +  *)• 

§.  128. 
Bezeichnet  luaii 

1 .  2  .  3  . . . . k 


h*    mit  Ufas), 


(s+l)(*  +  2)....(*  +  fc) 

so  ist: 

Wegen 
1.2.3...ä;(ä;+1)...(ä+-^)  =  1.2.3...^(^+1)(^  +  2)...(^+-ä;) 
haben  wir: 

.. ,. 3. ..*.„(,    +  I)  (l   +|)...(.   +i) 

=  1. 2. 3. ..«(*  +  l)(«  +  2). ..(*  +  *), 

und  daher: 

.  n(M)  =  (e+ine+2)".'.(e  +  k)v 

1.2.3...« 


vorausgesetzt,   dass  £  eine   ganze  Zahl  ist.    Aus   dieser  Transforma- 
tion und  aus  der  ursprünglichen  Definition  erhalten  wir: 

IT (7c, z  +  1)  =  77 (Ä, 0) -  *+*     • 

1  +  1+' 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  für  einen  gegebenen  Werth  von 
0  die  Function  II(k,  #),    wenn   Je  grösser  und  grösser  wird,   einem 
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Grenzwerth  sich  nähert,  und  dass  dieser  Grenz'werth  endlich  ist. 
Da  alsdann  II  (co,  %)  eine  Function  von  g  allein  ist,  so  möge  die- 
selbe mit  -JT(#)  bezeichnet  werden. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass 

J7(*+l)  =  (*+l)  !!(*), 
die  erste,  dass,  wenn  z  eine  ganze  Zahl  ist, 

22»  =  ** 
ist,  während  in  jedem  Falle  die  Gleichung  besteht: 

J7(*)  =  r(*  +  i), 

wo  F(0~]~l)  die  Gammafunction  Euler's  ist. 

Lässt  man  in  der  Gleichung,  welche  Fx  giebt,  k  unendlich  gross 
werden,  so  ist  jedes  Glied  der  Reihe  Fx  (a,  ß,  y  -j-  oo  )  gleich  Null 
mit  Ausnahme  des  ersten,  welches  gleich  1  ist.  Substituirt  man 
für  7T(oo,  y  —  1)  und  die  anderen  Functionen  die  Wertlie  II  (y — 1), 
so  erhält  man : 

II  (y  —  1)  II  (y  —  a  —  ß  —  1) 


Fi  (*,  ß,  y) 


n(y  -  a—  1)  II (y  —  ß  —  l) 


1.  Aufgabe.     Aus  der  Entwickelung   von  t   in  eine  nach  steigenden 
Potenzen  von  sin  t  fortschreitende  Reihe  zeige  man,  dass 


■GH-1 


ist. 

2.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichung*: 

l/( —  z)  11  (z  —  1)  =  7i  cosec  zu. 

3.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Relationen: 

(1)  Fx  («,  ß,  y)  I\  (-  «,  ß,  y  ~  a)  =  1. 

(2)  2^«,  ß,  y)F1(a,  -  ß,  y-ß)  ==  1. 

4.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichung: 

nzJrlk     n.    .  /  1\         /  2 


-w-(- i)-(.-:-)--(-¥) 

(Gauss.) 


c=z(2n)2  11  (iiz). 
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Bestimmung  der  Constanten  in  den  Relationen  des  §.124. 

§.  127. 
Die  Gleichungen  des  §..  124  werden  nunmehr: 


Fx  («,  ß,  «  +  ß  -  y  +  1) 
77(/3-y)77(«-y) 


und  daher: 

Jf  U(l  -  y)  J7(y  -  a -  |8 -  1)    d     II(ß-<y)  H («  -    ) 


JT(-«)JT(-/J)  '     J7(a  +  /J-y)JT(_y) 

—  ^(r--i)-rc(r  — m  — ft  —  i) 

~~Tl[y--  a  —  1)  JT(y  — j3  — 1)' 
und  hieraus  ist  es  mit  Benutzung   der   zweiten  Aufgabe   im  vorher- 
gehenden Paragraphen  nicht  schwer,  die  Gleichung  abzuleiten: 

Tlf  _  JT(y  —  1)  JT(a  — y)  JT(/3  —  y) 
—  17(1  —  y)J7(a  —  1)  7T(/3  —  1) 

Es  sind  dies  die  Werthe  der  Constanten  in  der  Gleichung: 

(1)  Yx  =  M  Y<2  +  j^r3. 

Ebenso  würden  wir,  wenn  wir 

(2)  y,  =.  jMi  r2  +  JVx  r4 

setzten,  finden,  dass  die  Werthe  von  Mi  und  Nt  sind: 

.JT(y-l)JT(-«)JT(-/?) 


■  lT(l_y)JI(y  — a  — l)U(y  — 0— 1) 
n(-«)JT(-/5) 


■n(y-«-/J)JT(-y) 

Es   ist  leicht   zu  zeigen,   dass   die   folgenden   Gleichungen   den 
anderen  vier  Gruppen  der  Reihe  nach  entsprechen : 

(3)     T,  =  MaYi  +  Ni7i 

W  —  n(V-l)II<y-a-ß-l) 
2  ~~  JT(y  — «— l)JT(y  — |J  — 1) 

v  _  g(r-i)g(»  +  |3-r  +  i) 

i 2  ~~  JT(«  —  l)JT(/3—  1) 

15* 
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(4)      Yi  =  Ms  Y2  +  N,  Y, 

n(y-l)IHa-Y)II(-P) 


JV»  = 


71(1  —  y)  11  (a—  1)71  (y  —  ß—i) 
II(-ß)II(*-y) 

n(K-ß)n(-ry 


(5)     Yx  =  ^4^2  +  JV4  r6 

JT(y-l)JI(|8-y)77(-a) 


üf4  = 

iV4  = 


U(l  —  7)  IT  (ß  —  l)H(y~oc  —  l) 
n(-a)II(ß-r) 


n(ß-a)n{-y) 


(6)      Ti  =  if5  ^5  +-^  T6 

II(Y  —  l)II(ß  —  a—l) 


Mb  = 


n(ß  —  l)JT(y  —  a  —  1) 
JT(y  — 1)170  —  0  —  1) 


U(os  —  l)il(r  —  ß  —  1) 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Arbeit,  die  man  hat,  um 
diese  Constanten  abzuleiten,  nicht  für  jede  Gleichung  wiederholt  zu 
werden  braucht;  es  lässt  sich  jede  Gleichung  mit  ihren  Constanten 
aus  der  ersten  Gleichung  und  ihren  Constanten  herleiten. 

§.  128. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  anderen  Reihe  von  Gleichun- 
gen über,  welche  irgend  zwei  von  den  particulären  Inte- 
gralen und  ihre  Differentialquotienten  mit  einander  ver- 
binden. 

Es  ist  bewiesen  worden,  dass,  wenn  Yi  und  Y2  zwei  particu- 
läre  Integrale  der  Gleichung 

dx'2    !         dx    '     lJ 

sind,  die  Relation  besteht: 

dY2  äYi  _  r-fPäx 

dx  dx 

worin    C  einen   constanten  Werth  besitzt,   der  von   den  beiden   ge- 
wählten particulären  Integralen  abhängt.    Bei  derjenigen  Gleichung, 
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welche   durch   die  hypergeometrisclie   Reihe   befriedigt  wird,  haben 
wir: 

p_.Y  —  (<X  +  ß+l)x   _?  y-QC  —  ß  —  l 

x(l—x)  X  1  —  X         ' 

und  daher: 

Yl  d-Ii  -  r2  -fi  =  Gx~y  (i-xy—p-1- 

clx  äx 

Der  Werth  von  G  in  jeder  Gleichung  kann  bestimmt  werden 
entweder  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  derselben  Potenz 
von  x  auf  beiden  Seiten  oder  durch  Substitution  eines  besonderen 
Werthes  von  x. 

1.  Beispiel.     Es  sei: 

TrF=  yz=x1-vF((x  —  <y  +  l,  /J  — y+1,  2  —  y,x) 
Y2  =  yi=F(oc,ß,y,x). 
Entwickelt  man  jede   Seite   nach   steigenden   Potenzen    von  x^ 
so  ist  das  Glied,  welches  die  niedrigste  Potenz  von  x  in 

dY2 

Yl~äx~ 

ocß 
enthält ,   — —  x1    y  •  das  Glied,  welches  die  niedrigste  Potenz  von  x  in 

y 

clx 
enthält,  — (l—y)x~y,  und  daher  erhalten  wir,   wenn  wir  die  Coef- 
ficienten der  niedrigsten  Potenzen  gleichsetzen: 

■C=  -  (l-y)  =  y  -  1, 

und  daher: 

2.  Beispiel.    Es  sei: 

Yx  =  yb  =  JT(a,  ß,  a  +  ß  -  y  +  1,  1  -  x) 
Y-2  =  Vi  =  F(a,  ß,  y,  x). 
Wir  bewiesen  vorher,  dass 

y±  =  My$  -f  Nyh 
ist,  worin  M  und  'JV  bestimmte  Constanten   sind.    Dies   giebt  durch 
Differentiation : 

«ll^M^  +  N^, 

clx  clx  clx 
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und  daher: 

V"    dx         Jl  äxj  \J1   dx         J*  äxj' 

oder  nach  dein  Resultat  des  letzten  Beispiels : 

diji  diu  M    .  .  .  .       j    .,   , 

Nun  ist  aus  den  Werthen  von  M  und  N: 

M         n(y-})Il(-y)II(a+ß-y) 
']Sf  JJ (1  —y)  IT (a—  \)  II (ß  —  l)  ' 

ferner  ist: 

jt(i  -Y)  =  (i  -  r)n(-  ?0  =  -  (y-  l)n(-y), 

mithin : 

__  ¥  (v  _  n  -^  ii(r-i)ii(tt  +  ft-r) 

JV  l7  j~         77(a— l)77(/3  — 1)      ' 

und  die  Gleichung  wird : 

^  da;        bl  dx  J7(a-l)J7(/J-l)  {         } 

A  u  f  g  a  b  e.     Mau  beweise  die  Relationen : 

dys  _        ä^  __  n(a+  ß  —  y)n(l  —  y)        y      _     y_.a_.*_i 
Vh  dx  Vn  d x   ~       n  («  -  y)  M(ß~  y)  [  ] 

und : 

dyx  dyi0  __       ll(y  —  l)  n  {ß  —  a)  y  y^a~(3-i 

Vwdx~~yi~dx~-~n(ß-i)n(y-~a-i)x     [l       x) 

§.  129. 

In  allen  vorhergehenden  Untersuchungen  sind  die  Grössen 
f/,  ßy  y  als  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt,  es  haben  in  Folge 
dessen  die  Reihen  ihre  allgemeinste  Form  behalten.  Viele  wichtige 
Anwendungen  sind  aber  dadurch  gemacht  worden,  dass  man  ent- 
weder eine  oder  zwei  Beziehungen  zwischen  den  constanten  Ele- 
menten festsetzte,  oder  einem  oder  mehreren  von  ihnen  numerische 
Werthe  gab.  Derartige  Anwendungen  (z.B.  auf  elliptische.  Inte- 
grale) können  hier  nicht  auseinandergesetzt  werden ;  der  Studiren.de 
aber,  der  sich  hierüber  zu  unterrichten  wünscht,  wird  am  Ende 
dieses  Capitels  ein  Yerzeichniss  der  wichtigeren  Abhandlungen  fin- 
den, die  über  hypergeometri^che  Reihen  handeln. 
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Besondere  Fälle  der  Integration  in  endlicher  Form. 

§.  130. 

Wir.  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  .einiger  specieller 
Fälle  über,  in  denen  die  hypergeometrische  Reihe  in  end- 
licher Form   dargestellt  werden  kann. 

Es  ist  (§.  61)  bewiesen  worden,  dass  der  Quotient  s  irgend 
zweier  particulärer  Integrale  der  Gleichung 

dx2 


-  {s,x}  =  I, 


die  Gleichung  befriedigt: 

1 

2 

wo  I  eine  Function  von  x  allein  ist,  und  es  ist  ferner  gezeigt 
worden ,  dass  aus  irgend  einem  speciellen  Werthe  von  s ,  welcher 
dieser  Gleichung  genügt,  der  Werth  der  beiden  particulären  Lösungen 
der  ersten  Gleichung  erhalten  werden  kann.  Im  Falle  der  hyper- 
geometrischen Reihe  ist  der  Werth  von  J: 

(Ä)    1  f1-^2  |    l~v2    .  ^-^  +  ^-i|. 

K    }     4   \     x*       ^  (x  —  \y    '  x{x~l)        j' 

worin  X,  ft,  v  bestimmte  Functionen  der  Constanten  es,  ß,  y  sind, 
so  dass  also  für  diese  Reihe  die  Differentialgleichung,  durch  welche  s 
bestimmt  wird,  geschrieben  werden  kann: 

*5'^  —  2       x?    '   +  2  (x—iy  +  2  x{x  —  l) 

Wenn  dann  eine  Relation  zwischen  s  und  x  gefunden  werden 
kann,  die  in  endlicher  Form  ausdrückbar  ist,  so  wird  auch  nach 
den  Formeln  in  §.  62  die  hypergeometrische  Reihe  in  end- 
licher Form  ausdrückbar  sein.  Dass  dies  geschehe,  kann  man 
nicht  erwarten,  so  lange  die  Parameter  allgemein  sind,  vielmehr 
wird  es  aus  den  wenigen  angeführten  Beispielen  erhellen,  dass  die 
Werthe  von  2,  ji,  v  bestimmte  numerische  Constanten  sein  müssen. 
Es  giebt  im  Ganzen  fünfzehn  verschiedene  Fälle  und 
nicht  mehr;  zum  Beweise  dieser  Behauptung  muss  an  erster  Stelle 
auf  die  Abhandlungen  von  Schwarz  (siehe  §.  134)  verwiesen 
werden,  dem  man  die  Ermittelung  derselben,  aber  auf  vollständig 
verschiedenem  Wege,  ursprünglich  verdankt. 
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Es  wird  gut  sein,  liier  die  allgemeinen  Transforniations- 
formeln  für  die  Function  {s,  x)  bei  Veränderung  der  Veränder- 
lichen zu  wiederholen.  Die  speciellen  in  der  3.  Aufgabe  §.  62  ge- 
gebenen Beispiele  sind  besondere  Fälle  der  allgemeinen  Relationen, 
welche  lauten: 

«    l"l  =  (®V> -(£)"<- *  +  ($'!"> 

und 

Hierzu  können  wir  noch  hinzufügen : 

v  J     l       J  (ya?  -f-  5)4    l     y  £  -f-  öj 

jas  +  b    ax  +  ß\  _    (y x  +  ö)*    . 

W     Ics  +  cV  yx+d\  ~~  (cxö-ßyf  ^    j' 

Eine  andere  Formel,  die  sich  nützlich  erweisen  wird,  ist  die, 
welche  sich  aus   der  Annahme  sn  =  x  ergiebt ;   wir   erhalten  dann : 

i_ 

sf  =  —  x  , 

n 


also  : 


somit : 


s^__  n 1 

s'  x 


1 
1  — - 

s'"        /s"Yz  n 


also: 


S  \  S  J  X1 

1_  /A2        2        n~  2n2' 
2   W, 


f  -    i  ^2 


!  X1 


und  dies  kann  in  jeder  der  beiden  Formen  geschrieben  werden : 


[§.   131.]  Hypergeometrisclie  Beilien.  233 

i-V 

(5)     \  i_l 

ri1 


s,  s* 


2  s- 


In 


§•  131. 

I.  Fall.     Setzt  man  in  Nr.  (1)  der  eben   angeführten  Formeln 
X  =  x,  so  erhält  man : 


{s,x]  =  {S,x\  +  (^)[{s:S}. 


Durch   eine   Eeihe    von    geeigneten   Substitutionen    kann    man   von 
dieser  Gleichung   zu   der   entsprechenden  Gleichung   für   die   hyper- 
geometrische Eeihe  gelangen. 
Zuerst  sei: 

<?=    — *  =sn-1. 

6  +  1         sn  +  T 

dann  ist: 

während  nach  (3)  ist: 

Da  aber  6  =  sn,  so  wird: 

i-l 


und  somit: 


f      (5—  1)  _  X        *'2  (ö+  1)4 


I  '  ö+  lj  2  4ö2 

Zweitens  sei: 

T  =  S2  =  1  —  x, 

so  dass  die  Beziehung  zwischen  s  und  x  ist: 

'sw  —  1  . 

1  —  x. 


\sn  -f  1 
Ferner : 
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dS 

dx 


1  —x 
Mit  Anwendung  von  (1)  erhält  man: 


[8,x\  =  \T,x\  +  (i^J{S,T\, 


iliierin  ist  aber: 


clT 


dx 

|  JL  ,  X  <     ^^     j  x  X<)  X  ( 

{S,T}=  \S,S>) 


0 
2  T2  ' 


so  dass  man  bekommt: 


Da 


{S,x} 


IV 


(5  4-1 


2  (1  —  #)*' 


=  1 


ist,  so  ist: 


und  daher: 


4(5 

(<5+l)2' 


Ö+U 


wV  #* 


Werden   diese  Substitutionen   in   der   ursprüglichen  Gleichung, 
welche  {s,  x)  ergab,  ausgeführt,  so  wird 


/* 


1 

4       f                 w2 

1 

ri1 

2 
1 

\-I    1-1 

4                       ^ 

-  1 

2 

(1— o;)2     !          £2         ' 

x  (x 

-1) 

Dies  ist  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  (Ä)  in  dem  allgemeinen 
Falle,  und  sie  wird  mit  dieser  identisch,  wenn  man  setzt: 

1  1  1 

n  2  2 
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und  die  Beziehung  zwischen  s  .und  x  ist  dann: 

oder  : 

4  öw 


(sn  +  l)3 

Nun  war  l?  ==  (1  —  y)*,.  ka2  ==  (a  —  ß)2,  v*  =  (y  —  a  —  0)2; 
erinnern  wir  uns  ferner,  dass  y —  a  —  ß  positiv  sein  muss,  damit 
die  Reihe  auch  noch  für  x  =  1  convergent  sei,  und  nehmen  wir 
(was    erlaubt  ist)    an,  dass  a  grösser  sei  als  /3,  so  finden  wir  : 

Wird  gewünscht,  dass  ß  positiv  sei,  so  können  wir  das  Zeichen 
von  n  ändern;  alsdann  sind  die  Elemente  der  hypergeometrischen 
Reihe : 

2   ^  2n     '  2n     '  ^    n1 

und  die  Relation  zwischen  s  und  x  ist: 

i   w» 

-  =  (i  _  j)'a. 


1+* 

Die  letztere  giebt: 

1  —  (1  —  .r)1 


s"  = 


und  daher: 


1  +  (1—  x)1'*' 

i_ 

xn 

+  (i-a-)2]w 


i  lii 


während 

JL 
s  ~  J  =  nY  (1  —  xy  x2~'  2n  { 1  +  (1  —  x) 2 } n 
ist. 

Nun  sind  die  beiden  particuläreu  Lösungen,  wenn  die  Gleichung 
ihre  Normalform,  besitzt: 

ds'-1'*  und    C2s'-l/2S, 
und    die   Beziehung    zwischen    der    abhängigen   Veränderlichen    in 
diesem    Falle    und   der  abhängigen  Veränderlichen   in   der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  ist  (§.  116): 

y  —  vx-1'*?  (1  —  ^)-V2(«+^+i-;0. 
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Dieselbe  geht  in  unserem  speciellen.  Falle  über  in : 


[§.  132.; 


V  2   +  2nJ 


y  =  VX     v*       *7^  (1  — X)      4. 
Daher  lautet  das  vollständige  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 


*<i-*)?U(i4-- 

d  x2  n 


folgendermaassen: 

i  j_  i_  i_  _i_ 

y  =  C1x~'n{l-\-(l—x)2)n   +  G2{l  +  (l  —  x)2}    n. 
Vergleichen  wir  noch  diese  beiden  particulären  Lösungen 

{l  +  (l  —  %Y)    n    und    x~n  {l  +  (1  —  x)2}71 
mit  der  Reihe  der  particulären  Lösungen,   so   finden  wir,   dass   sie 
respective  I  und  III  entsprechen ;  in  der  That  bestehen  die  Relationen : 

i_  i_  __]_ 


<v  F\\+h 


2  n  n      \ 


und 


^  F^~h~hl 


\2 


|l  +  (l-*)s 


,  x\  =2    »  {1  +  (1  — #)' 


wo  in  der  letzteren  der  gemeinschaftliche  Factor  x    n  weggelassen  ist. 
Diese  beiden  Kelationen  sind  demnach  äquivalent  zu  einander. 


§.  132. 

II.  Fall.  Aus  dem,  was  in  dem  letzten  Falle  bewiesen  worden 
ist,  folgt,  dass,  wenn  wir  n  den  besonderen  Werth  2  beilegen,,  die 
Relation 

c.  4tf2 

5  = 


(<*'  +  l)2 


eine  Lösung  der  Gleichung 
1- 


\^i}  = 


i 


3  g2  —  §+  1 

8  !3(i-!)2 


'g(g-i) 


ist. 
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Zunächst   sei  nun: 

Klx  +  i)  =  i. 


{tf,li}  =  kLrl!  =  IMö,l} 


Dann  ist: 


3  |2(l2-|+l) 
8         (1  -  Ö« 

3    g^+gi  +  l 
8    l^^  +  l)»' 
und  : 

(02    „    1)2 
§1  4  <?2 

Zweitens   sei: 

ii  =  i|. 

Dann  ist: 

KM=(f|y[{«.M-{i».ti}]. 

und 

1 
1  — -r 


Mithin : 


{Sali}  —  {Ss-tj1}  —       21«     —    8|x2 
,ö  *  )  _  £   «  r|£±iL±i  _  J.1 

■      3   £          —gi 
=  ö  Si  "51 


2  Si  tf(li  +  i)* 
_  _  3  1 

~~         2    (||+ D2' 

und  die  Beziehung  zwischen  6  und  |2  i^  : 

«.  ö2  — 1 

52'  = 


26 

Setzt  man   drittens: 

S,=V3$,, 

so  hat  man  sofort: 

wobei 
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fc   -=?^ 

2  tf  ]/3 
ist. 

Ist  viertens: 

ö  =  s2, 
so  ist: 


Nun  ist  aber: 

{8,  <S)   =   {S,  S»} 


'^)}:=(S)2{S'Ö}    +    {Ö'|S}- 


o 

sTtf2' 
und 

-, ,-     '   tf2  +  1     d  Ö 

also : 

1     /dÖ\2  12  tf2 


Mithin  wird: 

ts.64  —    8    (1  +  3  !,»)*' 
und  die  Beziehung  zwischen  S  und  |3  ist : 

s4 1 

£,  = i- 

2s»V3 

Fünftens  sei: 

*  _k±J 

Dann  ist: 

{•.W  =  (l^i)i  {«■■«»} 

4  27         4§+  (|4-1)4 


(&-1)*     8    (£4-l)2    16(||  +  ^+  l)2 

27         L 


8    (tf-l)*' 
und  die  Beziehung  zwischen  s  und  |4  ist: 

s4  +  2  s2  V3  —  1 


54         s4  —  2  s2  V3  —  1 


Sechs tens   sei: 
Dann  ist : 
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ferner  : 


und 


somit : 


\s,L\ 


Hy per  geömetris cli e  Kei h eri . 


1 

3 

|5%' 
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il:„  &} 


_4_ 

17 


4 


{*.!.-.! 


|S(|5-DJ 

3  4 


-Ü-  + 


({=  — 1)!       I,"       is  a-{.)' 

und  die  Relation  zwischen  s  und  £*5  ist: 

fc    _  "g4  +  2s2V/3  —  l"13 
5  "~"     s4  —  2  s2  V3  —  1 
Es  ergiebt  sicli  daher,  dass  eine  Lösung  der  Gleichung 

A2  — ^24-^2— r 


in  dem  Falle,  wo 


x* 


*"   (1  — ff)2 


a?  (a?  —  1) 


ist,  dargestellt  wird  durch 


{i,    v  = 


2s2V3 


^  —  2  s2 1/3  — 
Aus  dieser  Relation  kann  man   den  Werth  von  s  (derselbe   ist 
eine  etwas  complicirte  Function  von  x)  und  daraus  den  von  s  finden 
und  wird  dadurch  zu  einer  Lösung  der  Gleichung 


rPy 
äx2 


*  (i  -  *)  ^  +  (|  - 1  *) 


dy 
äx 


—  y  =  0 

48  J 


fifelanffen. 


§.  133. 


III.  Fall.     Aus   den  beiden  vorhergehenden  Fällen   kann   ein 
neuer  abgeleitet  werden. 
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Denn  man  setze  im  IL  Falle 

4  z       _ 

so  wird  nach  dem  I.  Falle : 


[§.  133.; 


£,  0}  = 


und  daher: 


(1—  x)V 


/da;\2 

"4                3 

9     ,.          8 

4 

Ä?2     '     x(l  —  x) 

5 

~~  18 

^       '      ^(^+1)2 

Verwandelt  man  nun  z  in  —  #,  so  dass 

4^  /   s4  +  2s2V3  —  1    V 


(*-l)* 

ist,  so  wird: 


-s4  +  2s*l/3  +  1 


|S,£    ='{s,  ■ 


+ 


_5_ 
18 


«9.         I 


£2       '      ^(1—^)2 

18  ,  18 


(1—^)2      '      z(l~z) 


Eine  Yergleichung  dieses  Resultats  mit  der  allgemeinen  Formel 
zeigt,  dass  die  letzte  Relation  zwischen  z  und  s  eine  Lösung  dar- 
stellt, wofern 

12  1 


A  =  3,    v 


3' 


f* 


und  somit 


ist. 


A  X  2 

-^  =  6'     r  =  3 


Mittelst    der    vorstehenden    Relation    können    wir    somit    die 
vollständige  Lösung  der  Gleichung 
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N  cPtj    ,     /2  \  dy     ,      1 

in  endlicher  Form  finden. 

1.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  aus  dem  II.  Falle  die  Lösung  von 

,  d2y    ,     /4         11      \  dy  7  _ 

in  endlicher  Form  abgeleitet  werden  kann. 

2.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass   aus   dem  III.  Falle  die  Lösung   von 

x  d2y    ,    /4         5      \  dw  1 

K  '  dx2,    '    \3         3      /  dx         12  ^ 

in  endlicher  Form  abgeleitet  werden  kann. 

Weitere  Beispiele  wird  man  in  den  „Vermischte  Aufgaben"  am  Ende 
dieses  Capitels  finden. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  in  allen  gegebenen  Beispielen,  wenn 
wir  positive  Wer  the  von  A,  tu,  v  nehmen, 

A  -f-  fJL  -j-  v  >   1 

ist;  der  Fall  X  -j-  p  ~\~  v  =  1   lässt   sich   durch  die    einfachere  Methode 
des  §.  68  integriren.     Siehe  die  7.  Aufgabe,  Seite  143. 

§.  134. 

Um  sich  weitere  Kenntniss  von  dem  Gegenstande  'der  hyper- 
geometrischen  Reihen  zu  verschaffen,  kann  man  folgende  Abhand- 
lungen studiren : 

Gauss,  „Disquisitiones  gener  dies  circa  seriem  infinit  am 

1  +  T^X+     1.2.y.(y  +  l)    Ä  + 

(Ges.  Werke,  Bd.  III,  S.  123  bis  163.) 

„Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationem  differentialem 
secundi  ordinis."     Ebendaselbst  S.  207  bis  230. 

Kummer,  „Ueber  die  hypergeometrische  Reihe."  Crelle's  J.  Bd.  XV, 
S.  39  bis  83  und  127  bis  172. 

Schwarz,  „Ueber  einige  Abbildungsaufgaben."  Crelle's  J. Bd. LXX, 
S.  105  bis  120. 

„Ueber  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauss' sehe  hyper- 
geometrische Reihe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten 
Argumentes  darstellt."  Crelle's  J.Bd.LXXV,  S.  292  bis  335. 

C  a  y  1  e  y ,  nOn  the  Schwär  man  derivative  and  the  Polyhedral  Functions  " . 
Camb.  Phil.  Trans,  t.  XIII. 

Forsyth,  Differentialgleichungen.  jg 
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In  der  letzten  von  diesen  Abhandlungen  findet  man  nocli  andere 
Abhandlungen  angeführt. 

Auch  eine  Abhandlung  von  Goursat  nSur  Vequation  äifferen- 
tielle  q%ii  aclmet  pour  integrale  la  Serie  hypergeometrique"  (Annales 
de  l'ecole  normale  superieure,  8er.  II,  t.  X)  kann  mit  grossem  Vor- 
theil  nachgelesen  werden.  In  derselben  erhält  der  Verfasser  durch 
Entwickelung  einer  Methode,  die  man  ursprünglich  Jacobi  ver- 
dankt, die  Kesultate  von  Kummer  und  Schwarz. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.     Man  beweise,  dass,  wenn 

(a2-\-  b2—-  2  ab  cos  gi)—n  =  A0-\-2A1  cos  g)-\-2A2  cos  2  g?  -f-2 A3  cos  3  q>-\ 

ist,    alsdann    der   Coefficient   Ar    in   jeder   von    den  Formen   geschrieben 
werden  kann: 


(n  +  r      1)1  a_8n_r  ftp  f  /  b*\ 

v         r\(n  —  1) !  V  a2  / 

(n  +  r-l)l       arlr  (l         r      i  i  i  UtH2 

,ox    (n-\-r—l)\        arbr        -^f  ,  ,    1  n      ,     '     lab    \ 

(^  +  r-l)!        qr&r /  ,12    +1  _    4a6    V 


(G-auss.) 


2.    Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung 


(A  +  Bx  +  Cx*)  cll+(n  +  Ex)pL  +  Fy  =  0 

in  der  Form  einer  hypergeometrischen  Eeihe ;  dabei  werden  A,  B,  C,  D,  JE,  F 
als  Constanten  vorausgesetzt.  (Gauss.) 

3.  Eine  Function  heisst  verwandt  mit  F  (a,  ß,  y,  x),  wenn  sie 
aus  ihr  dadurch  abgeleitet  ist,  dass  man  eins  und  nur  eins  von  ihren 
constanten  Elementen  um  eine  Einheit  ändert.  Man  bezeichne  nun 
F  {et  +  1,  ß,  y,  x)  mit  Fa+,  F  (a  —  1,  ß,  y3  x)  mit  Fu-  und  F  («,  ß,  y,  x)  mit 
F  und  beweise  dann  die  folgenden  Eelationen :  - 

(1)  O  =  (0  —  a)F+uFa+—  ßFß+. 

(2)  0  =  (y  —  a  —  l)F+aFa+  —  (y—l)F7-. 

(3)  0  =  [y  —  2  «  —  (ß  —  «)  aj]'F+  « (1  —  o;)  F«+  —  (y  —  «)  J^a— 

(4)  0  =  y  [«  —  (y  —  ##]  F—ay  (1  —  #)  i^«+  +  (y  —  «)  (y  —  ß)  x  FY+. 

(5)  0  =  (y  —  «  —  $-.F+«(l  —  #)■*«+  —  (y  —  /S).F/?-.  (Gauss.) 

4.  Man  beweise  die  Gleichung: 
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(l—x)F  (a,  ß,  y,  x)  F  (1  —  et,  1  —  ß,  l—y,x)—l 
=  {Y~f?{y~ß)xF(a,ßly  +  l,x)F(l-a^--ß,2--yix). 

y[\—y) 

(Gauss.) 

5.  Dadurch,  dass  man  die  unabhängige  Veränderliche  in  der  Diffe- 
rentialgleichung ändert,  beweise  man  die  folgenden  Gleichungen: 

(1)  {i+y),aF^a,2a  +  l-y,y,V)=F(c!,(t  +  ly>^±^)-j 

(Gauss.) 

(2)  (1  +  j,)»«  F («,  a  +  I  -  ß,  ß  + 1  y«)  =  .*■(«,  /J,  2  A  (T^js) 

'  (Gauss.) 

(3)  F(o,/J,o  +  jS+  |i«n»*)  =  f(2«,2/J,  «+/j  +  I,«»a|). 

(Kummer.) 
Man  beweise  ebenso,  indem  man  die  Veränderliche  #?  in 
—  8x  {1  +  (1  —  x)^}~3 
verwandelt,  die  Gleichung: 
,,:    Ty«    «+1   2  «4-2     .  9no\  .     aT1/ce    «+1   2 «4-2  —  4siw2#\ 

(Kummer.) 

6.  Man  zeige,  dass  die  Functionen  Pn  und  Qn,  welche  die  unab- 
hängigen Lösungen  der  Legendr e' sehen  Gleichung  sind,  sich  darstellen 
lassen  durch  hypergeometrische  Reihen  in  der  Form : 

22»+ixz(n)Jff(w)  e    ,.,  T,  /l        ,   -        ,3    r9\ 

wobei   die  Veränderliche  x   der  Legend  re' sehen  Gleichung  mit  §   durch 
die  Relation  verbunden  ist: 

2x  ==  l  4-  I"1.  (Heine.) 

7.  Man  zeige,  dass,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche  in  der 
Legendre' sehen  Gleichung  der  Bedingung  unterworfen  wird,  dass  sie 
kleiner  als  1  sein  solle,  die  vollständige  Lösung  dargestellt  werden  kann  durch 

AF(-  I  n,\n  +  \,  \,  afl)  +BxF(-±  n  +  ±  \n+l,  |,  ^). 

worin  die  Reihen,  wenn  unendlich,  convergent  sind.  (Heine.) 

8.  "Wird  die  Reihe 

i  j_  lil  v  \  «(«  +  i)/g(/>  +  i).y(y  +  D  r2  . 

l~T~    &eX  "^     1.2.«-(^4-l).fi(e4-l)  ~r 


mit 

F 


(et*)  •) 


16* 
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bezeichnet,  so  beweise  man,  dass  F  der  Differentialgleichung  genügt : 
d*  F  d2F 

rl  TP 
+  {»e—x(aß+ßy+ya  +  a  +  ß+y  +  l)}-j^--aßyF==0, 

und   bestimme   zwei   andere  particuläre   Lösungen  der  Gleichung   respec- 
tive  in  der  Form: 

^'((■+,-,'i;+:+.,Lr.+,->") 

und 

■«'((•+,-.V.t,rsi+,->.|- 

Man  drücke  die  erste  von  diesen   drei  Lösungen  mittelst  der   beiden 
anderen  aus.     (Siehe  §.  77.) 

9.  Die  Gleichung 

/i  n  d2y    .    /3         n    \  dy         1 

hat   eine   particuläre   Lösung   von   der  Form  xn.     Man   bestimme  n   und 
suche  die  vollständige  Lösung. 

Hiernach  stelle  man  arc  sin  x  als  eine  hypergeometrische  Reihe  dar. 

(Goursat.) 

10.  Man  bestimme  die  vollständige  Lösung  von 

#  (1  —  #)  -Hl  4-  17  (1  —  2  #)  -^-  -4-  — -  y  =  0, 
v  ;   cZ#2    '     3  v  y  dcc    '     9   ^  ' 

sowie  von 

/-,  \  <$y    .     1  dy    .    0 

in  endlicher  Form.  (Goursat.) 

11.  Man  beweise,  dass  die  Relation 

X       __  (s8  -f  Ug*  +  1)3 

x  —  l~~    108  s4  (s4  —  l)4 

der  Gleichung  genügt: 

4  15  155 

{3  x]  -  ±    +        82       +  -    288      , 

und  bestimme  hieraus   in  endlicher  Form  die  vollständigen  Integrale  der 
Gleichungen: 

^  ^y    i    /2        17     \  dy    .     11  n 

(1)  £  (1  —  X)   -r-4   +   (  -5"   —   TZ   X  )    j        +   T^   y   =  °' 

w       v  ;  <i#2    '    \3         12     /  d#     '    576  J 

(2)  x(l-x)  j£  +  (-  _  _  ^  -2  _  _  y  =  0. 

12.  Man  beweise,  dass  die  Relation 

__  (*  —  ^2  —  (g8  +  14  s4  +  l)3 
4#       ~~    108  .s4(^  —  l)4 
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der  Gleichung  genügt : 

15  _5_  _5_ 

i     v—  32    i      18      i !?__ 

ts»  *)  -  -jr  i-  (i_^)2  ■+-  z(i—~zy 

und  bestimme  hieraus  in   endlicher  Form   die   vollständigen  Integrale  der 
Gleichungen  : 

w  '  d#2    '    \4         12     /  die    '    72  ^ 

(2)    a!(l-a!)^  +  (I--a!)^--y  =  0. 


Siebentes   Capitel. 


Lösung*  durch  bestimmte  Integrale. 

§.  135. 

Wir  haben  nunmehr  die  hauptsächlichsten  Methoden  angegeben, 
durch  welche  sich  die  abhängige  Veränderliche  als  Function  der 
unabhängigen  Veränderlichen  darstellen  lässt  mittelst  solcher  Func- 
tionen, die  gewöhnlich  bekannte  Functionen  genannt  werden.  Es 
giebt  indessen  noch  eine  andere  Methode,  welche  sicher 
zu  einer  Lösung  gewisser  Differentialgleichungen  führt, 
obwohl  die  vollständige  Ausführung  der  angedeuteten  Operatio- 
nen nicht  möglich  ist.  Diese  Methode  besteht  darin,  dass  man 
den  Werth  der  abhängigen  Veränderlichen  als  ein  be- 
stimmtes Integral  darstellt;  ihre  Hauptanwendung  auf  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  findet  sie  in  dem  Falle  einer  gewissen 
Classe  von  linearen  Gleichungen,  welche  sich  sonst  durch  Reihen, 
aber  nicht  in  so  einfacher  Form,  lösen  lassen.  Die  Methode  ist 
aber  von  ausserordentlicher  Bedeutung  bei  der  Lösung 
derjenigen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung,  welche  bei  Unter- 
suchungen der  mathematischen  Physik  auftreten;  in  der 
That  bilden  bei  einigen  Aufgaben  diese  Lösungen  mittelst  bestimm- 
ter Integrale  die  einzigen  bisher  erhaltenen  Lösungen.  An  dieser 
Stelle  haben  wir  indessen  die  Anwendung  auf  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen im  Auge. 

§.  136. 

Die  Methode  wird  mit  besonderem  Nutzen  angewendet  auf 
lineare  Gleichungen,  in  deren  Coefficienten  X  nur  in  der  ersten 
Potenz    auftritt   und  in   denen   kein   von   y    oder   den   Differential" 
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quotienten  von  y  unabhängiges  Glied  vorkommt.    Eine  solche  Glei- 
chung ist  in  ihrer  allgemeinsten  Form: 

cl  II 
-+  (ßn_!  -f  &n_i  x)  -i \-  (an  +  bn  x)  y  =  0, 

Cl  00 

wobei   die   a  und  1)   Constanten   sind.      Dieselbe  kann   geschrieben 
werden : 


"*  (Ä)  »  +  *  (Ä)  '  =  °' 


worin  cp  und  ty  rationale  ganze  algebraische  Functionen  im  All- 
gemeinen von  der  wten  Ordnung  bedeuten,  obwohl  die  Ordnung 
einer  jeden  durch  das  Verschwinden  einiger  ihrer  Coefficienten  auch 
niedriger  sein  kann.    Um  diese  Gleichung  zu  lösen,  nehmen  wir  an: 

/xt 
e     Tat, 

wo  T  eine  Function  von  t,  aber  nicht  von  x  ist.  Die  Form  dieser 
Function  und  die  Integrationsgrenzen  (die  unabhängig  von  x  vor- 
ausgesetzt werden)  sind  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  diesen 
angenommene»  Werth  von  y  in  die  Differentialgleichung  einsetzt.    Da 

dJL=fte**Tdt 

clx      J 


äx2 


ist,  so  kann  das  Resultat  der  Substitution  dargestellt  werden  in  der 
Form : 

fxextcp(t)  Tat  +fextip  (t)  Tat  =  0, 
welche  identisch  befriedigt  sein  muss.    Der  erste  von   diesen  Aus- 
drücken kann,  wenn  man  partiell  integrirt,  ersetzt  werden  durch 

[#*<p(t)T]  -  feP*  j;  i<p(j)T}dt, 

und  daher  geht  die  Identität  über  in: 

[e**g>  (0  T]  -fext\jt  I  V  (0  T)  —  *  (*)  T]  dt  =  ^ 

wo  das  erste  Glied  zwischen  den  bisher  noch  unbekannten  Grenzen 
des  Integrals  zu  nehmen  ist.  Nun  wird  diese  Gleichung  erfüllt 
werden,  wenn  wir  setzen: 
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j-t{<P(t)T}  -<KOT=0 

für  alle  Werthe  von  t  innerhsilb  des  Integrationsbereiches  und 

[extcp(t)T]  =  0 
für  die  Grenzen.      Die   erste  von  diesen   Gleichungen   bestimmt   T 
als  Function  von  t\  die  letzte  wird  die  Grenzen  dieses  angenommenen 
Integrals  bestimmen, 

§•  137. 

Um  den  Werth  von  T  zu  erhalten,  schreiben  wir  die  erste 
Gleichung  in  der  Form: 

und  somit: 

.rmat 

worin  A   eine   willkürliche  Constante  ist.      Daher  ist  der  Werth 


y  =  A  /  — — -  dt, 

J  <p(t) 

genommen    zwischen  Integrationsgrenzen,   die   sich  durch 
die  Gleichung  bestimmen: 


A 


oct+  f^- 


=  0, 


wobei  diese  Grenzen  unabhängig  von  x  sind. 


§.  138. 

"Wir   haben    nun    die  Grenzen    zu    bestimmen    und    be- 
trachten dazu  die  Gleichung: 

Äe      J  V®      =pi, 

wo  ^  eine  Constante  ist.  Es  sei  ßx  ein  Werth  von  t,  welcher  un- 
abhängig ist  von  x  und  der  Gleichung  genügt;  ferner  seien 
^2,  •  •  •  j  pr  andere  Constanten  und  ß2l . . .,  ßr  die  entsprechenden  Werthe 
von  t,  welche  sämmtlich  unabhängig  von  x  sind. 
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Wird  dann  der  Werth 

h  h 

y  =  Äxf   ext  Tat  +  A2f    extTcUAr>- 
h  •  h 

in  die  Gleichung  eingesetzt  und  wird,  wie  bei  der  vorhergehenden 
Analyse,  in  jedem  von  diesen  bestimmten  Integralen  (wo  für  T  der 
vorher  erhaltene  Werth  zu  nehmen  ist)  eine  einzige  partielle  Inte- 
gration ausgeführt,  so  müssen  wir,  damit  die  Gleichung  erfüllt 
werden  könne,  haben: 


A, 


e 


0, 


und  wenn  diese  Gleichung  identisch  befriedigt  ist,  so  ist  der  vor- 
stehende Werth  von  y  eine  Lösung  der  Gleichung.  Diese  letzte 
Identität  wird  diejenigen  nothwendigen  Relationen  angeben,  welche 
zwischen  den  willkürlichen  Constanten  Ä  bestehen  können,  und  sie 
wird  somit  die  Anzahl  der  unabhängigen  Constanten  bestimmen; 
ist  diese  Anzahl  dieselbe  wie  die  Ordnung  der  Differentialgleichung, 
so  wird  der  vorstehende  Werth  von  y  das  vollständige  Integral 
sein;  ist  sie  aber  kleiner,  so  muss  die  Anzahl  von  particulären 
Integralen,  welche  erforderlich  ist,  um  das  vollständige  Integral  zu 
geben,  auf  andere  Weise  bestimmt  werden.  Beispiele  hierzu  werden 
später  gegeben  werden. 

§.  139. 

Dies  ist  das  allgemeinste  Verfahren,  um  die  Grenzen  zu  er- 
halten; es  schliesst  als  besonderes  System  die  Grenzen  ein,  welche 
man  erhält,  indem  man  die  von  %  unabhängigen  Wurzeln  der 
Gleichung 

e      J  W      =  0 
nimmt.     Für  dieselben  ist  augenscheinlich 

e  J  'nt)  J=0, 
und  sie  sind  gewöhnlich  die  einfachsten,  die  man  erhalten  kann. 
Wenn-  diese  Gleichung  nur  zwei  von  einander  verschiedene  Grenzen 
ergiebt,  so  wird  sie  das  einzige  bestimmte  Integral  liefern,  welches 
man  bei  dem  betreffenden  Beispiel  unmittelbar  erhalten  kann;  er- 
giebt sie   aber   mehr  als    zwei    Grenzen,    z.  B.  T  -j-  1,   so  können 
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r  particuläre  Integrale  aufgestellt  werden.  Bezeichnen  wir  nämlich 
diese  Grenzen  mit  a,  /3X,  /32, . . .,  ßr,  so  erhalten  wir  als  die  entspre- 
chende Lösung: 

y =  2  \Asfs  eXtTdt 

1.  Aufgabe.      Um  das  Vorstehende  anzuwenden,    suchen  wir 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung: 

dxn  J 

Hier  haben  wir  nach  der  obigen  Bezeichnung: 
.<p(p)  —  —-l 

Q  O)  "  Pnt 


und  daher: 


T  =  Ae-/'"'^, 


oder,  wenn  wir  das  Zeichen  der  willkürlichen  Constante  ändern: 

T  =  A0  e    n+l, 

während  der  allgemeinen  Kegel  zufolge  die  die  Grenzen  bestimmende 
Gleichung  ist: 

.n+l 
xt-—-  1 

e  =  -  T~  P' 

Nun  wird  dieselbe  befriedigt  durch  t  =  co  ,  wenn  ^t  =  0  ist, 
und  durch  t  =  0,  wenn  fi  =  —  ^10  ist.  Wir  können  daher  als 
Grenzen  des  bestimmten  Integrals  0  und  <x>  nehmen.  Das  Integral 
wird  demnach: 

. \-  xt 

A0Je    "+1        dt 

0 

Es  ist  zu  beachten,  dass,  gerade  wie  im  allgemeinen  Falle  eines 
der  bestimmten  Integrale  allein  keine  Lösung  der  Differential- 
gleichung war,  so  auch  dieses  keine  Lösung  der  Gleichung  ist,  da 
die  Glieder  ausserhalb  des  Integrals 

[W  +  l-ico 
-  eXt~^[ 

=  4, 

anstatt  gleich  Null  sind.     Dieser  Werth  von  y  ist  somit  das  parti- 
culäre Integral  der  Gleichung: 
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dxn  J    '       ° 

Nun  ändert  sicli  die  Grösse  T  nicht,  wenn  wir  für  t  setzen  est, 
wo  (0  eine  "Wurzel  der  Gleichung 

I^H-1  =  1 

ist;  ferner  bleiben  auch  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  um- 
geändert, da  in  der  Gleichung^  welche  diese  Grenzen  bestimmt,  das 
Glied  xt  im  Exponenten  sich  verwandelt  in  xeot,  was  mit  Rücksicht 
auf  diese  Gleichung  dasselbe  ist,  als  ob  man  x  in  x  co  änderte,  eine 
Aenderung,  welche  auf  die  Grenzen  keinen  Einfluss  hat,  da  die- 
selben unabhängig  von  %  sind.  Daher  erhalten  wir  ein  anderes  be- 
stimmtes Integral  in  der  Form : 

n+l 
A        '?    -t—  +  coxt       , 

Ax  j  e    n+1  cl(cot), 

0 

oder,  wenn  man  gj  ausserhalb  des  Integrationszeichens  setzt: 

.n+l 

G)A1j  e    "+1  dt 

o 
Bildet  man  nun  diese  bestimmten  Integrale  für  alle  {n~\-  l)ten 
Wurzeln  der  Einheit  und  addirt  sie  zu  einander,   so  findet  man  als 
den  Ausdruck  von  y,  welcher  zu  substituiren  ist: 

n+l  n+1 

y  =  A0Je    n+1        dt+aAiJe    "+1  dt -\ 

0  0 

M  +  l 

-  +  w    xt 


■)nAnfe    n+1  dt. 


Cd" 

0 

Substituirt  man  nun  diesen  Werth ,  wie  in  der  allgemeinen 
Untersuchung,  so  verschwinden  die  Glieder  unter  dem  Integralzeichen 
identisch  und  der  Theil  des  Ausdrucks,  genommen  zwischen  den 
Grenzen,  welcher  durch  das  Ar  entsprechende  Integral  geliefert 
wird,  ist  Ar ;  mithin  ist  die  resultirende  Gleichung,  wenn  man  diesen 
Werth  von  y  in  die  Differentialgleichung  einsetzt: 

A0  +  A1  +  A2  H +  An  =  0. 

Ist  also  diese  einzige  Bedingung  zwischen  den  n  -\~  1  willkür- 
lichen Constanten  erfüllt,  so  ist  der  vorstehende  Werth  von  y  die 
vollständige  Lösung  der  Differentialgleichung 

dny 

~~  —  x%u 
dxn 
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2.     Aufgabe.     Man  beweise,  dass  der   obige  "Werth  von  y  das   voll- 
ständige Integral  der  Gleichung 

dny  , 

-— sl  z=.  xy  -4-  a 

dxn  J    ' 

ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Constanten  a  der  Bedingung  genügen : 

A0  -}-  A-l  +  A2  +  -••  +  An  =  a. 

.3.   Aufgabe.      Man    beweise,    dass    das   vollständige   Integral    der 
Gleichung 

*  S  -  («+/»>a+*)  §f  +  «/»*y  =  ° 

für  positive  Werthe  von  x  gegeben  wird  durch 

ß  \a{a  +  ß)        \  \(Hß+a)        1 

y  =  Af  eux(u  —  a)     l    «-/*  '  («--/?)      l    /*-*  j<^ 

+  B  f  eliX(u~a)     l    «-/*    ^   j(u~ß)     X    ?-"         S  du, 

CO 

und  bestimme  das  entsprechende  vollständige  Integral  für  negative  Werthe 
von  x.  (P  e  t  z  v  a  1.) 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

x-yi  +  a  -f-  —  q*xy  =  0, 

dx2  dx 

worin  a  und  q  Constanten  sind. 
Hierbei  ist: 

cp(t)  =  t2  —  q2,     i\>(t)  =  at, 
daher: 


/ 


'^®  dt=\alog{t"-  —  tF). 


cp  (0  2 

Somit  ist  das  Integral  der  Gleichung: 

y  =  C  /<?*(&  — q2)1/*"-1  dt, 

genommen  zwischen   Grenzen,    welche  gegeben    werden   durch   die 
Gleichung : 

[ext  {P  —  q2)1^]  =  0. 

Um  die  Grenzen  zu  erhalten,  setzen  wir: 

el  (p  —  q2)^a  —  0, 

und  nehmen  a  positiv  an.   Dann  werden  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
gegeben  durch 

t  =  -j-  q     und     t  =  —  q. 

Wird  nun  x  auf  positive  Werthe  beschränkt,   so  ist  eine  dritte 
Wurzel  gegeben  durch 
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t  =■  —    co, 
während,  wenn  X  negativ  ist,   eine  dritte  Wurzel  gegeben  ist  durch 

t  —  +    oo. 
Da  wir  in  jedem  Falle  drei  Werthe  haben,  die  durch  die  Grenz- 
gleichung  geliefert  werden,  so  können  wir  zwei  verschiedene  parti- 
culäre  Lösungen  aufstellen  und  somit  das   allgemeine  Integral  er- 
halten.    Das  allgemeine  Integral  ist  also,  wenn  x  positiv  ist: 

+  <z  "2 

y  —  Af  (t2  —  g2)V2a-i  etx  dt  -[-Bf  (t2  —  g2)V2«-i  etcc  ^ 

—  q  — oo 

und  wenn  x  negativ  ist : 

y  =  A  f  (t2  —  g2)V2«-i  etx  dt  Ar  B  f  (t2  —  q2)1^-1  et*  cu, 

-q  q 

5.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass,  wenn  a  zwischen  0  und  2  liegt,    das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  ist: 

y=C1  feix m  *  «m0-1 * cl »  +  C2  a,1—/ eqx cos 9'  sin1-"1 »  d  », 
o  o 

wofern  nicht   a  •==.  1  ist,    in   welchem  Falle  das   allgemeine  Integral  ge- 
schrieben werden  kann : 

7t 

y  =  feqxcosd'{A  +  Blog(xsin^^)}cn. 

o  (Boole.) 

6.  Aufgabe.     Man  suche  die  vollständige  Lösung  der  Bessel'schen 
Gleichung  mit  Hülfe  von  bestimmten  Integralen. 

§.  140. 

Die  im  Vorstehenden  behandelte  allgemeine  lineare  Differential- 
gleichung ist  eine  mit  veränderlichen  Coefflcienten,  welche  in  Bezug 
auf  die  unabhängige  Veränderliche  vom  ersten  Grrade  sind,  und 
die  Lösung  durch  das  bestimmte  Integral  war  erhalten  worden 
mit  Hülfe  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  die 
unbekannte  Function  T  bestimmte.  Es  ist  dies  jedoch  nicht  der 
einzige  Typus  einer  Differentialgleichung,  auf  welche  die  voraus- 
gesetzte Form  des  Integrals  anwendbar  ist;  es  ist  vielmehr  that- 
sächlich  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren  Verfahrens, 
welches  durch  den  folgenden  Satz  angedeutet  wird. 

Die  durch  bestimmte  Integrale  zu  bewerkstelligende 
Lösung    der    allgemeinen    linearen    Differentialgleichung 
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nter  Ordnung,  deren  Coefficienten  nicht  Constanten, 
sondern  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen^ 
von  nicht  höherem  als  dem  mten  Grade  sind,  kann  ab- 
hängig gemacht  werden  von  der  Lösung  einer  linearen 
Differentialgleichung  von  nicht  höherer  als  der  mten 
Ordnung,  deren  Coefficienten  veränderlich  sind. 

"Wir  schreiten    zum  Beweise    dieses   Satzes.      Die  Differential- 
gleichung möge  dargestellt  sein  durch: 

c?^  &~iy  ä«-*ij  dy  _ 

XnJ^  +  X"-1^^  +  Xn-*ä^  +  '"  +  Xlä^  +  X»lJ-  °' 

worin  Xr  (für  alle  Werthe  von  r)  eine  Function  von  x  allein  von 
nicht  höherem  als  dem  mten  Grade  ist,  welche  gegeben   sei  durch: 

J±.y.  zzzzz  (ly,  —j—  Qy,  X  ~y~  Cy>  X"  ~y~  '  '  '  ~y~  föp  X  ~~y~  ly  X     , 

wobei  für  einige  Werthe  von  r  einige  der  Coefficienten  der 
höchsten  Potenzen  von  x  verschwinden  können.  Indem  wir  als 
die  particuläre  Lösung  dieselbe  Form  wie  vorher  nehmen,  setzen  wir : 

y=fetxTclt 
mit  bisher  noch  unbestimmten  Grenzen  und  mit  T  als  einer  unbe- 
kannten Function  von  t.     Nun  giebt  dieser  Werth  von  y: 

!pL  =  fexnsTät, 
dxs        «/ 

und  es  wird,  somit  die  Gleichung,  wenn  dieser  Ausdruck  für  y  ein- 
gesetzt wird: 

/>  T  \tn Xn  +  t»-1  Xir-i  +  -~  +  t.X1  +  X0] dt  =  0, 

welche  identisch  erfüllt  sein  muss.    Ordnen  wir  wieder  den  Ausdruck: 

tn  xn  +  ir-i  xM_x  + . . .  + 1  xx  +  x0 , 

so  dass  er  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  und  setzen  wir: 

an  tn  -f  «w-i  t*1"1  -\ \-a1t  +  a0  =  U0 

In  tn  +  K-i  F-1  +  •  •  •  +  h  t  +  b0  =  U± 


lntn  +  K^  r™1  +  •  •  •  +  M  +  fco  =  U™-i 

In^  +  ln-lt"-1  +  —  +  M  +   ?0=£m, 

so  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in: 

fetxT[U0+  U1x+U2x*  +  --+  ^-1^-!+  Umxm]cU=0. 

Nun  ist  die  linke  Seite  die  Summe  von  m  -j-  1  Integralen  von 
der  Form; 
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/tx  r 

e     TUrx  dt, 

und  jedes  derselben  kann  partiell  integrirt  werden  so  lange,  bis  die 
Veränderliche  x  ausser  in  der  Exponentialgrösse  nicht  mehr  darin 
vorkommt.     Wir  erhalten  so : 

Jetx  TUrxrdt  =  \etx  Lr-1  T  Ur  —  xr~2  ^  (TUr) 

+  ^(riW_...+ei)~_(T^] 

wobei  der  Theil  ausserhalb  des  Integrationszeichens  zwischen  den 
bisher  noch  unbestimmten  Grenzen  des  Integrals  zu  nehmen  ist. 
Bezeichnen  wir  den  Ausdruck 

xr-l  TUr-  Xr-2  4l(TUr)  +  --.  +  (—  1)'-^—  (T  Ur) 


dt 


dtr 


mit  Vr  "für  alle  Werthe  von  r  mit  Ausnahme  von  Null  (in  welchem 
Falle  keine  Integration  durch  Theile  nothwendig  ist)  und  wenden 
wir  die  vorstehende  Formel  auf  jedes  der  bestimmten  Integrale  auf 
der  linken  Seite  unserer  Gleichung  an,  so  verwandeln  wir  dadurch 
die  Gleichung  in: 


2^ 


+f*'{TU'-ji.™  +  w™-: 


Dies  wird  identisch  erfüllt  sein,  wenn  die  unbekannte  Function  T 
so  gewählt  wird,  dass  sie  der  Gleichung 


rl  cl% 

TU0--(TU1)  +  ~(TU2)-...  +  (-ir^(TUmy- 


:0 


für  alle  Werthe  von  t  zwischen  den  Grenzen  der  Integration  genügt. 
Diese  Grenzen  sind  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung : 

etx^Vr     =0. 

Die  Gleichung,  welche  T  bestimmt,  ist  nun  linear  mit  ver- 
änderlichen Coefficienten,  und  sie  ist  von  der  mten  Ordnung, .  kann 
sich  aber  auch  auf  eine  von  niedrigerer  Ordnung  reduciren ;  ist  die- 
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selbe  gelöst,  so  kann  man  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung 
in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  ableiten. 

Hieraus  folgt  der  Satz,  wie  er  oben  ausgesprochen  wurde. 

Da  die  Gleichung,  welche  T  bestimmt,  von  der  mten  Ordnung 
ist,  so  wird  sie  m  von  einander  unabhängige  particuläre  Lösungen 
haben ;  dieselben  mögen  mit  2\ ,  T2 ,  .  .  . ,  Tm  bezeichnet  werden. 
Diesen  entsprechend  wird  es  m  particuläre  Lösungen  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  geben,   und  zwar  wird  man   diese   erhalten,  wenn 

man  für  T  in 

p   tx 

Je     Tat 
diese  m  "Werthe  der  Reihe  nach  einsetzt. 


§•  141. 

Im  Falle  m  =  2  wird  die  Gleichung,  welche  T  bestimmt : 

Tüt-±(TU1)+£(Tü,)  =  Ot 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Folgendes   sind  einige  der  speciellen  Fälle,  in   denen 
diese  Gleichung  sehr  einfach  integrirt  werden  kann. 

1)  Wenn  die  Coefhcienten  a,  h1  c  so  beschaffen  sind,   dass   die 
Gleichung 

cP  u2      au, 

für  alle  Werthe  von  t  erfüllt  ist.      Alsdann  ist  der  Werth  von  T, 
wie  man  leicht -zeigt: 


"J  US  G 

2)  Multiplicirt  man  die  Gleichung  mit  U2,  so  kann  man  sie  in 
der  Form  schreiben: 

deren  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential  ist,  wenn 
A(uu)-n  (^i_^2_  u\ 
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d.  h.  wenn 

ist.  Wenn  also  die  Werthe  von  a,  fr,  c  so -beschaffen  sind,  dass  sie 
diese  Gleichung  zu  einer  Identität  machen,  so  ist  der  Werth  von  T 
gegeben  durch 

clT 

dt 


0?—  -  UXU2T=  A, 


und  dies 'führt  zu  dem  Resultat 

,-/8"_,/-«-.-/a 


*« 


Te  J  u*      =  AJ  ■^eJ  "*     +  B. 

3)    "Wenn  die  Gleichung  für   T  auf  ihre  Normalform   reducirt 
wird  durch  die  Substitution:  . 

so  ist  die  neue  Gleichung: 

worin 

u0      i  fu.y     i   <z  (vx 


^        U2       4  \Z72/        2  d£  v^2 
ist. 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  wird  sofort  erhalten,  wenn  % 
verschwindet,  d.  h.  wenn 

i  st. 

Ferner  erhält  man  unmittelbar  integrirbare  Fälle,  wenn  % 
eine  Constante  oder  von  der  Form  K  (e  ~f~  ft)~2  oder  von  der  Form 

Wie  aber  auch  immer  die  Relationen  zwischen  den  Constanten 
in  den  Functionen  U  sein  mögen,  die  Lösung  der  Gleichung,  welche 
T  bestimmt,  ist  in  jedem  Falle  von  der  Form : 

T  =  G1  1\  -f-   G2  T2, 
während  die  Gleichung,  welche   die  Grenzen   des   bestimmten  Inte- 
grals ergiebt,  lautet : 

|>  {*  Ü.2  T  ~~{V,  T)  +  u,  r)J  =  0. 

F  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen.  yj 
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Dieselbe  wird  befriedigt  durch  diejenigen  Werthe  von  t,  welche,  den 

Gleichungen 

rl  T 
T  =  0    und    — r  =  0 
dt 

gemeinschaftlich  genügen,  wenn  es  deren  überhaupt  giebt. 

Aufgabe.     Man  integrire    mittelst    eines  bestimmten  Integrals    die 
Gleichung 

Xi^-{1  + x%)  ff  +  * (1  _  'ux  ~  x'l)  y  =  °> 

worin  {u  eine  Constante  ist. 

§•  142. 

Eine  andere  Gruppe  von  Gleichungen,  auf  welche  die 
Methode    der    Lösung    durch    bestimmte    Integrale    ange- 
wendet  werden   kann,    ist    diejenige   Gruppe,    welche    aus* 
der  Gleichung 

dx2 
für  verschiedene  Werthe  von  n  hervorgeht.      Um    diese  zu 
lösen,  nehmen  wir  an : 

y  =fe  P  Pdp, 
worin  t  eine  unbekannte  Function  von  x  allein  und  P  eine  unbekannte 
Function  von  p.  allein  bezeichnet,  welche  beiden  Functionen  sowie 
die  Grenzen  des  Integrals  zu  bestimmen  sind.  Differentiirt  man 
den  Werth  von  y  zweimal  und  substituirt  dann  die  Werthe  in  die 
Gleichung,  so  findet  man : 


e-pt 


lr  (S)2  - x  4pd*  -  fe'ptp  p  Sd* =°- 


Man  wähle  die  unbekannte 'Function  t  so,  dass 

'dty 

ii)  = Xxn 

ist,  und  nehme  A  positiv  und.  gleich' c2  an,,  so  dass   die  Differential- 
gleichung wird: 

dx*  —  C       J' 
Dann  ist  die  Gleichung,  welche  t  bestimmt : 

dt  '  — w 

■  dx 


[§.   142.]  Losung  durch  bestimmte  Integrale.  259 

und  daher: 


—  x« 
m 


wenn  —  n  -f ■   1  mit  m  bezeichnet  wird.     Hieraus  erhält  man : 

1    dt  m  1    cPt  m(m—  1) 

t  dx         x  t  dx2  x2 

Multiplicirt  man   die  Gleichung,  welche  die  Integrale   enthält, 

mit — -,  so  geht  sie  nach   einer  sehr  einfachen  Keduction   über  in: 

m  t 

/—pt  r  —pt 

e       (p2 — l)Ptdp  —  (m — l)Je       Ppdp  =  0. 

Integrirt  man' das  erste  Glied  partiell,  so  wird: 
—  [m  er**  (p2  —  1)  P]  +  m  I  e~^  -£-  {{p2  —  1)  P}  dp 

rj  Ct  P 


■  (m  —  1)  fe-v*  Pp  dp  =  0. 


Nun  wird   diese  Gleichung   identisch   befriedigt  werden,  wenn 
wir  setzen 

für  alle  Werthe   von  p   innerhalb   der  Integrationsgrenzen,   welche 
letzteren  bestimmt  werden  durch: 

[er-P*  (p2  —  1)P]  =  0. 

Die  erste  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  von  P  als  Function 
von  p ;  sie  ist  von  der  ersten  Ordnung  und  linear  und  ihre  Lösung  ist: 

m-f-l 
JP=  Ä(p2  —  l)"1^", 

wo  A   eine   willkürliche ■  Constante  ist,   und   die  Gleichung,  welche 
die  Grenzen  giebt,  wird: 


le.*'  (p2-  l)*m\  = 


0. 


Die  letztere  Gleichung  wird  befriedigt  durch  p=_co  und  durch 
p  =  +  1,  vorausgesetzt,  dass  der  Exponent  von  p2  —  1  positiv 
ist;  dies  erfordert,  dass  m  entweder  positiv  und  grösser  als  1  oder 
negativ  sei  und  daher  n  nicht  liegt  zwischen  0  und  —  2.  Nehmen 
wir  an,  dass  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  so  sind  wir  im  Stande, 
zwei  bestimmte  Integrale  aufzustellen.     Diese  sind: 

17* 
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+  1  _  m+l 

fe~~P   (p2  —  1)     2m   dp 


und 

fe~LJ\i^  —  l)~Y™:  dp. 


-Pt  m+1 


i 


h~ 

■*V- 

-i)' 

0 

1 

"*'(*»- 

-i)' 

0 

70 

0 

^  +  «T 

-^i> 

Das  erste  von  diesen  ist  gleich : 

m+l  0  m+l 

'T^  dp   +  fe~V    (p2  —  1)     2m  dp 
— i 

m+l  1  «i+l 

" "2^"  c/p  -t-  yVr  (|32 — i)  2 w  ^ 

0 

m+l 

)  (jP2  —  l)"*™dp. 
Daher  kann  die  vollständige  Lösung  dargestellt  werden  durch: 

1  m+l  co    _  _  m+l 

Ä'f(eP    +  e""P)(pä  — i)"""ä^r^  _j_  J5ye    p  (p2  —  1)     2w  dp. 

o     .  i 

Substituirt  man  für  £  seinen  Werth,  so  erhält  man 

1  __ü±£  /9r«      -n+i\ 

y  =  Af(l  —  p*)    2n+Ac'0^(—r-2^       )dP 

co  2  c  2^     //gM  +  l  M  +  4 

~\-  B  l'e~~^T^x  (p2  — 1)    2n+4dp 

1 
als  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

d2y        o  , 
d  x2  J 

für  Werthe  von  w,  die  nicht  zwischen  0  und  ■ —  2  liegen. 

Aufgabe.  Man  zeige,  dass  das1  vollständige  Integral  derselben 
Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  n  nicht  liegt  zwischen  —  2  und  —  4,  auch 
dargestellt  wird  durch: 

1  __     n  ,  1  v 

y  =  A'x  f  {l  —  p2)~~2n-\-±  GOsh  /A£JL  ^T  w      j  ^ 

co  2  c  2?    ^ l/?. n  +  1  w 

+  J3'  a?  /'  e~~  ^+2  *  (p2  _  i)~  2Ü+1  dp, 

1  (Lobatto.) 


[§.  143.]  Lösung  durch  bestimmte  Integrale.  261 


Anwendung  auf  die  hypergeometrisehe  Reihe. 

§.  143. 

Uni  ein  bestimmtes  Integral  zu  erhalten,  welches  der 
Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Eeihe  ge- 
nügen soll,  setzen  wir: 

y  =f(l    —   Vx)m    Vdv, 

worin  V  eine  unbekannte  Function  von  v  allein  und  m  eine  Con- 
stante  ist.  Die  Form  von  F,  der  Werth  von  m  und  die  Grenzen 
des  Integrals  sind  zu  bestimmen.  Aus  diesem  Werthe  von  y  er- 
halten wir: 


dV  —  _  mfvV{\  —  xv)™-1  äv 


dx 

dx2 


m  (m  —  1)  f  v2  V(l—x  v)m~2  äv, 


so  dass,  wenn  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

*(l-*)^+{y-(«  +  /i+l)*};[f-a/^  =  0 

substituirt  werden,  dieselbe  übergeht  in : 

fV(l  -  x  v)m~2  [m  (m  -  1)  v2  x  (l-%)  -  m  v  (l~xv)  {y-(a  +  ß  +  1)#} 

-ccß(l~-xv)2]äv  =  0* 

Der  Coefficient  von  x2  v2  innerhalb  der  Klammern  ist  vom  zweiten 
Grade  in  w,  welches  bis  jetzt  eine  unbestimmte  Constante  ist;  wir 
wählen  m  so,  dass  dieser  Coefficient  verschwindet,  so  dass  also  m 
gegeben  wird  durch  die  Gleichung: 

—  m  (m  -—  l)  —'m  (u.-\~  ß  -\~  1)  —  aß  =  0) 
oder 

m2  +  m  (a  -f  ß)  +  a  ß  =  0, 

weshalb  m  entweder  gleich  —  et  oder  gleich  —  ß  gesetzt  werden 
kann.  Da  die  Differentialgleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  man  cc 
und  ß  mit  einander  vertauscht,  so  kann  jede  dieser  Wurzeln  ge- 
nommen werden.     Wir  setzen 

m  =  — -  oc 

und  finden  dann,  wenn  wir  diesen  Werth  substituiren ,  dass  die 
Gleichung 
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f  7(1  —  xv)~a~2  [a(c6+l)v*x  +  uv{y  —  x(c6  +  ß+y  +  l)} 

—  06/3  (1  —  2^)]^  =  0 
identisch  befriedigt  werden  nmss.   Ordnet  man  wieder  den  Ausdruck 
innerhalb  der  Klammern  unter  dem  Integrationszeichen  und  dividirt 
man  durch  «,  so  verwandelt  man  die  Gleichung  in 

J'V(l—  xv)~a~2(a  -f  l)v(v—l)xdv 
+  f  7(1  —  x  v)~a-2  (vy  —  ß)(l—vx)  d  v  =  0. 
Integrirt  man  das  erste  Glied  partiell,  so  erhält  man : 

—  7  v  (1  —  v)  (1  —  v  x)-«-1  -f   /  (1  —  v  x)-«-1  -p  {v  (1  —v)  V)  dv, 

und  daher  geht  die  Gleichung  über  in: 

—  [Vv(l~v)(l  —  vx)~a-1] 

+  f  {l—vx^-A-^--  {v(\—v).V)  —  (ß'—vy)v\dv  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  nun  identisch  erfüllt  sein,  wenn  wir  als 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  7  nehmen : 

A.{t!(i-v)V}  =  (ß-vy)V, 

und  als  Grenzen  des  angenommenen  Integrals  solche  "Werthe  von  v 
setzen,  dass 

[Vv  (l—v)  (l-^)-«-1]  =  0 
ist. 

Um  die  erste  Gleichung  zu  lösen,  haben  wir: 

±lv(l-vyV\  =  vQ.-v)V-ß~V7 


dv  [  J  v(l  — v) 

mithin  : 

v(l—v)V=A  V?  (1  —  V)y-?, 

worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist;  und  die  Gleichung  zur 
Bestimmung  der  Grenzen  ist: 

[v?  (1  —  v)r-P  (1  —  vx)-a-v\  =  0, 

welche  unter  der  Voraussetzung,  dass  ß  positiv  und  y  grösser  als  ß 
ist,  befriedigt  wird  durch  v  =  0  und  v  =  1.  ,Es  ergiebt  sich 
daher,  dass  der  Differentialgleichung  der  hypergeometri- 
schen Reihe  genügt  wird  durch 
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i 
y  =  Afvi3-1  (1  —  VJV-?-1  (l—VX)-a  clv, 
0 

vorausgesetzt,  dass  ß  positiv  und  y  grösser  als  ß  ist. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  (1  —  v  x)~a  entwickelt  wird 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  berechnet 
sind ,   die  resultirende  Reihe  ein   eonstantes  Vielfaches   der  hyper- 
geometrischen Reihe  ist,  wobei  dieser  constante  Factor  ist: 
i 
AfvP-1  (l—vy-P-idv. 


§.144. 

Verwandeln  wir  nun    die  unabhängige  Veränderliche   aus  x  in 
1  — ■  #1?  so  ist  die  entsprechende  Form  der  Differentialgleichung: 

arid-^lp+la+ZJ  +  i— y-(«+/J  +  i)*i}|^-«/Jy=o. 

Eine  Lösung  dieser  Gleichung  (und  somit  der  ursprünglichen 
Gleichung)  wird  der  vorhergehenden  Untersuchung  zufolge  darge- 
stellt durch: 

i 

y  =  B  f  v?-1  (1  —  v)a~~y  (1—ffi  v)~a  d  v , 
o 
vorausgesetzt,  dass  ß  positiv  und  cc  -f-  1  grösser  als  y  ist.  Sind 
diese  Bedingungen  hinsichtlich  der  Begrenzung  der  Parameter  er- 
füllt, so  wird  die  vollständige  Lösung  der  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Reihe  gegeben  durch  die  Summe  dieser  beiden 
verschiedenen  Lösungen. 

1.  Aufgabe.     Man   stelle    durch   ein   bestimmtes  Integral  die  voll- 
ständige Lösung  der  Gleichung  dar 

(4  +  Bx  +  Cx*)  J$  +  V>  +  JM  Jf  +  Fy  =  o. 

(Siehe  2.  Aufgabe,  Seite  242.) 

2.  Aufgabe.     Man  beweise  Folgendes: 

(1)  Ist  ß  positiv  und  cc  -\-  1  grösser  als  y,  so  ist  eine  Lösung: 

CO 

y  =  /  %l       (1  —  u)     '       (1  —  xu)      du. 

0 

(2)  Ist  y  grösser  als  ß  und  kleiner  als  cc  -{-  1,  so  ist  eine  Lösung  ; 

00 

y  =  /  li       (1  —  u)     '        (l  —  xu)      d  u, 
i 
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(3)    Ist  y  grösser  als  ß  und  a  kleiner  als  1,  so  ist  eine  Lösung: 

y  =  i  u       (l  —  w)  (1  — #«)      tu«. 

i  (Tacobi.) 

3.  Aufgabe.    Man  bestimme  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

(1)    W^  +  4^-^-^0 

(worin  ^  -j-  #  =  1  ist)  in  der  Form: 


2  __J_  2  __i_ 

y  z=  A  f  (1—x  sin2  cp)     "  d  g)-\-  B  /  (1  —  xf  sin2  cp)        d  t 
o  o 


und  dasjenige  der  Gleichung 
in  der  Form : 


(2)      4M'S=2/ 


y  z=  XX 


\  _1 

^i  /  sma  50  (1  —  x  sin2  q>)        d  <p 


&  i_ 

-\-B  f  sin2  (p  (l  —  o?'  sin2  cp)     "  d  1 


wo  x'  dasselbe  ist,  wie  vorher. 

Man  löse  ebenso  die  Gleichungen: 


(3)  lxa/£j.  +  iaf*£.  +  y  =  0. 

(4)  kxx*  -7-4  —  4:X   ~-  4-  y  =  0. 
v  dx2,  dx    '    J 


,,  d2v 


(5)    lx*%l±    4    S£-j,  =  0 


^2/ 


^2 


d  # 


(6)    ixx'^l+4{x'-x)C^  +  3y  =  0. 
4,  Aufgabe.     Man  beweise,  dass,  wenn  n  -f-  1  positiv  ist,  alsdann 


1   1 
-(n+i)    /•  ~» 


/*     (1-f)        (X-P*) 


1     v-v(n+l) 


flU 


eine   Lösung    der   Legendr e? sehen    Gleichung    darstellt,    während    für 
negative  n  eine  Lösung  gegeben  wird  durch: 


aj»y  $     2  (1  —  *)     2 

0 


(,-i.)¥"<"' 
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§•  145. 

Dieses  Capitel  enthält  nur  eine  kurze  Skizze  des  Verfahrens, 
wie  man  Differentialgleichungen  mittelst  bestimmter  Integrale  lösen 
kann.  Der  Leser,  welcher  sich  über  diesen  Theil  unseres  Gegen- 
standes weiter  zu  unterrichten  wünscht,  kann  insbesondere  zwei 
Autoritäten  zu  Käthe  ziehen:  Die  wichtigste  ist  Petzval,  „Inte- 
gration der  linearen  Differentialgleichungen".  Die  Theile,  welche 
diese  Methode  behandeln,  sind  §§.  2  bis  5  von  Abschnitt  II,  §§.  19 
bis  22  von  Abschnitt  III,  §§.  10,  11  von  Abschnitt  V.  Die  andere 
Autorität  ist  Euler,  Inst.  Calc.  Int.  Bd.  II,  Cap.  X.  Dieses  Werk 
leidet  jedoch  an  dem  Uebelstande,  dass  es  zuerst  die  Form  der 
Lösung  annimmt  und  dann  die  Differentialgleichung  sucht,  welcher 
durch  dieselbe  genügt  wird.  Noch  zwei  andere  Abhandlungen  kann 
man  mit  Nutzen  nachlesen,  nämlich  eine  von  Lobatto,  Crelle's 
J,  Bd.  XVII,  S.  363  und  eine  von  Jacobi,  Crelle's  J.  Bd.  LVI, 
S.  149. 

Eine  weitläufigere  Discussion  über  die  Lösung  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mittelst  Reihen  und  bestimmter  Integrale  wird 
man  nebst  zahlreichen  Beispielen  in  einer  Reihe  von  separat  ver- 
öffentlichten Abhandlungen  von  Spitzer  finden. 


Vermischte   Aufgaben. 

1.  JMan  integrire  vollständig  die  Gleichung: 

x  -7—^  4-  ay  =  0. 

dxn  J 

2.  Man  beweise,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

d2 y    ,        dy    ,    7  0 
x  t-4  +  et  -J+-  +  b2xy  —  0 

dx2,  dx    '  J 

gegeben  wird  durch 

y  =J  (&a __  t2) 2        (Ä  sin  xt-\-Bcos  xt)dt  +  A  f  (t2  -f  b2) 2        ext  dt, 

0  0 

wo  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  ist,   wenn  x  positiv,   das   untere,    wenn 
x  negativ  ist.  (Petzval.) 

3.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 

d3  y  . 

dx°        J 
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ein  Integral  besitzt,  welches  dargestellt  wird  durch  : 

if  =  B  /  sin  —  e     2      v  d  v, 

o  q 

und  dass  ein  Integral  von 

d3  y 


lautet : 


x  -y-%  4-  y  =  0 
da;3    '    J 


y  —  C  f    ev      2      veZu, 

6 

wobei  das  negative  oder  positive  Zeichen   zu   nehmen   ist,    je  nachdem  x 
positiv  oder  negativ  ist. 

Man  suche  das  vollständige  Integral  jeder  Gleichung.  (Petzval.) 

4.     Man  bestimme  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 


d2y   ,       .„   „    2  «i—2  n 

-r^i  4-  m2  c2  x  y  =  0 

dx2 


in  der  Form  : 


y  =  A  C  cos  (c  xm  sin  y)  cos     m  <pdcp-{-Bx   f  cos  (c  xm  sin  cp)  cos  mcp  d  (p 
o  o 

für  Werthe  von  m,  die  nicht  zwischen  —  1  und  -f-  1  liegen. 

(Kummer  und  Lobatto.) 


5.     Man  zeige,  dass  eine  particuläre  Lösung  von 
d2  y    ,   •  o  n  (n  +  1) 


lautet: 

+a 
y  —  x       j  {v2  —  a2)    COS  X  v  d  V , 


—  a 


und  eine  particuläre  Lösung  von 

d2  y  „  n  (n  +  1 ) 

__4  —  a2y  —  — -— ~ —  y 
dx2  J  x2        J 

dargestellt  wird  durch : 

00 

y~  xn+1   f  {x2  +  v2)    n~    cosavdv. 

0 

6.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

dnJfl  y  mdy    .  m-\  t 

dxn+l  dx    ^ 

befriedigt  wird  durch 

m-\-n 

00  Z 

m— 1 


y  =//*      e    w  +  w«//(*#)^, 
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worin  \p  (x)  bestimmt  wird  durch 

dn+1 1//  (x)  m-l     ,  ,    v 


a  — x  y 


dxn 
Hiernach  leite  man  aus  der  Lösung  von 
d5y  

ätz  "  V 

diejenige  von 

d2y 

dx 

her. 

7.  Man  bestätige,  dass 

x         In        2n  —2  h 
,     —z      —x      z 

y  =z  J    e  dz 

x  2 
ein  particuläres  Integral  ist  von : 

.   -—4  —  in  x         y  —  —  e  x      * . 

8.  Man  zeige,  dass,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

der  Bedingung 

«i  ^2  —  «2  &i  =  K 
genügen,  die  Lösung  sein  wird : 

y  —  f  eUX  V  {A  +  Blog  Vx  (a2  +  hx)\  d u> 
worin 

und 


log(VL\)  ==y  -i— ryr1  ~  rfw 


ist,  während  die  Grenzen  bestimmt  werden  durch : 


ux 


e      UXV  =  ^  (Spitzer.) 

9.  Man  beweise,  dass  Gleichungen  von  der  Form 

auf  die  Form  in  §.  136 

gebracht  werden  können  durch  die  Substitutionen  xm  —  t  und  y  =  t    z, 
und  zeige,  dass  k  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt  wird. 

(Petzval.) 

10.  Man  beweise,  dass  das  particuläre  Integral  von 

(#  _j_  (tl)  (#  +  a2)  . . .  (d-  4-  an)  y  =  /(*), 
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worin    x  -; —  mit  &  bezeichnet  ist,  lautet : 

dx 

111 
y  =/// . . .  /  (®i  ©2  . . .  ®n  x)  ö/1-1  G^"1 .  .  Mnn~X  d  Sx  d92...d  9n. 


11.  Man  beweise,  dass  das  bestimmte  Integral 
l    l 

I  j  ib      0-—u)     ''     vy     (1  —  vf   Y      (1 — xuv)      cludv, 
o    o 

falls  &  >  ß  >  0  und  £  >  y  >  0  ist,  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist: 

Man  gebe  in   der  Form   von   bestimmten  Integralen    die  vollständige 
Lösung  dieser  Gleichung  an. 

12.  Die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 


lautet : 


d^  ii 

-7-4  +  8  X  x3  y  =  b  x 

dx6 


ß  7  0 

ux2  p      ucc"2  p      uoi1  n     ux'2 

e      du     .    _   /     e      du  _  /     e      du     ,   ^   /    e      du, 


/»     2(az  p      uxz  -.  p      uxz 

worin  «,  /3,  y  die  Wurzeln  der  Gleichung 

und    die    willkürlichen     Constanten     durch    die    einfache    Relation    ver- 
bunden sind : 

ä  +  b  +  c  ~  d  =-  |r1/2. 

8  (Petzval.) 


13.     Man  beweise,  dass  das  bestimmte  Integral 

00 

y  ^je~x   ~oz   x      dx 

0 

der  Gleichung  genügt: 

d2y  2  7     m— 2 

d^2  ^  (Poisson.) 
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14.     Man  beweise,  dass 

7t 

fl  ~\-x\      .2  n         ,  y2    C  d& 


— /s  vi  —  #/     TT  v       ; 


I/o 

(1  —  x  sin2  fi) 

ist,  wo  P  die  L e gen dre' sehe  Function  bedeutet.  (G-.  H.  Stuart.) 

15.      Man    drücke    mittelst    bestimmter   Integrale     die    vollständige 
Lösung  der  Gleichung  aus: 

X  U  "  0-H£2)  ~|  +  a2/(c^2-a^  —  l)  =  0, 

worin  a  und  c  Constanten  sind. 


Achtes    Oapitel. 

Gewöhnliche  Differentialgleichungen  mit  mehr  als 
zwei  Veränderlichen. 

§.  146. 

Es  hat  sich  bereits  gezeigt,  dass  in  einigen  Fällen  die  Lösung 
einer  Differentialgleichung  durch  rein  algebraische  Functionen  sich 
darstellen  lässt,  obwohl  die  Integration  der  separirten  Glieder  der 
Gleichung  neue  transcendente  Functionen  einführen  würde.  So 
kann  z.  B.  die  Gleichung 

äx  dy        _ 


mittelst  der  transcendenten  Functionen  arc  sinx,  arcsiny  integrirt 
werden;  es  giebt  indessen  auch  ein  Integral  von  der  Form 
x  (i  __  y*)V*  +  y(l~  £2)V2  =  o, 

welches  dem  anderen  äquivalent  ist.  Wir  werden  daher  natur- 
gemäss  dazu  geführt  zu  untersuchen,  ob  noch  andere  Fälle  existi- 
ren,  in  denen  eine  solche  algebraische  Relation  zwischen  den  Ver- 
änderlichen der  Integrale  von  Functionen  erhalten  werden  kann, 
während  die  Integrale  selbst  ohne  Einführung  neuer  Functionen 
nicht  berechnet  werden  können.  Der  nächst  einfache  Fall,  welcher 
ein  analoges  Beispiel  liefert,  ist  der  gewöhnlich  unter  dem  Namen 
der  Eul er' sehen  Gleichung  bekannte,  bei  welchem  es  sich  darum 
handelt,  die  algebraische  Integralgleichung  zwischen  x  und  y  7.W. 
suchen,  welche  der  Gleichung 

X~V*dx  +  Y-V*dy  =  0  . 
entspricht,  worin 

X  =  a  +  hx  +  ex2  +  ex*  -f  fx± 

Y  =  a  4-  by  +  af  4-  ey*  +  fy* 
ist. 
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Urn  dieselbe  zu  integriren,  setzen  wir: 

p  —  x  +  y 
und 

dx  X1/* 


dt 

y  —  x1 

so  dass 

dy 

dt 

—  x  —  y 

und  somit 

dp 

Y  Va  —  Xl/* 

dt  x  —  y 

ist. 

Eine  zweite  Differentiation  nach  t  gifebt : 

d^p  1(1     äYdy  1     äJXdart       T^  —  X^/dx     dy 


) 


dP       x—-y\2Yl/*dydt       2Xv*dxdt)         (x  —  y)*\dt      dt 

—        1        \ldY       IdX      (rVg  —  X1/«)  ( Y1/«  +  Xlfy] 

(# —  2/)2  12  f?2/       2  c?#  7/  —  a>  j 

—  5  —  c(^  +  2/)  —  e  (^2  +  ^2/  +  2/2)  ~/(^3  +  %-y  +  % y2  +  y?))  , 

wobei  die  letzten  vier  Glieder  innerhalb  der  Parenthese   den  Werth 

von  ■ — darstellen.   Ordnet  man  wieder  und  sammelt  die  Glieder, 

y  —  x 

so  erhält  man: 

^?  =  _1_  \l;e{x*-2xy  +  y*)  +  f(xs--x*y--xy*  +  y*)} 

dt2         (x —  yy    [2  J 

=  ^e'+f(xJjry) 

d  io 

Multiplicirt  man  mit  2  — —  und  integrirt  dann,  so  entsteht: 
et  t 


a  We] 

(yya  —  zv2)2 


oder,  wenn  man  den  Werth  von  ——  einsetzt : 

dt 


{y_xy.     ~C+e(x  +  y)+f(x  +  yy, 
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eine  algebraische  Beziehung  zwischen  x  und  y,  obwohl  die  einzelnen 
Integrale  zu  ihrer  Darstellung  elliptische  Functionen  erfordern. 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  ein  anderes  Integral  der  Gleichung 


lautet : 


x1/*  "h  r1/a  ~ 


/tfJ^-ytrkV       Cx*y*  +  hxy(x  +  y)  +  a{x  +  y)*, 

\      y  —  %      / 

und  bestätige  den  Satz  in  §.  12   für   diesen  Fall,   indem  man  zeigt,   dass 
die  beiden  Integrale  nicht  unabhängig  von  einander  sind. 

2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  ein  Integral  von 
äx  dy 

dargestellt  wird  durch: 


[y  —  *)a 


C  +  e(x  +  y)+f(x  +  y)*. 


3.  Aufgabe.    Man  drücke  die  Beziehung  zwischen  x  und  y,  welche 
durch  die  Gleichung 

dx  dy 


(1  — fl;4)1/a+  (1- 


-y 

gegeben  wird,  in  algebraischer  Form  aus. 


4\V2 


0 


4.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Stammgleichung  von 

dx  .  dy  ___  0 

"^(i-aj)(i-Ä^+  {y(i-y)(i-^y)}1/9  ~ 

in  der  Form  dargestellt  werden  kann: 

{x{\-y)  (\-i.y)}*+{y(\-x)(\-%x))*=A(l-t.xy), 
worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist. 

§•  147. 

Man  kann  nocli  ein  anderes  Verfahren  anwenden,  welches  von 
Cauchy  angegeben  worden  und  von  dem  ersten  vollständig  ver- 
schieden ist. 

Wir  betrachten  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwi- 
schen den  beiden  Veränderlichen  von  der  Form  : 

u  —  X0y!*  +  2Xly  +  X2  =  Y0x*  +  2Y1x+  Y2  =  0, 
worin   X0,  Xi,  X2,  Y0i  Y^  Y2   sämmtlich  vom  zweiten   Grade  sind 
und    zwar   die   ersten  drei  in  x  und  die  letzten  drei  in  y,     Wenn 
also 
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X0  =  aQ  x2  -f-  2axx  -f-  % 
Xx  =  b0x2  +  2M  +  &2 
X2  =  c{)x2  -\-  2c1x-\-  c2 
wäre,  so  würde  sein: 

F0  =  a0y*  +  2b0y  +  c0 
Yi  =  a1y2  +  2b1y  +  c1 
Y2  —  a2y2  +  2b2y  +  c2. 

cl  ?/ 
Alsdann  ist  das  Verhältniss  -r-  gegeben  durch: 

dx 

du  _      .    8w   ., 

—  »#  +  TT-  äij  =  0. 

dx  cy 


Es  ist  aber: 


K  =  2  <**+*> 


=  2"(riJ-r0r!1),A, 

da  m  =  Y0  a;2  +  2  Yx  #  -j-  Y2  —  °  ist-    Analog  ist : 
|?  =  2(Xo0  +  Xi) 


und  somit: 


=  2(Z13-X0Z2)V2, 


0, 


(x?--x0x2y/*  '  (^__r0r2)v2 

eine  Differentialgleichung,  deren  Integral  a  =  0  ist. 

Da  nun  Euler's  Differentialgleichung  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  x  und  y,  so  muss  nothwendig  ihr  Integral  u  =  0  eben- 
falls symmetrisch  sein  in  Bezug  auf  X-  und  #,  damit  die  vorher- 
gehende Untersuchung  auf  den  gegenwärtigen  Fall  angewendet 
werden  könne.   Damit  u  symmetrisch  sein  könne,  müssen  wir  haben : 

.  j)0  —  a± ,    c0  =  a2 ,    cL  =  1)2  ? 
und  es  ist  dann  Xf: — X[}  X2  dieselbe  Function  von  #,  wie  Yf —  YQ  Y2 
von  y. 


Um  das  Integi 

:al 

von 

dx 

+ 

dy 

zu 

erhalten, 

worin 

X- 

a  -\-  b 

X    j    ex 

ex»  -\-  fx* 

und  Ydie  nämliche  Function  von  y  ist,  müssen  wir  Xund  Xx2  —  X{)  X2 
identificiren.     Die  Yergleichung  ihrer  Coefficienten  wird  vier  Grlei- 

F  o  r  s  y  t  h ,   Differentialgleichungen.  |g 
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chungen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  von  u  geben;  in  u  kom- 
men aber  fünf  unabhängige  Constanten  vor  (es  waren  ursprüng- 
lich acht/ da  irgend  eine  von  ihnen  gleich  1  gesetzt  werden  kann; 
indessen  bestehen  zwischen  ihnen  drei  für  die  Symmetrie  not- 
wendige Gleichungen),  und  daher  wird  eine  unbestimmt  und  somit 
willkürlich  bleiben.  Diese  Gleichungen,  welche  die  Coefficienten 
geben,  sind: 


f 

e 

fr  2          Ch  C'2 

a 
_  4  (pl  —  %  cx)  —  (a2  cQ  -f  a0  c2  - 

~%hh) 

G 

Werden  die  Werthe  der  so  bestimmten  Coefficienten  in  u  substi- 
tuirt,  so  enthält  die  Gleichung  u  =  0  eine  willkürliche  Constante 
und  ist  somit  das  vollständige  Integral. 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Stammgleichung  von 

dx  ,  dy  n 

(Ax*-\-ZBx+G)l/*       (Af-\-2By  +  C)1/2  ~~ 


lautet : 
wobei: 


^  (%2  +  y2)  +  2bQxy  +  a&^aj+yj  +  ca  =  o, 

bo—a?  __  b1  b0  —  q0  b,  __  b?  —  fa0c2 
A  B  ~  0 


2.  Aufgabe.     Man  bestätige,  dass  die  Stammgleichung  von 

äx ,  dy Q 

(1  +  a2  x*  +  a0  xtf*        (1  +  a2  iß  +  aQ  y^ 
lautet : 

A(^+y2)  +  2ÄBxy  =  l  +  Joxty», 
wobei 

■^3  —  «o  =  A$  +  a2A2.  (Cauchy.) 

Capitel  XIV   von  Cayley's    „Elliptic  Functions"   kann  mit   Nutzen 
nachgelesen  werden. 


§.  148. 

Wenn  wir  anstatt  einer  einzigen  Gleichung  zwischen 
zwei  Veränderlichen,  für  welche  die  zwischen  ihnen  bestehende 
Relation  in  einer  algebraischen  Form  ausdrückbar  ist,  ein  System 
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von  n—1  Gleichungen  zwischen  w  Veränderlichen  haben, 
so  können  wir,  ohne  jeden  einzelnen  integrirbaren  Ausdruck  zu 
integriren,  die  Abhängigkeit  zwischen  den  n  Veränder- 
lichen in  endlicher  Form  durch  eine  algebraische  Glei- 
chung darstellen;  und  da  diese  Gleichung  durch  eine  Integra- 
tion erhalten  wird,  so  muss  sie  eine  willkürliche  Constante  enthal- 
ten. Das  Verfahren,  dessen  man  sich  in  d,em  allgemeinen  Falle 
bedient,  um  diese  Gleichung  abzuleiten,  ist,  wie  man  sehen  wird, 
wesentlich  verschieden  von  dem,  welches  wir  im  besonderen  Falle 
n  =  2  angewandt  haben. 

Die  Differentialgleichungen  mögen  sein: 

X]_ClX]_         -         X2Cl  X2         .  .        XiiClXfi 

*_*"         ~x^    + +    x^~=0 


Xin~2dx1       x2n~2dx2  xnn~2dxn 

xj*    +     x2v*     +••••-  +     Xnv,    —  °> 

worin 

Xt = A0  +  Ax  xp  +  A2  xl  +  •  •  •  +  Ä2n^  xf-1  +  A2  n  a*» 

für  alle  Werthe  des  Stellenzeigers  |H  in  unserem  System   ist.    Fer- 
ner sei: 

f{x)  —  (x  —  Xi)  (x  —  x2)...(x  —  xn), 

d  f  (x) 
und  es  bezeichne  f  (xu)   den  Werth  von  — = — ,   wenn    man   darin, 

'  dx 

nachdem   die    angedeutete  Differentiation    ausgeführt  ist,  Xa  für  x 
substituirt.    Der  Werth  von  /'  (x^)  wird  daher  sein  : 

\Xf_i        Xi)  yXfi        X2)  .  .  .  {Xi.1  ~~  Xnj-i 
worin  nur  der  verschwindende  Factor  #lt  —  #«,  fehlt.    Löst  man  nun 
das  obige  System  von  Gleichungen   auf,   um   die  algebraischen  Ver- 
hältnisse der  Grössen  dxY,  dx2,  . ..,  dxn  zu  erhalten,  so  findet  man: 
f'(xi)dxi  ____f  {x2)dx2  _____  f(xn)dxn 

x_>     ~~     x2v2     —  •••—     Xnv2 

Der  gemeinsame  Werth  dieser  gleichen  Brüche  möge  mit  d  t 
bezeichnet  sein,  so  dass  wir  erhalten: 

cixi     xj*    dx2  __  x2v* 


~df~f(x1y  dt  ~~  f{x2y  u's-w- 


18* 
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Die  erste  von  diesen  Gleichungen  giebt: 

\dt)  -  {/'Oi)}3' 
und  daher,  wenn  wir  sie  nach  t  differentiiren : 

äxi  d2Xj  3 


[§.   148.] 


d  t     d  t' 

Nun  ist: 

8 
dxp 

Da  aber: 


'±=  d  r  Xi 

3      a*i  L{/'(% 


)12J 


dXi 

IT 


_3_ 
3% 


(%)}2. 


*i 


{/'(*i)}2. 


2Xt        9 
\f{xx)Y  dx» 


r    xt 

U/'fa 


(2% 

"ST 


/'  Oi)  =  Oi  —  «2)  Oi  ■—  #3)  •  •  •  Oi  —  #«)> 


so  haben  wir: 


/(*,)  0%{/fe)}"       %- 


und  daher: 


8&u 


*1 


2Xi 


1 


{/'Oi)}2J     {/'Oi)}2  01- v 


vorausgesetzt,   dass  f£  nicht  gleich  1   ist.    Setzen  wir  dies    ein  und 

/72  /y> 

dividiren  durch  den  Coefficienten  von   -r— -  auf  der  linken  Seite,   so 

dt2 

geht  die  Gleichung  über  in: 


d2x1  _1     8 


dP 


'2  8%L{/Oi)}2. 
,      Xi%Z3V 


z1v«x21^       1 


/Oi)/' Os)^—  % 


+  ...+ 


Zx^Zn1/»  1 


/'(xjf'ixjxi- 


Analog : 
d2x9        1 


Z, 


+  7f 


X^X^ 


dt*     2  a*3  L{/' 02)}2J-  f'Mf'fa)  %  -% 


f  ($2)/' M  ®2  —  %$ 


f  O2)/  0»)  %  —  0« .' 


und  ebenso  für  die  anderen,  was  im  Ganzen  n  Gleichungen  giebt. 
Addirt  man  nun  sämmtliche  n  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  so  wird 
die  Summe  gleich  sein  der  Summe  der  n  rechten  Seiten.  In  der  letzte- 


ren kommt,  wie  man  sieht,  zu  je  einem  Gliede 


X,^  Xs^  1 


j    \Xr)J   \XS)   xr        xs 


des 


[§.  149.]  Gewöhnl.  Differentialgl.  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen.     277 

Xs^Xr1'*  1 


rten  Ausdrucks  ein  Glied 


aus    dein    sten  Aus- 


druck  vor,  und  daher  ist  die  Summe   dieser  beiden  gleich  Null.    Es 
werden  daher  sämmtliche  Glieder,  welche  diese  Brüche  — — — —  ent- 

tX/<y  Xg 

halten,  für  alle  Werthe  von  s  und  r  sich  aufheben,  und  wir  erhalten 
somit: 

~d*  to+*,  +  -  +  «d 


dt2 


dx-i 


X, 


{/'M 


u  +  e%  Uf 


M2 


+ + 


Wir  werden  im  Folgenden  xx 

d2p 
nen,  so  dass  die  linke  Seite  2  -—  ist. 

dt2 


-x2 


d    r    xn 

xn  mit  p  bezeich- 


§.  14-9. 

Wir  können  noch  einen  anderen  Werth  für  den  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  finden.  Es  möge  X  dieselbe  Func- 
tion von  x  wie  Xi  von  a?x  bezeichnen,  und  es  möge 

X 

in  Partialbrüche  zerlegt  werden.  Da  X  und  \f(x)}2  beide  vom 
Grade  2  n  sind,  so  wird  ein  von  x  unabhängiges  Glied  auftreten, 
welches  gleich  A%n  sein  wird,  und  daher  können  wir  schreiben: 


{/(*)} 2 


=  Ä2n  4- 


Br 


J5, 


Bn 


x  —  x1 


C3 


+  •••  + 


X  Xfi 

Gn 


(x—x^y  '  (x—x2)2  '       '  {x  —  xny 

Multipliciren  wir  mit  (x  —  %)2,  so  erhalten  wir: 

—^ — m        =  Gi  +■  ^i  (#  —  #i)  +  Gliedern,  multiplicirt  mit  (#-—  #x)2, 

t/0*)}3 
oder,  wenn  wir  den  Zähler  und  Nenner  der  linken  Seite   durch  die 
gemeinsamen  Factoren  dividiren,  so  erhalten  wir: 

Ci  -f-  Bi  (x  — •  xx)  -\-  Gliedern,  multiplicirt  mit  .(x  —  Xi)2 

_     '  X 

(x  —  x2)2  {x  —  %)2 . . .  (x  —  xn)2 
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Setzen  wir  nun  x  gleich  xx,  so  geht  die  linke  Seite  über  in  Cj. 

1er: 


und  die  rechte  wird  -7—77 — ryr,  daher: 


Cx  = 


[/'(*i)}2 


Die  rechte  Seite  der  Gleichung  in  der  zuletzt  hingeschriebenen 
Form  enthält  nicht  %,  und  daher  ist  ihr  partieller  Differentialquo- 
tient  nach  %  gleich  Null.  Da  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 
identisch  gleich  sind,  so  niuss  Null  der  Werth  des  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  linken  Seite  nach  xx  sein,  und  daher  haben 
wir: 

—^  —  Bx-\-  (x  —  Xi)  7^-  +  Gliedern  mit  (x  —  xx)  =  0. 

0  X\  0  X\ 

Dies  ist  richtig  für  alle  Werthe  von  x  und  somit: 

7?  -dCi 


analog : 

Ä=i-r.  * 


-8%L{/'(%)}2J' 


und  entsprechende  Ausdrücke  für  die  anderen  Grössen  B.    Mithin: 

2  *l* _ A- r   x>  1 ,  8  r   *»   i  ■   . 

d**  dXl    [{/'(X^y      dx2    L{/' (**)}*  J    ^ 

=  jBx  +  £2  +  ....  -f  J5„. 

Die  Gleichung,  welche  die  Zerlegung  des  betrachteten  Aus- 
drucks in  Partialbrüche  darstellt,  möge  mit  {f(x)}2  multiplicirt 
werden  und  die  Coefncienten  von  x2n~1  auf  beiden  Seiten  von 


•#- 


-%  ^i(^~^)2 


(.1=1 

mögen  einander  gleichgesetzt  werden.  Von  den  Gliedern,  welche 
die  Grössen  0  enthalten,  kann  keins  Glieder  von  so  hohem  Grade 
liefern,  da  jedes  von  ihnen  mit  #2n~2  beginnt;  jedes  der  Glieder, 
welche  die  Grössen  B  enthalten,  beginnt  mit  x2n~1  und  somit  ist 
der  ganze  Coefficient  aus  dieser  Eeihe  von  Gliedern: 

■Bx  +'£2  +  •••■+  5«. 
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Da 

f(x)  —  (x—  X1){X—  X2)   ...   (x  —  Xn) 

=  xn  —  xn~x  (xi  -\-  x2  4"  •  *  •  4~  xn)  4~  niedrigeren  Potenzen  von  x 

■=xn — pxn~1  -\-  niedrigeren  Potenzen  von  x 
ist,  so  ist  der  Coefflcient  von  x2n~1  in  A2n{f{x))2  gleich  —  2A2np> 
Derjenige  der  linken  Seite  ist  A2n—i->  und  somit: 

Azn-i  =  —  2A2np  +  El  +  B2  +  •••  +  J5W 
=  -2^  +  2-^. 

•7  -y) 

Multiplicirt  man  mit  —  und  integrirt  man,  so  kommt: 

(ff)  =  Aznp*  +  ^2,,-x  1»  -f  E, 

wo  J£  eine  willkürliche  Constante  ist.    Nun  war  aber: 

dp dxi    .    dx%    .  ,    dxn 

dt  ~~~  IT  ~*~  1t ^  ^~  1t 

_  x^    ,    z2v2     ,  xB% 


mithin  wird  das  Integral: 

+  TTTT +  '"  +  777— ;    =  E+A2n„.1(x1  +  x2  +  --  +  xn) 


l/'fa)    '   /V2)    '  '    /'(*n). 

-f-  -42n  (#1  +■  #2  +  "  '  +  ^)2. 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  ein  Integral  der  Gleichungen 

dx     .     dy     \dz    

~X^  +  7^2  ^~gh  """ 

a; ö5 a?  ,    y  dy  ^.zdz  

worin 

X  —  a  +  &#  +  e#2  +  dx3  -j-  y^4  +  /3^5  +  «x6 

ist  und   3T  und  Z  analoge  Functionen  von  y  und  z  sind,  lautet: 

\(y  —  z)Xl^  +  (z  —  x)Yl^+{x~-y)zW        ,    .      ,,„..,,      .    x  ,  ^ 

wo  0  eine  willkürliche  Constante  ist.  (Richelot.) 

2.  Aufgabe.     Man   leite  ein  zweites  Integral   dieser  Gleichungen  in 
der  Form  ah: 

lyZ^te-^X^+zixZte—x)  Y^+x2yHx—y)  Z'!A2 
l  (x  —  y)(y~z){z—x)  j 

=  C  x2y2z2 J\-bxyz(xyJ\ryz-\-zx)-]-a(xy-\- yz-\-zx)2.      (R i ch el o t.) 
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Die  Theorie  dieser  und  verwandter  Gleichungen  kann  hier 
nicht  über  die  Grenzen  ihrer  gegenwärtigen  Entwickelung  hinaus 
fortgeführt  werden,  da  sie  bald  aufbort,  ausschliesslich  dem  Gebiet 
der  Differentialgleichungen  anzugehören  und  in  die  allgemeine 
Theorie  der  transcendenten  Functionen  übertritt.  Der  Leser,  wel- 
cher nach  einer  weiteren  Entwickelung  dieser  Art  von  Differential- 
gleichungen verlangt,  als  hier  gegeben  werden  kann,  wird  eine  sehr 
werthvolle  Abhandlung  von  Bichelot  in  Crelle's  Journ.  Bd.  XXIII, 
S.  354  bis  369  finden  und  würde  gut  thun,  die  folgenden  Abhand- 
lungen von  Jacob i  zu  Rathe  zu  ziehen: 

Crelle's  Journ.  Bd.  IX,  S.  394  bis  403, 
„  „       Bd.  XIII,  S.  55  bis  78, 

„       Bd.  XXIY,  S.  28  bis  35, 
„       Bd.  XXXII,  S.  220  bis  226, 

die   sämmtlich  auch  im  zweiten- Bande  seiner  gesammelten  Werke 
enthalten  sind. 

Für  die  höheren  Theile.  besonders  soweit  sie  mit  der  Theorie 
der  transcendenten  Functionen  zusammenhängen,  würden  die  Ab- 
handlungen von  Abel  nachzulesen  sein. 


Totale  Differentialgleichungen. 

§.  150. 

Die  Differentialgleichungen,  mit  denen  wir  uns  bisher  beschäf- 
tigt haben,  sind  mit  Ausnahme  derer  in  §§.148  und  149  von  solcher 
Beschaffenheit  gewesen,  dass  sie  nur  eine  abhängige  und  eine  un- 
abhängige Veränderliche  enthielten;  von  nun  an  werden  wir 
diejenigen  betrachten,  welche  mehr  als  zwei  Veränder- 
liche enthalten.  Dieselben  können  in  zwei  Classen  ein- 
getheilt  werden,  in  deren  einer  nur  eine  abhängige  Ver- 
änderliche vorkommt,  in,  deren  anderer  nur  eine  unab- 
hängige Veränderliche  auftritt.  In  den  Gleichungen  der 
ersten  Classe  werden  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
einzigen  abhängigen  Veränderlichen  nach  den  unabhängigen  Ver- 
änderlichen haben;  diese  werden  partielle  Differentialglei- 
chungen genannt  und  sollen  später  behandelt  werden.  In  Glei- 
chungen der  letzten  Classe  werden  wir  die  Differential quotien- 
ten  der  verschiedenen  abhängigen  Veränderlichen  nach  der  einzigen 
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unabhängigen  Veränderlichen  (welche  expiicit  oder  implicit  darin 
vorkommen  kann)  haben;  diese  werden  gewöhnlich  totale  Diffe- 
rentialgleichungen genannt. 

Wenn  wir  nun  eine  Integralgleichung 

cp  (x,  y,  z)  =  G 

haben,  in  welcher  C  eine  Constante  ist,  so  können  wir  annehmen, 
dass  x,  y,  z  kleine  Aenderungen  dx,  dy,  dz  erfahren,  die,  wie  be- 
kannt, verbunden  sind  durch  die  Gleichung: 

- —  dx  4-   j-1-  dy  +  ~  dz  =  0, 
öx  cy      ^      -     6  z 

oder,  wenn  wir  annehmen,  däss  x,  y,  z  Functionen  irgend  einer 
Veränderlichen  t  sind,  so  ist: 

dx   7|         7  dy   7,        _  ^£   7I 

d#  =  —  dt,      dy  =  ~  dt,      dz  =  —  dt, 
dt  J        dt  dt 

lind  die  vorstehende  Gleichung  geht  über  in: 

3  cp  dx       3  cp  dy       d  cp  dz 

dx  dt        dy  dt        dz  dt 

Diese  beiden  Formen  sind  äquivalent;  die  gewöhnlich  ange- 
wandte Form  ist  die  erste;  ist  in  irgend  einem  Falle  die  zweite 
gegeben,  so  kann  sie  ohne  Weiteres  in  die  erste  umgewandelt  wer- 

dcp    d cp     d  cp     .  .      ,    p ,.  ,        _ 

den.    Wenn  ferner    - — ,    -r— ,    -tt-    einen   gemeinschaftlichen  Factor 

dx      dy     dz 

haben,  so  kann  man  die  Gleichung  durch  Weglassung  dieses  ge- 
meinschaftlichen Factors  vereinfachen,  und  daher  können  wir  an- 
nehmen, dass  die  allgemeine  Form  einer  solchen  Gleichung 
in  drei  Veränderlichen  dargestellt  sei  durch 

Pdx  +  Qdy  -f  Jldz  =  0, 
worin  IJ,  Q,  B  gegebene  Functionen   von  x,  y,  8  und  proportional 
den  Differential  quotienten  von  cp  sind. 


•§.  151. 

Ist  aber  umgekehrt  irgend  eine  Gleichung  von  der  Form 
Pdx  +  Qdy  -f-  Edz  =  0 
gegeben,  so  führt  dieselbe  nicht  nothwendig  zu  einer  Gleichung  von 
der  Form : 

cp  (x,  y,  z)  =  0; 
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denn  die  Existenz  einer  solchen  Gleichung  erfordert,  dass  die  drei 
Grössen  P,  Q,  R  proportional  den  Differentialquotienten  irgend 
einer  Function  sind,  und  dies  ist  nicht  der  Fall,  da  P,  Q,  R  voll- 
ständig allgemein  sind.  Wir  müssen  daher  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  eine  solche  Differentialgleichung 
zu  einem  Integral  von  der  gegebenen  Form  führen  wird, 
und  unter  der  Annahme,  dass  ein  solches  Integral  mög- 
lich ist,  eine  Methode  angeben,  wie  man  es  finden  kann. 

Es  wird  dann  die  fernere  Aufgabe  übrig  bleiben,  eine 
Lösung  der  Gleichung  zu  finden  in  dem  Falle,  wo  die  zur 
Existenz  eines  solchen  Integrals,  wie  das  obige,  not- 
wendigen Bedingungen  nicht  erfüllt  sind. 


§.  152. 

Zunächst  also  nehmen  wir  an,  dass  ein  solches  Inte- 
gral existirt;  es  müssen  daher  P,  Q,  R  respective  proportional 
den  partiellen  Differentialquotienten  irgend  einer  Function  cp  nach 
#,  y,  z  sein,  so  dass  wir  setzen  können: 

_       dcp  _        dcp         -        dcp 

**p=ä5'  *q=W  *s=*i>. 

wobei  ft  irgend  eine  Function  ist,  deren  Werth  unbekannt  ist.    Aus 
den  ersten  beiden  von  diesen  Gleichungen  erhalten  wir : 

d  d2cp  d 

dy  dx  dy       dx 

dP  .     ndp  dQ    ,    ndp 

dy  dy  dx  ex 

^\dy       dx)~~~  Hdx  dy 


oder: 


d.  i.: 


Analog: 


und : 


/dQ    dB\       dp        dp 

p  — — £-  )  =  li  — -  —  Q  -7^- 

\dz        dy J  dy  cz 


r  \dx        ozj  dz  dx 
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Multipliciren    wir  die  letzten  drei  Gleichungen   bezüglich  mit 
R,  JP,  Q  und  addiren  dann,  so  erhalten  wir: 

P  \T  ~  Tj)  +  Q  \T  ~  Tb)  +  R\d-y  ~  Tx)  -  °' 

welches  die  die  Eelation  zwischen  P1  Q,  B  darstellende 
Gleichung  ist.  Ist  dieselbe  identisch  erfüllt,  so  zeigt  sie  an,  dass 
die  vorgelegte  Differentialgleichung  zu  einem  Integral  von  der  be- 
trachteten Form  führt. 


§.153. 

Wir  werden  nunmehr  voraussetzen,  dass  diese  Eela- 
tion besteht  und  dass  somit  die  Differentialgleichung  eine  Stamm- 
gleichung von  der  Form 

cp  (x,  y,  z)  —  C 
besitzt;    wir    haben    zu     zeigen,     wie    man    diese    Stamm- 
gleichung herleiten  kann. 

Wenn  wir  diese  Stammgieichung  hätten  und  die  entsprechende 
Differentialgleichung  bilden  wollten  unter  der  Einschränkung,  dass 
z  sich  nicht  ändern  solle,  so  würde  die  Gleichung  sein  : 

Pdx  -f  Qdy  =  0, 
eine  Gleichung,  auf  welche  kein  Glied  in  der  Stammgleichung,   das 
nur  2  allein  enthält,  einen  Einfluss  hat. 
Umgekehrt  also,  wenn  wir 

Pdx  -f  Qdy  =  0 
unter  der  Annahme  integriren,  dass  %  sich  nicht  ändert,  so  ist  die 
willkürliche  Integrationsconstante  eine  Grösse,  welche  unabhängig 
ist  von  den  Aenderungen  von  x  und  y  und  daher  eine  willkürliche 
Function  von  z  sein  kann.  Wir  ersetzen  die  willkürliche  Constante 
durch  eine  willkürliche  Function  von  z  und  erhalten  so  eine  Relation 
zwischen  x,  y  und  z.  Diese  wird  jedoch  nicht  noth wendig  das  ge- 
suchte Integral  sein,  da  sie  die  Gleichung 

Pdx  -f  Qdy  +  Rdz  —  0 
nicht  zu  befriedigen  braucht ;  wir  wissen  nur,  dass  sie  der  besonderen 
Form  derselben  in  dem  Falle,  wo  z  sich  nicht  ändert,  genügt.  Es 
ist  daher  wünschenswerth,  die  Differentialgleichung  zu  bilden,  welche 
dem  Integral  in  der  Form  entspricht,  in  welcher  es  jetzt  auftritt. 
Die  gegebene  Differentialgleichung  soll  gelten,   dann  wird  eine  Ver~ 
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gleicliung  der  beiden  Formen  durch  die  Bedingung,  dass  sie  identisch 
sein  müssen,  zu  einer  Gleichung  führen,  welche  den  Werth  der 
willkürlichen  Function  von  z  bestimmen  wird.  Diese  letzte  Gleichung 
wird  ebenfalls  eine  Differentialgleichung  sein;  ist  dieselbe  integrirt, 
so  wird  die  so  bestimmte  Function  von  z  eine  willkürliche  Constante 
enthalten  und  durch  Substitution  die  Stammgieichung  liefern.  Wir 
erhalten  daher  die  Regel: 

Die  Differentialgleichung  sei 

Pdx  +  Qdy  -f  Bdz  —  0 

und  man  nehme  an,  dass   die  Kelation 

¥-¥)  +  *&-¥)  +  *& -¥)  =  <> 

dz         dyj  \cx         dz/  \c  y         oxj 

erfüllt  sei.     Man  integrire   dann  die  Gleichung 

Pdx+Qdy  —  0, 
als  ob  z  unveränderlich  wäre*),  und  setze  die  willkür- 
liche Integrationsconstante  gleich  (p  (z).  Substituirt  man 
nun  dies  in  die  ursprüngliche  Gleichung  und  wählt  (p  (z) 
so,  dass  der  Coefficient  von  dz  gleich  B  ist,  so  ist  damit 
die   Stammgleichung  gefunden. 

1.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 

(ydx  -j-  xdy)  (a  —  z)  -f~  xydz  —  0. 
Hierin  ist: 

Pz=zy(a- — z),    Q  =  x(ß' — z\    B  =  xy, 
und  die  Bedingungsgleichung  ist  erfüllt. 

Unter  der  Annahme,  dass  z  unveränderlich  ist,  verschwindet 
das  Glied  xydz  und  alsdann  fällt  a-. —  z  durch  Division  weg,  so 
dass  die  Gleichung  wird: 

y dx  -\-  xdy  =  0, 
und  diese  giebt  integrirt : 

xy  —  A  =  cp(z) 
unserer  Eegel  gemäss.     Differentiiren  wir  dies,  so  erhalten  wir: 

ydx  4-  xdy  —  -r-  dz  =  0. 
J  J         dz 


*)  Wenn  es  zweckmässiger  wäre,  könnte  man  auch  jede  der  anderen 
Veränderlichen  für  den  Augenblick  als  constant  betrachten  und  die  ent- 
sprechenden Aenderungen  vornehmen.  Anm.  d.  Verf. 


[§.  154.]  G-ewöhnl.  Differentialgl.  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen.       285 

Damit  die  beiden  Gleichungen  dieselben  sein  können,  müssen 
wir  haben: 

dcp  xy     cp 

i 


äz 

a  —  $ 

daher : 

1    dcp  

1 

cp   dz 

a  —  z 

und  somit: 

8  ■ —  a 

cp(z)  =  G(z  —  a), 
wo  G  eine  Constante  ist,  und  die  Stammgleichung  wird : 
xy  =  G(8  —  a). 

2.  Aufgabe.  Man  bestätige,  dass  bei  jeder  der  folgenden  Gleichungen 
die  Integrabilitätsbedingimg  erfüllt  ist,  und  bestimme  die  StammgleichuDg : 
.  (1)    {y-\-z)dxJr(z  -f-  x)dy-\-  (x  -\-  y)  ^  #  =  0. 

(2)  zydx  =  zxdy-\-y2d  z. 

(3)  (y  "f"  a)2  dx-\-  z  dy  —  (y  -\-  a)  d  z~Q. 

(4)  (x  —  a)  dx  +  {z  —  c)dz+  {h2  —  {x  —  a)2  —  (z  —  c)2}1''2 d y  =  0. 

(5)  (2?/2-f  4  a  z2  x1)  x.d  x  -f  {3  y-\-  2  x2  +  (y2  +  z2fV2}  yd  y 

+  {4:^jr2ax2  +  {iß  -f  z2)~¥2}  z d z  =  0. 

(6)  (y*  +  y8)dx  +  (sx  +  z*)dy  +  (y*-xy)d.*  =  Q. 

(7)  (x2 y  —  yd  —  y2 z)  dx+-  (x y2  —  x3  —  x2 z)  dy  +  {x y2  +  x2 y)  d z  =  0. 

(8)  (2  x2  +  2  x  y  +  2  x  z2  +  1)  d  a;  -f  d  */  +  2"#  d  #  =  0. 

(9)  (2x  +  y2~\-2xz)  d x  +  2xydy+  x2 dz~ d u, 

§.  154. 

Die  vorhergehende  Lösung  war  erhalten  worden  unter  der  An- 
nahme, dass  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten 
der  Differentiale  dx,  dy,  dz  befriedigt  sei.  Es  bleibt  nunmehr 
die  Classe  von  Gleichungen  zu  betrachten  übrig,  bei 
denen  diese  Gleichung  nicht  erfüllt  ist  und  bei  denen  es 
daher  nicht  ein  einziges  allgemeines  Integral  geben  kann. 

Nehmen  wir  nun  irgend  eine  willkürliche  Eelation  zwischen 
#,  y,  z  von  der  Form  an: 

#  (x,  y,  z)  =  0 
und  differentiiren  sie,  so  erhalten  wir : 

9^  d^  dty 

tt-  dx  -f-   - —  du  +   — —  dz  =  0. 

ex  dy  Ö8 
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Wenn  die  Form  ty  bestimmt  angegeben  ist,  so  werden  diese 
beiden  Gleichungen  8  und  d  8  vermittelst  %,y,  dx  und  d  y  bestimmen 
(oder  allgemein  die  eine  der  Veränderlichen  und  ihr  Differential 
durch  die  anderen  beiden  Veränderlichen  und  deren  Differentiale), 
und  wenn  diese  in  die  Gleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Bd8  =  0 
substituirt  werden,  so  wird  dadurch  dieselbe  die  Form  erhalten: 

Mdx  +  Ndy  =  0, 
worin  M  und  N  Functionen  von  x  und  y  sind ,   deren  Werthe   von 
der  Form  der  gewählten  Function  ijj  abhängen.     Diese  Gleichung 
kann   aber  integrirt  werden,  und   das  Integral  derselben,  welches 
eine  willkürliche  Constante  enthält,  wird  zusammen  mit  der  Relation 

^  (ff,  y,#)  =  0 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  bilden. 

Denn  es  ist  aus  der  Art,  wie  das  Integral  abgeleitet  worden 
ist,  klar,  dass  es  in  Verbindung  mit  i[>  =  0  Beziehungen  zwischen 
x,  y,  8  von  solcher  Beschaffenheit  liefert,  dass  die  Differential- 
gleichung befriedigt  ist. 

Indem  man  ty  alle  möglichen  Formen  giebt,  wird  man  jede 
mögliche  Lösung  erhalten.  Jede  Lösung  wird  durch  zwei  Glei- 
chungen gebildet. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

d8'=ayä%-\-'bdy. 

Die  Bedingungsgleichung  ist  nicht  erfüllt;  es  muss  daher  irgend 
eine  Relation  zwischen  ff,  y,  8  angenommen  werden  und  zwar  kann 
dieselbe  vollständig  beliebig  sein.     Ist  dieselbe 

y  =/(*), 

so  giebt  sie  verbunden  mit  der  Differentialgleichung: 
dz  =  af(x)dx  ~\-  hf'(x)dx. 

Das  Integral  hiervon  ist: 

8  =  aff(x)dx  -f-  &/(#)  +  G. 

Dies   bildet  zusammen    mit  /  (ff)  =  y  die  Lösung   der  gegebenen 
Gleichung. 

2.  Aufgabe.     Man  bestimme  die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung : 

xdx  -f  ydy  +  c  [l  —  -^  —  pj    dz  =  0, 
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welche  zusammen  mit  der  Belation 

a2  -r-  h2  1-  C2  — 
bestellt. 

3.  Aufgabe.     Man  suche  die  Gleichung,  welche  mit  x2-\-y2  =  (p{z) 
verbunden  werden  muss,  damit  man  ein  Integral  von 

{x  (x  —  a)  +  V  (y  —  &)}  d  %  =  (#  —  c)  (%dx  -\-  y  äy) 

erhalte,  sowie  diejenige,  welche  man  mit 

y  -(-  zlogx  -f-  #>  (#)  =  0 

verbinden  muss,  wenn  man  dadurch  der  Gleichung 

zdx  4~  %dy  +  2/^  =  0 
genügen  will. 

*     4.  Aufgabe.    Man  beweise,  dass,   wenn  /u  eine  Grösse  von  der  Art 
ist,  dass 

tu(Pdx  +  Qdy)  =  dV 

wird,  alsdann  die  Lösung  der  Gleichung  dargestellt  werden  kann  durch 

7=ip(*) 

Dies  ist  die  Monge' sehe  Form. 

5.  Aufgabe.    Man  suche  die  allgemeinen  Gleichungen,  welche   die 
Lösung  von 

yäx  =  (x  —  z)  (dy  —  dz) 
bilden. 


§.  155. 

Es  ist  nicht  auf  den  ersten  Blick  ersichtlich,  welchen  Einfluss 
die  Bedingungsgleichung  auf  das  vorige  Verfahren  hat,  und  irn  Be- 
sonderen, warum  das,  was  im  letzten  Falle  als  die  Lösung  gegehen 
wurde,  nicht  auch  die  Lösung  in  dem  ersten  Falle  ist.  Die  Be- 
ziehung zwischen  beiden  kann  jedoch  aus  dem  Folgenden  ersehen 
werden. 

Die  Elimination  des  Differentialelements  dz  aus  den  beiden 
Gleichungen,  in  denen  es  vorkommt,  führt  zu  der  Gleichung : 

und  damit  diese  auf  die  Form 

Mdx  +■  Ndy  —  0 

gebracht  werden  könne,  muss  man  die  Veränderliche  #,  die  in  ihr 
vorkommt ,  durch  ihren  aus  der  Gleichung  ty  (x,  y,  z)  =  0  abge- 
leiteten Werth  ersetzen.     Man  nehme  nun  die  Bedingungsgleichung 
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als  befriedigt  an,  so  dass  P,  Q,  E  den  Differentialquotienten  irgend 
einer  Function  nach  x,  y,  z  proportional  sind.  Ist  diese  Function 
ty  (x,  y,  z),  so  haben  wir : 

,  l  dil>  _  1  dij>  ___  1  d*l> 
{  }  E  dz  ~  Q  ~dy  ~  JP  ä~? 
und  die  Gleichung,  welche  clx  und  dy  enthält,  ist  identisch  be- 
friedigt. Es  braucht  daher  unter  dieser  Annahme  mit  der  Gleichung 
ip  =  0  oder,  was  in  diesem  Falle  gleichbedeutend  ist,  mit  der 
Gleichung  ip  •=  G  keine  andere  Gleichung  verbunden  zu  werden, 
vielmehr  ist  sie  an  und  für  sich  ausreichend  zur  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung, und  jede  andere  Gleichung,  welche  mit  ty  =  G 
verbunden  wird  (z.  B.  %  =  0),  kann  vollständig  willkürlich  sein, 
da  ihr  Ausdruck  nicht  in  die  Differentialgleichung  eingeht,  wenn 
dieselbe  aus  diesen  Integralgleichungen  gebildet  ist.  Wenn  aber 
auch  die  zuerst  hingeschriebene  Gleichung  nicht  diejenige  ist,  welche 
zu  der  speciellen  Eigenschaft  (Ä)  führt,  sondern  eine  andere,  etwa 
%  =  0,  so  wird  man  doch  stets  diejenige  Gleichung  ty  =  G  her-' 
leiten  können,  in  deren  Ausdruck  die  Form  von  %  nicht  auftritt, 
und  wir  können  daher  als  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichung die  Gleichung 

tf>  =  C 
betrachten,  während  wir,  wenn  wir  y  und  z  einzeln   als  Functionen 
von  x  bestimmen  wollen,  mit  dieser  irgend  eine  willkürliche  Func- 
tion von  x,  y,  z  verbinden. 

Wenn  indessen  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Grössen 
P,  Q,  E  nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  keine  Function  ip  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  Relationen  (Ä)  gelten;  und  somit  ist 

IM  clx  +  Ncly  =  0 
keine  Identität,   sondern  sie  führt   zu  einem  Integral,  dessen  Form 
abhängt   von   der  Form    der   zuerst   hingeschriebenen    willkürlichen1 
Gleichung  und  das  mit   dieser  Gleichung   verbunden  werden   muss, 
wenn  man  das  Integral  bilden  will. 

Es  ist  daher  ersichtlich,  dass  der  Unterschied  zwi- 
schen den  beiden  Fällen  der  folgende  ist:  Während  wir 
annehmen  können,  dass  in  beiden  Fällen  zwei  Gleichungen  erforder- 
lich sind,  um  die  vollständige  Lösung  darzustellen,  ist  in  dem  Falle, 
wo  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist,  die  eine  von  diesen  Integral- 
gleichungen (genannt  ]p  =  G)  in  ihrer  Form  vollständig  unabhängig 
von  der  anderen  (genannt  %  =  0) ;  in  dem  Falle  dagegen,  wo  diese 
Bedingungsgleichung  nicht  erfüllt  ist,  ist  die  eine  von  diesen  Inte- 
gralgleichungen in  ihrer  Form  abhängig  von  der  anderen. 
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§.  156. 

Nachdem  wir  nun  den  Unterschied  zwischen  den  Kesultaten 
in  beiden  Classen  klargelegt  haben,  können  wir  uns  einer  Inte- 
grationsinethode  bedienen,  welche  den  Punkt,  an  dem 
sich  die  auf  diese  beiden  Classen  angewandten  Methoden 
trennen,  deutlich  erkennen  lässt.     Ist 

%  0,  y,  z)  =  0 
irgend  eine  Beziehung  zwischen  #,  y  und  #,  so  ist: 

75T-  dx  +%£  dy  +  |^  d*  =  0. 

ex  dy      J    .      CZ 

Ferner  haben  wir : 

Pclx  +   Qdy  -f  Beiz  =  0. . 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  A  (eine  später  zu  bestimmende 
Grösse)  multiplicirt  und  zu  der  letzten  addirt,  so  dass 


(p  +  AUW(«  +  A!f)  <*'  +  (*  +  * 


dz  =  0 


dz, 

oder  etwa 

Px  dx  -f-    $x  d  ?/  -f-  i?!  d  z  =  0 

ist. 

Man  wähle  X  so,  dass  P1?  Qlt  Bi  respective  proportional  den 
Differentialquotienten  einer  gewissen  Function  ip  nach  x,  yr  z  wer- 
den; dann  ist  das  Integral  der  letzten  Gleichung: 

ip  (x,  y,  z)  =  0, 

wo  0  willkürlich  ist,  und  die   vollständige  Lösung  der  Differential- 
gleichung wird  gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen : 

Ix  fa  y,  s)  =  o 

[xp  (x,y,z)  —  C. 

Da  nun  Px,  Q{,  Bi  Differentialquotienten  nach  #,  y1  z  propor- 
tional sind,  so  haben  wir  : 

oder,  wenn  wir  für  P1?  Qly  Bx  ihre  Werthe  setzen  und  reduciren: 

Forsyth,  Differentialgleichungen.  \Q 
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\dz 


dB\       /dR    dP\        /dp    dQ\ 

+     \dx\dz       dy)^~dy\dx       dz)^~dz\dy       dx 
'    dxVds      Mdy)  +  dyV  dx      *dz 


dz\     dy  dxy 

Sind  P,  Q,  E  selbst  proportional  Differentialquotienten  nacli  x,  y,  z, 
so  verschwindet  die  erste  Zeile  dieser  Gleichung  und  eine  Lösung 
dieser  Gleichung  ist  X  =  0 ;  alsdann  sind  Pl5  (j)1}  R1  unabhängig 
von  %   und  somit  ist  ijj  (x,  y,  z)  unabhängig  von  %. 

Sind  P,  Q,  B  nicht  so  beschaffen,  dass  für  sie  die  erste  Zeile 
verschwindet,  so  ist,  wie  man  aus  dieser  Gleichung  sieht,  A  abhängig 
von  der  Form  von  %  und  somit  auch  ty  abhängig  von  der  Form 
von  %.  Die  Form  von  ty  wird  in  diesem  Falle  bestimmt  durch  die 
in  §.  154  gegebene  Methode;  die  vorstehende  Untersuchung  ist 
jedoch  von  Nutzen,  da  sie  ein  Mittel  giebt,  um  die  analytische 
Yergleichung  zwischen  den  Methoden  aufzustellen. 

Geometrische  Veranschaulieliung. 

§.  157. 

Man  kann  der  Differentialgleichung  und  ihrem  Inte- 
grale eine  geometrische  Deutung  geben,  wodurch  der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  in  den  letzten  beiden  Paragraphen  be- 
sprochenen Classen  von  Gleichungen  anschaulich  werden  wird. 

Stellen  wie  gewöhnlich  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  A 
dar ,  so  wird  die  Gleichung  irgend  einen  geometrischen  Ort  dar- 
stellen. Ist  Af  ein  Punkt  des  Ortes  in  der  Nähe  von  A,  so  sind 
dx,  dy,  dz  proportional  den  Kichtungscosinussen  von  AA\  und  es 
giebt  daher  die  Differentialgleichung  eine  Relation  zwischen  diesen 
Richtungscosinussen  an  ;  der  geometrische  Ort,  welchen  sie  darstellt, 
wird  somit  eine  gewisse  Curve  oder  Curvenschaar ,  nicht  aber  eine 
Fläche  oder  Flächenschaar  sein. 

§.  158. 
Betrachten  wir  nun  die  beiden  Differentialgleichungen 

.      dx'  dyf  dz' 

()     "P7  ~~ ~W  '~~W 
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in  denen  P',  Q',  B'  dieselben  Functionen  von  x\  y\  z'  wie  _P,  Q,  B 
von  #,  y,  z  sind,  so  sind  ihre  Integrale  von  der  Form: 

Uli  =  ax 


(2)      ...,=  a 

wo  iii  und  %  Functionen  von  x\  y\  zf  sind;  und  da  dieselben 
gleichzeitig  bestehen,  so  stellen  sie  in  Wirklichkeit  den  Durchschnitt 
zweier  Flächen  dar,  von  denen  jede  zu  einer  Flächenschaar  gehört. 
Dieser  Durchschnitt  je  zweier  specieller  Flächen  ist  eine  Curve,  und 
wir  erhalten  daher  ein  doppelt  unendliches  System  von  Curven. 
Eine  Curve  dieses  Systems  geht  durch  A  und  wird  bestimmt  durch 
diejenigen  Werthe  von  %  und  %,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in .  Ui  und  tt2  die  Coordinaten  von  A  einsetzt.  Ist  A"  der  Punkt 
dieser  Curve,  welcher  unmittelbar  auf  A  folgt,  so  sind  die  Richtung s- 
cosinusse  von  A  A"  proportional  zu  d  x\  d  y1 ',  d  z'  oder  zu  den 
Werthen  von  P\  Q\  B'  im  Punkte  A,  d.  h.  zu  P,  Q,  B.  Nun  ist 
die  Bedingung,  dass  A  An  und  A  A!  auf  einander  senkrecht  stehen, 

Pdx  +  Qdy  ■+  Bdz  =  0, 
welches  die  gegebene  Differentialgleichung  ist;  sie  drückt  daher 
aus,  dass  AA1  senkrecht  ist  zu  derjenigen  Curve  von  (2),  welche 
durch  A  hindurchgeht.  Die  Lösung  der  Differentialgleichung  muss 
somit  alle  diejenigen  Curven  umfassen,  welche  das  System  (2)  ortho- 
gonal schneiden. 

Gehen  wir  von  A  in  irgend  einer  Richtung  fort ,  welche  senk- 
recht ist  zur  Tangente  im  Punkte  A  an  die  durch  A  gehende  Curve 
des  Systems  (2),  so  werden  wir  in  A!  zu  einer  benachbarten  Curve 
dieses  Systems  gelangen;  gehen  wir  weiter  von  A!  nach  irgend 
einer  Richtung ,  welche  rechtwinkelig  ist  zu  jener ,  so  werden  wir 
in  einem  anderen  auf  diesem  "Wege  folgenden  Punkte  eine  andere 
benachbarte  Curve  erreichen.  Der  so  erhaltene  Weg  muss  in  der 
Lösung  der  Differentialgleichung  einbegriffen  sein,  und  da  wir  von 
jedem  Punkte  A  nach  irgend  einer  von  unendlich  vielen  Richtungen 
(d.  h.  nach  jeder  Richtung,  welche  in  der  ISTormalebene  der  Curve 
des  Systems  im  Punkte  A  liegt)  fortgehen  können,  so  folgt,  dass 
die  Lösung  der  Gleichung  eine  willkürliche  Function  enthalten  wird. 

Wir  wollen  daher  durch  A  eine  beliebige  Fläche  legen  und 
unseren  Weg  so  nehmen ,  dass  er  auf  dieser  Fläche  liegt.  Geht 
man  von  A  aus  unter  rechtem  Winkel  zur  Curve  des  Systems  (2) 
fort,  so  wird  es  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  mögliche  Richtung 
auf  der  Fläche  geben,  und  geht  man  auf  dieser  längs  eines  kleinen 
Bogens  weiter,   so   werden  wir   im  Endpunkte  A!  zu  einer  anderen 

19* 
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Curve  kommen;  in  A!  wird  es  wie  vorher  in  der  Regel  nur  eine 
einzige  mögliche  Richtung  auf  der  Fläche  geben,  und  diese  wird  zu 
einem  anderen  Punkte  A!'  führen  u.  s.  w.  Wir  werden  so  auf  der 
willkürlichen  Oberfläche  einen  einzigen  "Weg  erhalten ,  der  durch 
Punkt  A  geht.  Hätte  man  einen  anderen  Punkt  B  derselben  Fläche 
(der  jedoch  nicht  auf  dem  durch  A  führenden  Wege  liegt)  als  Aus- 
gangspunkt genommen,  so  würde  man  in  analoger  Weise  einen 
einzigen  durch  B  führenden  Weg  erhalten  haben,  der  verschieden 
ist  von  dem  ersten,  und  ebenso  für  jeden  Punkt. 

Wir  würden  daher  auf  jeder  willkürlichen  Ober- 
fläche eine  einfach  unendliche  Reihe  von  Curven  er- 
halten. 

§.159. 

Dies  ist  genau  das  geometrische  Verfahren,  welches  dem  analy- 
tischen Verfahren  in  dem  Falle  entspricht,  wo  die  Bedingung  s- 
gleichung  nicht  erfüllt  ist.  Denn  dort  hatten  wir  eine  willkür- 
liche Relation  zwischen  den  Veränderlichen  angenommen  —  dies  ist 
die  Gleichung  der  willkürlichen  Oberfläche;  jene  hatten  wir  mit  der 
Differentialgleichung  combinirt  und  nach  der  Integration  eine  andere 
Gleichung  erhalten,  die  eine  willkürliche  Constante  enthielt  und  zu- 
sammen mit  der  ursprünglichen  willkürlichen  Relation  als  die  Lösung 
betrachtet  wurde.  Die  neue  Gleichung,  welche  eine  willkürliche 
Constante  enthält,  stellt  eine  Schaar  von  Flächen  dar,  und  die  Ver- 
bindung beider  giebt  das  System  von  Curven,  welche  ihre  Durch- 
schnittslinien bilden.  Jede  dieser  Curven  liegt  auf  der  zuerst  an- 
genommenen Fläche,  und  daher  haben  wir  eine  unendliche  Reihe  von 
Curven  auf  dieser  Fläche.  Das  Verfahren  giebt  somit  das  System 
von  Linien,'  welches  auf  irgend  einer  Oberfläche  liegt  und  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt. 

■§.  160. 

Es  kann  nun  vorkommen,  dass  das  vollständige  System  von 
Curven  (2)  durch  eine  Fläche  und  somit  durch  eine  Schaar  von 
Flächen  orthogonal  geschnitten  werden  kann.  Wäre  z.  B.  das 
System  eine  Reihe  von  geraden  Linien,  die  durch  denselben  Punkt 
gehen,  so  würde  dasselbe  durch  jede  Kugel,  welche  diesen  Punkt  zum 
Mittelpunkt  hätte,  orthogonal  geschnitten  werden.  In  diesem  Falle 
würde  jede  Curve,   welche  auf  einer  orthogonalen  Fläche  gezogen 
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ist,  das  System  (2)  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  da  sie  in  jedem 
Punkte  senkrecht  steht  zu  irgend  einer  Curve  des  Systems  (2). 
Daher  muss  die  allgemeine  Lösung  alle  Curven  einschliessen,  welche 
man  auf  jeder  von  diesen  Flächen  ziehen  kann,  und  demnach  können 
wir,  wenn  wir  eine  Oberfläche  als  die  Gesammtheit  aller  Curven 
ansehen,  die  auf  ihr  gezogen  werden  können,  sagen,  dass  die  Ober- 
fläche in  dem  System  von  Curven  enthalten  sei.  Da  die  Fläche 
eine  aus  einer  Schaar  ist,  deren  Glieder  sämmtlich  die  nämliche  Eigen- 
schaft besitzen,  so.  sagen  wir,  dass  die  Gleichung  dieser  Flächen- 
schaar  die  Lösung  der  Differentialgleichung  ist ;  und  aus  dem  Ge- 
sagten geht  hervor,  dass  damit  einbegriffen  ist,  dass  die  Gleichungen 
jeder  Curve,  welche  man  auf  einer  Fläche  der  Schaar  ziehen  kann, 
eine  Lösung  bilden. 

§.  161. 

Dies  entspricht  genau  dem  Processe,  den  wir  in  dem  Falle, 
wo  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  war,  angewendet  haben; 
wir  hatten  dort  (§.  155)  eine  Gleichung  ty  =  G  und  eine  andere  will- 
kürliche Gleichung  %  =  0,  welche  beide  zusammen  eine  Curve  auf 
jeder  der  Flächen  ty  =  C  darstellten.  Indem  wir  alle  möglichen 
willkürlichen  Gleichungen  %  =  0  nahmen,  erhielten  wir  alle  mög- 
lichen Curven  auf  den  Flächen  ijj  =  C  und  somit  schliesslich  die 
Flächen  selbst,  in  deren  Ausdruck  die  Form  von  %  nicht  auftrat, 

§.  162. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  die  Bedingungs- 
gleichung aus  den  geometrischen  Betrachtungen  herzuleiten  ist. 
Die  Schlussfolgerungen  gründen  sich  auf  die  Annahme ,  dass  das 
durch 

dx'  dyf  d  #f 

~¥  =  ~W  ~~  ~~W 

dargestellte.  System  von  Curven  orthogonal  geschnitten  werden  kann. 
Wenn  sie  orthogonal  geschnitten  werden  können,  etwa  in  einem 
Punkte  A,-  so  muss  die  Tangente  an  die  specielle  durch  A  gehende 
Curve  zusammenfallen  mit  der  Normalen  an  die  orthogonale  Fläche 
im  Punkte  A.  Nun  sind  die  Richtungscosinusse  der  Tangente  in  A 
proportional  zu  den  Werthen  von  P',  Q1 \  B!  im  Punkte  A,  d.  h.  zu 
P,  Q,  i?,  und  wenn 

<p  (x\  y\  /)  =  C 
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die  OrthogonalfLäche  ist,  so  sind  die  Richtungscosinusse  der  Normale 

d  cp     d  cp     8  cp 
im  Punkte  x,  y,  0  (welcher  A  ist)  proportional  zu    — — ,    -^ — ,    -~—  • 

Da  die  Richtungscosinusse  für  die  beiden  Linien  dieselben  sein  müssen, 
so  müssen  wir  haben: 

1   d(p  1    d(p  1    dtp 

Pdx~~~Qdy~~Bdl' 
Ist  jede  dieser  Grössen  gleich  fr,  so  dass 

dx  vy  dz 

ist,  so  führt  die  Elimination  von  cp  und  {i  aus  diesen  (wie  in  §.  152) 
zu  der  betrachteten  Gleichung,  welche  somit  die  Bedingung  dafür 
ist,  dass  das  Curvensystem  orthogonal  geschnitten  werden  kann. 


Fall  von  n  Veränderlichen. 

'§.  163. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  angenommen ,  dass  nur  drei 
Veränderliche  auftreten ;  es  ist  indessen  leicht,  zu  dem  Falle  über- 
zugehen, wo  mehr  als  drei  vorhanden  sind.     Soll  die  Gleichung 

X1dx1  ~\-  X2  dx2  +  X6äx%  -}-...-]-  Xndxn  =  0, 
in   welcher  X1,  X2,  .  .  •  Functionen   von  x{l  x2,  .  .  .  sind,   ein  voll- 
ständiges Integral  von  der  Form 

Cp  (#!,   #2,    .   .   .  ,   Xn)  =   A 

besitzen,    so    müssen   die   Grössen   X{U   proportional    den   partiellen 
Differentialquotienten  - —  sein,  so  dass  wir  setzen  können : 

0  Xu 

V  Xu  =  ~- 

ÖXu 

für   alle  Werthe    1,   2,  .  .  .,  n  von   [i.      Sind   nun   A,  ft,  v  drei  ver- 
schiedene Indices,  so  ist : 

d  ,  d2cp  d    ' 

- —  (v  Xu)  =  - ~—  =  -$—  (v  X?) 

0  XX  '  OCCfi  oxz  OXjLt 

oder : 

'81,.        dXi\        ^    dv         _     d» 


o  xi         dxu  /  u  d  xa  '    o  Xa 
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und: 


/dXi         dXv\        _     dv         _     dv 
v    - -^ —  )  =  Xv  -^ Xx  ~ — 

yOXv  0X1/  CXl  CXv 


dXv         d  Xu\               dv  d  v 

Xu  t; —  Ai 


und  somit: 


'ö  x^  d  xv  /  '    d  xv  d  Xfj, ' 

d  Xv       dXu 


=  0. 


\C0fa  ÖXfiJ  \  0  Xv  OXl  /  \Ö  Xfi  0  xv 

Wenn  das  System  von  Gleichungen,  welche  aus  dieser  durch 
alle  möglichen  Combinationen  von  drei  verschiedenen  der  Indices 
1,  2,  3,  .  .  .,  n  abgeleitet  werden  können,  befriedigt  ist,  so  besitzt 
die  Differentialgleichung  ein  Integral  von  der  vorausgesetzten  Form. 
Die  Gesammtzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  beträgt 

-  n(n—l)  0  —  2); 

dieselben  sind  nicht  alle  von  einander  unabhängig ;  denn  wenn  man 
die  vier  Gleichungen  niederschriebe,  welche  je  drei  von  den  vier 
Grössen  Xi,  Xu,  Xv,  X^  enthalten,  so  würde  man  finden,  dass  die 
eine  aus  den  drei  anderen  ableitbar  ist. 

Aufgabe.     Man  zeige,   dass  die  Gesammtzahl   der   von   einander  un- 
abhängigen Bedingungsgleichungen 

\  (»-l)(n-  2) 

ist. 


§•  164. 

Wenn  diese  Bedingungsgleichungen  oder  die  nothwendig  unab- 
hängigen Gleichungen  identisch  erfüllt  sind,  so  kann  man  die 
Stammgleichung,  welche  alsdann  notwendigerweise  existirt, 
erhalten  durch  eine  Verallgemeinerung  der  Methode, 
welche  wir  bei  den  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen 
angewandt  hatten.  Wir  integriren  so,  als  ob  alle  Veränder- 
lichen, mit  Ausnahme  von  zweien,  constant  wären,  und  ersetzen 
die  willkürliche  Constante  durch  eine  willkürliche  Function  aller 
derjenigen  Veränderlichen,  welche  als  constant  angenommen  worden 
waren.  Die  so  erhaltene  Gleichung  differentiiren  wir  nach  allen 
Veränderlichen  und  bringen  das  Resultat  in  Uebereinstimmung  mit 
der  gegebenen  Gleichung;  die  für  diese  Uebereinstimmung  erforder- 
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liehen  Bedingungen  werden  zur  Bestimmung  der  eingeführten  will- 
kürlichen Function  und  somit  zur  Bestimmung  der  Stammgleichung 
dienen. 

1/  Aufgabe.    Es  ist  leicht  zu  bestätigen,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentiale  in  der  Gleichung 

(2  Xi  -\-  $1  -f-  2  xL  o?4  —  x?J)  dx1  +  2  Xi  x2  äx2  —  X\  dx$  -\~  xl  äx±  =  0 

den  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  vier  ist,  von  denen  aber 
nur  drei  unabhängig  sind,  genügen.  Der  Kegel  gemäss  nehmen 
wir  an,  dass  nur  zwei  der  Veränderlichen  sich  ändern  können,  und 
als  diese  können  wir  #3  und  X±  nehmen.  Dann  ergiebt  sich  das 
Integral : 

—  #1  #3  +  %i  %4  ~  G=  €p, 

wo  cp  eine  Function  von  X\  und  x2  ist.  Differentiiren  wir  dies,  so 
erhalten  wir : 

(' —  x-6  -\-  2xi  x^)  äxi  —  Xi  dx?J  -f-  %i  dx±  =  dcp, 

und  eine  Vergieichung  dieser  Gleichung  mit  der  gegebenen  zeigt,  dass 

—  dep  •=  (2  Xi  -\-  xl)  dxx  -\-  2  x1  x2  dx2 

ist.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Gleichung,  welche  nur  drei 
Differentiale,  dep,  dXi,  dx2,  anstatt  vier  enthält  (im  allgemeinen  Falle 
würden  wir  n—  1  Differentiale  anstatt  n  erhalten);  die  Begel 
wende  man  dann  wieder  auf  diese  an  und  vermindere  dadurch 
wieder  die -Anzahl  der  Differentiale  um  eins  und  so  fort,  bis 
man  ein  endliches  Integral  erhalten  kann.  In  dem  speciel'l  be- 
trachteten Beispiele  ist  das  Integral,  wie  man  leicht  sieht: 

—  cp  -f-  A  —  xl  -f-  Xi  xl, 

worin  A  nunmehr  eine  willkürliche  Constante  ist;  und  die  Stamm- 
gleichung ist: 

xl  +  ocixl'—  xxx2  -\-  x{  x±  =  A. 

2.  Aufgabe.    Die . folgenden  Gleichungen  haben  eine  Stammgleichung 
von  der  betrachteten  Form;  man  bestimme  sie  für  jede  von  ihnen. 

(1)  y  z  u  d  x  -f-  %  u  x  d  y  -\-  u  x  y  d  z  -f-  x  y  z  d  u  =  0. 

(2)  (y-\-  z  ~f-  u)  dx  +  (z-\-u-\-x)  dy  -\-  {u-\-x-\-y)  dz  -f-  {x-\-y~\-z)  du  ==  0. 

(3)  z  (y  -f-  z)  dx\  z  (u  —  x)dy-\-y  (x  —  u)  dz-\-y  {y  -\-  z)  d.u  =  0. 
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Gleichungen  von  höherem  als  dem  ersten  Grade. 

§•  16  5". 

Es  können  Gleichungen  vorkommen,  in  denen  die  Differentiale 
der  Veränderlichen  in  einer  höheren  Potenz  als  der  ersten  auftreten. 
Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  Lösung  derselben  voll- 
ständig einzugehen,  sondern  nur  eine  Methode  anzugeben,  wie  man 
in  einigen  Fällen  verfahren  kann. 

Als  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  kann 
man  nehmen: 

Xdx*  _[_  Ydy*  -f  Zdz*  +  21'  dyclz  +  2  Y'  dz  dx  -f  2Z'dx dy  =  0, 

worin  X,  Y,  Z,  X\  Y',  Zf  Functionen  von  %y  y,  z  sind.  Wenn  sich  die 
linke  Seite  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  so  kann  die  Gleichung 
durch  zwei  andere  von  der  Form 

Pdx  -f  Qdy  -\-  Bdz  =  0 
ersetzt  werden,  welche  man  erhält,  indem  man  die  beiden  Factoren 
einzeln  gleich  Null  setzt.  Die  Lösung  einer  jeden  von  ihnen,  die 
man  durch  die  früheren  Methoden  erhält,  wird  eine  particuläre 
Lösung  der, vorgelegten  Differentialgleichung  sein,  und  die  beiden 
allgemeinen  Lösungen  zusammengenommen  werden  die  vollständige 
Lösung  bilden.  In  dem  Falle,  wo  jede  der  linearen  Gleichungen 
im  Sinne  der  vorhergehenden  Paragraphen  durch  ein  einziges 
Integral  resp.  von  der  Form 

^i  '(#,  2/,  *)  —  Gi  =  0,     ^2  (x,  y,z)—C2  =  0 
befriedigt  wird;  wird  die  allgemeine  Lösung  wie  in  §.19  dargestellt 
sein  durch 

(A)     {il>1(x,y,e)-C}[il>i(x,y,e)-C}=0. 

In  dem  Falle,  wo  zwei  verschiedene  Gleichungen  für  die  Lösung 
erforderlich  sind,  muss  jedes  zusammengehörige  Paar  als  eine  Lösung 
betrachtet  werden. 

Nun  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  dieses  Lösungen  sein 
können,  die,  dass  die  linke  Seite  der  ursprünglichen  Gleichung  in 
Factoren  zerlegbar  sei.     Die  linke  Seite  ist  gleich 

^[{Zdz  ^Y'  dx^XUyY  —  {{Yhi  —  XZ)  dx^—2{ZZ'  ~X'  Y')dxdy 

+  (X'*-YZ)dy>}l 
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und  damit  dieses  in  zwei  Factoren  zerlegbar  sei,  muss 

(r2  —  XZ)  dx2  —  2  (ZZf  —  X!  Y')  dxdy  +  (X'2—  YZ)  dy2 
ein  vollständiges  Quadrat  sein.     Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 

(Y'2  —  xz)  (x'2  —  yz)  —  (zzf  —  xf  ry=o 

oder : 

z(XYZ+2xfTz'  —  xx'2—  yy!2— zzf2)  =  o, 

also,  da  Z  nicht  gleich  Null  ist,  wenn 

XYZ+2X'  Y'Z'  —  XX'2  —  YY'2  —  ZZ'2  =  0 
ist.      Ist    diese   Bedingung  erfüllt,    so   erhält    man    die   allgemeine 
Lösung  auf  die  vorher  angegebene  "Weise. 

Ist  aber  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  besitzt  die  vorge- 
legte Gleichung  weder  eine  einzige  vollständige  Lösung  von  der 
Form  (A),  noch  ein  System  von  einzelnen  Lösungen,  von  denen 
jede  durch  ein  Gleichungspaar  gegeben  wird;  sie  besitzt  aber  im 
Allgemeinen  eine  Lösung,  welche  durch  ein  System  von  simultanen 
Gleichungen  dargestellt  wird. 

1.  Aufgabe..     Die  Gleichung 

x2dx2  -f  y2dy2  —  z2dz2  +  2xydxdy  =  0 
erfüllt  die  Bedingung  und  die  entsprechenden  Gleichungen  sind: 
xdx  +  ydy  ~\~  zclz  =  0     und     xdx  ~j-  yäy  —  zdz  =  0; 
dieselben  führen  zu  den  Integralen : 

&  +  y2  +  *2  —  ch  —  0,     x2  +  y2  —  z2  —  a2  =  0, 
und  daher  ist  eine  allgemeine  Lösung : 

O2  +  y2  +  £2  —  a)  O2  +  y2  —  z2  —  et)  =  o 

oder : 

(x2  +  y2  —  a)2  —  z\ 

worin  a  eine  willkürliche  Constante  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

( 1 )  IV d x2  +  m  m'  d y2  +  n n'  dz2-\-(l  m'  -f-  V  m) dx  dy  -f-  (In'  -\-  V n)  d x  d z 

-f-  (m  n'  -f-  mr  n)  dz  dy  —  0. 

(2)  (x  dx -\-  y  d y  -\-  z  d z)2 z  =  (z2  —  x2  —  y2)  (x  dx-\-y  dy  -f- z  d  z).d z. 

(3)  dxdy  dz  —  0. 

d  x,    d  y,    d  z 

=  0,  wo  Vi  eine  Constante  ist. 


(4) 


x,       y,     m  z 
ä Ix,    dy,  mdz 
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3.  Aufgabe.     Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung  : 

a(b  —  c)  x  d  y  dz  -\-  b  (c  —  a)y  d  z  d  x-\-c{a  —  b)  z  d  x  d  y  =  0, 
welche  zusammen  mit  der  Gleichung 

a  x2  -\~  b  y2  -\~  c  z2  =  1 
besteht.      (Die    erste   ist   die   Differentialgleichung    der    Krümmungslinien 
auf  der  durch  die  letztere  dargestellten  Fläche.) 

4.  Aufgabe.     Man  suche  ebenso  für  die  Gleichung 
x2dx,  y2dy,  z2dz 

d x ,       dy ,      dz     =  0 

x,         y,         z 

eine  Lösung,  welche  zusammen  mit  der  Gleichung 

x  y  z  =  1 
besteht. 


Simultane  Differentialgleichungen  mit  constanten 
Coefüeienten. 

§.  166. 

Wir  haben  bisher  nur  immer  eine  einzige  Differentialgleichung 
betrachtet;  nunmehr  gehen  wir  zur  Behandlung  von  Systemen 
von  Gleichungen  über.  Die  einfachste  und  zu  gleicher  Zeit 
am  häufigsten  vorkommende  Classe  ist  die,  in  welcher  nur 
eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  vorhanden  ist, 
von  der  sämmtliche  anderen  vorkommenden  Veränderlichen  Func- 
tionen sind. 

Um  jede  von  diesen  abhängigen  Veränderlichen  für  sich  und 
vollständig  zu  bestimmen ,  muss  die  Anzahl  der  Gleichungen 
des  Systems  gleich  der  Anzahl  der  abhängigen  Veränder- 
lichen sein.  In  dieser  Classe  sind  enthalten  der  grösste  Theil  der 
Differentialgleichungen  der  Dynamik;  so  ist  z.B.  im  Falle  des  Haupt- 
problems der  physikalischen  Astronomie  —  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Körper  unter  dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen 
Anziehungen  zu  bestimmen  —  nur  eine  einzige  unabhängige  Ver- 
änderliche vorhanden,  nämlich  die  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte 
ab  verflossene  Zeit,  während  die  abhängigen  Veränderlichen  die 
Coordinaten  der  verschiedenen  Körper  sind.  Diese  Coordinaten 
ändern  sich  mit  der  Zeit  und  liefern  daher  die  verschiedenen 
Stellungen  der  Körper,  und  sie  sind  jede  für  sich  bestimmt,  da  die 
Anzahl  der  Gleichungen  gleich  der  Gesammtzahl  der  Coordinaten  ist, 
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Alle  Gleichungen,  welche  die  kleinen  Oscillationen  in  einem  bewegten 
System  von  Körpern  behandeln,  sind  ebenfalls  hierin  enthalten ;  bei 
ihnen  kommt  die  Vereinfachung  hinzu,  dass  die  Gleichungen  sämnit- 
lich  linear  sind,  während  die  Grössen,  welche  mit  den  Differential- 
quotienten multiplicirt  sind,  Constanten  sind. 

Die    allgemeine  Theorie    der    letzteren    soll    zuerst    betrachtet 
werden. 


§.  167. 

d 

Bezeichnen   wir  mit  t  die   unabhängige  Veränderliche   und  — - 

mit  D  und  nehmen  wir  den  einfachsten  allgemeinen  Fall ,  den  es 
giebt,  so  haben  wir  zwei  Gleichungen,  welche  zwei  mit  x  und  y 
bezeichnete  abhängige  Veränderliche  enthalten.  Da  die  Gleichungen 
als  linear  vorausgesetzt  sind,  so  können  alle  Glieder,  welche  Diffe- 
rentialquotienten von  x  enthalten,  zusammengezogen  werden  und 
ebenso  alle  diejenigen,  welche  Differentialquotienten  von  y  enthalten ; 
und  die  Gleichungen  können  somit  geschrieben  werden  in  der  Form: 

A(D)x  -f  <Pi  (■»)»=  Ti 

A(D)x  +  <M-»)y  =  -T* 
worin  fY ,  f2 ,  (fi ,  (f2  rationale  algebraische  ganze  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  und  T^  und  T2  explicite  Functionen  von  t 
allein  sind,  wobei  für  letztere  ein  constanter  "Werth  oder  Null  nicht 
ausgeschlossen  ist.  Operirt  man  an  beiden  Seiten  der  ersten 
Gleichung,  mit  <p2  (-D)  und  an  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung 
mitfjp!  (D),  so  werden  sie: 

<jP2  \D)A  (D)  x  +  9>2  (D)  Vl  (D)  y=  cp.2  0)  2\ 

Da  die  Functionen  (p  nur  Constanten  zu  ihren  Coefficienten 
haben,  so  folgt: 

<p,(D)<Pi(.D)y  =  (Pl(D)cpi(D)y, 
und  daher  geben  die  obigen  Gleichungen: 

(II.)     {cp2  (Z>)/i  (D)  -  (jPx  (D)f2  (JD)}  x  =  <p2  (2))  Z\  -  y,  (D)  7'2. 

Sind  nun  71?  ?2,  ?%,  ^2  die  Indices  der  höchsten  Differential- 
quotienten in-/x,  f2,  (pi,  y>2  respective,  so  ist  der  Index  des  höchsten 
Differentialquotienten  in  (p2  (D)f1(D)  gleich  m2  -f-  l\  und  der  in 
<pi  (D)f2  (D)    gleich   wx  -f-  l2.       Von    diesen    beiden    Zahlen    möge 
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mit  n  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  nicht  kleiner  ist  als  die 
andere ,  so  dass  n  die  Ordnung  des  höchsten  Differentialquotienten 
von  x  in  der  vorstehenden  linearen,  die  Grösse  x  bestimmenden 
Gleichung  ist.  Um  diese  zu  lösen ,  bedienen  wir  uns  der  Methode 
von  Capitel  III,  welche  auf  eine  einzige  gewöhnliche  Differential- 
gleichung anwendbar  ist.  Ist  P  irgend  ein  Werth  von  a?,  welcher 
der  Gleichung  genügt  (dort  genannt  das  particuläre  Integral)  und 
sind  /1-l,  A2,  .  .  .,  ln  die  n  "Wurzeln  der  Gleichung: 

(Ä)     <iP2W/1(A)-«p1(A)/2(A)  =  0, 
so  ist  der  vollständige  Werth  von  x : 

x  =  Ax  e1^  4"  -^-2  ^  +  *  *  *  +  An  exnl  -f-  P, 
worin  A^  A2i  ...,  An  willkürliche  Constanten  sind. 

Verfahren  wir  in  derselben  Weise,  um  x  aus  den  beiden  ur- 
sprünglichen Gleichungen  zu  eliminiren,  indem  wir  an  der  ersten 
mit  f2  (P) ,  an  der  zweiten  mit  f\  (P)  operiren  und  dann  die  erste 
von  der  zweiten  subtrahiren,  so  erhalten  wir: 

(III.)     {<jP2  (D)/!  (D)  -  9l  (D)/2  (D)}  y=f1  (D)  T,  -/,  (D)  Tlt 
und  daher  wie  vorher : 

y  =  B1Gl^t  +  B2e1^  +  •••  +  Bneln\  +  Q, 
worin  P1?  P2>  ...,  Bn  willkürliche  Constanten  sind  und  Q  das  parti- 
culäre Integral  tder  Differentialgleichung  (III.)  vorstellt. 

§.  168. 

In  den  Ausdrücken  für  die  beiden  abhängigen  Veränderlichen 
haben  wir  zwei  Reihen  von  Constanten,  welche  aus  den  Differential- 
gleichungen (IL)  und  (III.)  sich  ergeben.  Sie  bestehen  beide  aus  will- 
kürlichen Constanten,  wir  wissen  aber  nicht,  ob  sie  unabhängig 
von  einander  sind;  eine  solche  Abhängigkeit  zwischen  ihnen  kann  be- 
stehen und  doch  können  die  Constanten  willkürlich  sein.  So  könnte 
z.  B.  irgend  eine  der  Constanten  B  ein  Vielfaches  irgend  einer  der 
Constanten  A  sein,  und  da  die  letztere  willkürlich  ist,  so  ist  es  auch 
die  erstere.  Wir  müssen  daher  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander unabhängigen  willkürlichen  Constanten  bestim- 
men. Um  dies  zu  thun,  setze  man  die  Werthe  von  X  und  y  in 
eine  der  Gleichungen  (I.),  etwa  in  die  erste  ein;  alsdann  geben  die 
Glieder,  welche  P  und  Q,  die  particulären  Integrale,  enthalten,  auf 
der  linken  Seite  ein  Glied  I\,  welches  sich  gegen  die  rechte  Seite 
aufheben  wird,  und  die  resultirende  Gleichung  ist : 
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Mi/i (k)  +  B±  <p!  (h)}  eh*  +  {AJX  (A2)  +  B2  cp,  (A2)}  e^ 

+  ...  +  Mn/i  (An)  +  -B„<Pi  (*»)}  e*»*  =  0. 

Da  dieselbe  bestehen  soll  für  alle  Werthe  von  t,   so   muss  der 
Coeffieient  jeder  Exponentialgrösse  gleich  Null  sein, und  daher  ist: 

Ä1f1ß1)+BlVlßi)  =  0 
Ä2f1ß,)+B2q>1(k2)  =  0 


(B) 


Anfi  (K)  +  Bn  g>!  (An)  =  0, 


so  dass  jede  Constante  B  aus  der  entsprechenden  Constante  A  her- 
geleitet werden  kann.  Die  Anzahl  der  unabhängigen  willkürlichen 
Constanten  in  der  vollständigen  Lösung  der  simultanen  Gleichungen 
ist  somit  gleich  n,  d.  h.  gleich  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz 
von  D  in  dem  Operationszeichen: 

9>»0>)/iCD)-  9l  (D)/3  (D). 

Hiernach  wird  die  Lösung  der  Gleichungen  (I.)  dargestellt  durch 
die  oben  angegebenen  Werthe  von  x  und  y\  die  in  den  Ausdrücken 
vorkommenden  Grössen  A  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (A),  und 
die  Kelationen  zwischen  den  Constanten  sind  gegeben  durch  die 
Gleichungen  (B). 


§.  169. 

In  genau  derselben  "Weise  kann  bewiesen  werden,  dass,  wenn 
drei  abhängige  Veränderliche  vorhanden  sind,  welche  gegeben 
werden  durch  die  drei  Gleichungen : 

A  (D)  x  +  <px{D)  y  +  ti  (V)  *  =  Ti 

/3  (D)x+  cpa  (D)y  +  i>a  (D)e=  T3 , 

die  Anzahl  der  unabhängigen  willkürlichen  Constanten,  welche  in 
die  vollständige  Lösung  eingehen,  gleich  dem  Exponenten  der 
höchsten  Potenz  von  D  in  der  Determinante  ist: 


fi(D),  9>i(0).  *i(D) 
MD),  <p3(D),  tf,(2>) 
/,(D),    %(#),    il>t(D) 
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§.  170. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  (J.),  welche  die 
Coefficienten  von  t  in  den  Exponentialgrössen  giebt, 
reell  und  ungleich  sind,  so  ist  die  oben  gegebene  Lö- 
sung vollständig.  Es  bleiben  aber  noch  die  Fälle  zu 
betrachten: 

1)  wenn  es  ein  Paar  imaginärer  Wurzeln  giebt, 

2)  wenn  es  ein  Paar  gleicher  reeller  Wurzeln  giebt. 

Der  Fall  gleicher  imaginärer  Wurzeln  wird  sich  aus 
der  Verbindung  dieser  beiden  ergeben. 

Im  ersten  Falle  bleibt  die  erhaltene  Lösung  allgemein,  es  ist 
jedoch  erwünscht,  sie  so  umzuändern,  dass  ihre  Form  frei  von 
imaginären  Grössen  ist.  Die  beiden  imaginären  Wurzeln,  etwa  K± 
und  A2 ,  können  durch  et  +  ßi  bezeichnet  werden ;  dann  ist  der 
entsprechende  Theil  von  x: 

eat  (A1e^i  +  A.2e-PH), 
d.  i.: 

eat  (L±cosßt  +  L2sinßt), 

wenn  man  die  willkürlichen  Constanten  wie  in  §.  44  ändert.  Der 
Theil  von  y,  welcher  den  beiden  imaginären  Wurzeln  entspricht, 
ist  analog: 

eut{Mlcosßt  +  M2sinßt). 

Anstatt  die  nothwendigen  Aenderungen  in  den  Eelationen 
zwischen  A  und  B  vorzunehmen,  ist  es  besser,  diese  Ausdrücke 
wieder  in  eine  oder  die  andere  von  den  ursprünglichen  Gleichungen 
einzusetzen  und  die  entsprechenden  Eelationen  wie  vorher  abzu- 
leiten. 

In  dem  zweiten  Falle  hört  die  erhaltene  Lösung  auf,  allgemein 
zu  sein,  da  zwei  Constanten,  etwa  Ai  und  A^  zu  einer  zusammen- 
schmelzen, es  kann  aber  genau  so  wie  in  §.  44  bewiesen  werden, 
dass  der  Theil  von  x,  welcher  von  dieser  mehrfachen  Wurzel  X  ab- 
hängt, gleich 


und  der  von  y  gleich 

ist. 


eu(A  +  Ät) 
elt(B  +  Bft) 
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1.  Aufgabe.  Man  beweise,  dass  die  Kelationen  zwischen  den  vier 
Constanten,  durch  welche  sie  auf  zwei  unabhängige  Constanten  reducirt 
werden,  in  diesem  letzten  Falle  lauten: 

Ä'f,  (X)  +  B'  9l  (X)  =  0 

Afl  ().)  +  B  <Pi  (X)  4-  A>  ZML  4-  B'  ^  =  0. 

2.  Aufgabe.  Wenn  eine  imaginäre  Wurzel  «  -\-  ßi  mehrfach  vor- 
kommt, so  gebe  man  die  entsprechenden  Theile  der  complementären 
Functionen  in  x  und  y  an. 

§.  171. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Aufgabe,  bei  deren  Behandlung 
man  auf  Differentialgleichungen  kommt,  bereits  eine  Andeutung 
über  die  Form  des  Besultats  enthält.  So  werden  wir  z.  B.  bei  einem 
auf  kleine  Schwingungen  sich  beziehenden  Problem  erwarten,  dass 
die  Werthe  der  abhängigen  Veränderlichen  sich  mit  Hülfe  rein 
periodischer  Functionen  darstellen  werden,  und  es  wird  alsdann 
zweckmässig  sein,  für  x  und  y  respective  Functionen  von  der  Form 

Li  cos  ßt  -f  L2sinßt 
3^  cosßt  -f  M>sinßt 

an  Stelle  von  eAt  in  die  Gleichungen  (IL)  und  (III.)  zu  substituiren. 
Setzt  man  dann,  nachdem  diese  Werthe  substituirt  worden  sind, 
die  Ooefficienten  von  cosßt  und  sin  ßt  in  jeder  Gleichung  gleich 
Null,  so  entstehen  vier  in  den  Grössen  L  und  M  lineare  und  ho- 
mogene Gleichungen,  deren  Eliminationsresultante  die  Werthe  von 
ß  ergeben  wird.  Wenn  ferner  das  Problem  auf  eine  Bewegung 
von  nicht  beständigem  Charakter  hinweist,  so  würde  die  anzuwen- 
dende Form  der  Lösung  sein: 

eat(Li  cosßt  +  L^sinßt) 

und  ebenso  für  y\  hat  man  aber  gar  keine  durch  anderweitige 
Schlüsse  erlangte  Kenntniss  von  dem  Charakter  dieser  Bewegung, 
so  müsste  man  die  gewöhnliche  Methode  anwenden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen : 
dx 

cly 

dt=    ax- 
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Hierbei  ist: 

Dx  ~\-  ojy  =  0 

—  cox  -f-  Dy  =  0, 

und  daher  wird  die  Gleichung  für  'X : 

(D2  -f-  w2)^  =  0, 
so  dass: 

x  =  A  cos  co  t  +-  B  sin  co  t. 
Analog  ist : 

y  =  A' cos  cot  -f-  Bf  sin co t. 

Die  Eelationen  zwischen  A,  B,  A',  B'  werden  ohne  Weiteres 
abgeleitet,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  substi- 
tuirt.    Wir  erhalten: 

—  co  A  sin  cot  -f  ooBcoscot  =  —  co  A!  cos  co  t  —  coBf  sin  cot 

oder  : 

A!  =  —  B,     B'  =  A. 

Die  kürzeste  Methode  würde  die  sein,  dass  man  y  nach  der 
ersten  Gleichung  durch  x  ausdrückt,  also: 

1   dx 

V  ~~  ~~  adi 
=  A  sin  cot  —  B  cos  cot. 
Diese  Methode  ist  aber  nur  in  besonderen  Fällen  anwendbar. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 
d2x  dy    , 

3*  -  a  57  +  *"*  =  ° 

d2y    .        dx    .       _ 

Wenn  wir  die  Glieder  zusammenziehen,  welche  sich  auf  die 
einzelnen  Veränderlichen  beziehen,  so  sind  die  Gleichungen: 

(D2  -f  [i2)x  —  aDy  =  0 
aDx  +  (J>2  +  {i2)y  =  0; 
Daher  wird  die  Gleichung  für  x: 

{(D2  +  ^2)2  +  a2D2\x  =  0, 
und  der  Werth  von  x  ist: 

x  =  Lxcosßit  -f-  L2sinß1t  ■+■  L$cosß2t  -f  L^sinß2t1 
worin  ßl  und  ß2  die,  Wurzeln  der  Gleichung : 

F  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen.  20 
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sind,  und  der  Werth  von  y  ist: 

y  =  Mi  sinßit  -f  M2cosßit  -\-  M^sinß2t  +  Misinß2t 

Man  zeigt  leicht,  dass  die  Relation  zwischen  den  Constanten 
lautet : 

L\  L%_  L%_  Li_ 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

dx  .    ,        . 

—  =  ax  +  by  +  c 

c^L^a'x+b'y  +  c'. 

Dieselben  könnten  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen  Regel 
gelöst  werden;  eine  andere  auf  diese  Form  anwendbare  Methode 
ist  die  folgende: 

Man  multiplicire  die  zweite  mit  m  und  addire  sie  zur  ersten; 
dann  ist: 

—  (x  -\~  m y)  —  x  (a -{- m  a')  -\-  y  (b  -{-  mb')  ~j-  c  +  m  cf 
d  t 

=  (a  -f-  ma')  (x  -\-  my)  ~\-  c  -j~  mc', 
vorausgesetzt,  dass  m  so  gewählt  ist,  dass 

b  -f-  mb'  =  m(a  ~\-  mal), 
d.  h.  dass  m  eine  "Wurzel  der  Gleichung  ist: 

m2  a!  +  (a  —  &')  w  —  5  =  0. 

Da  die  vorige  Differentialgleichung  ist: 

d(x  +  my) _  dt 

(a  ~\-  ma')  (x  ~\-  my)  -j-  c  +  mc' 

so  lautet  ihr  Integral: 

(a  +  ma')  (x  +  my)  -j-  c  -f  mc'  =  J.6*  (*+»«').  • 

Sind  mx  und  m2  die  "Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung, 
so  ist  dieses  ein  Integral,  wofern  m  entweder  gleich  ?%  oder  m2  ist. 
Setzen  wir  m  =  mu  so  erhalten  wir: 

(a  +  %«')  (#  +  mi y)  +  c  +  mid  =  Aiet^a+mia'\ 

und  setzen  wir  m  =  m2,  so  wird: 

(a  +  w2a')  (#  +  m2?/)  -J-  c  -f  m2c'  =  A2et(-a+m*a'\ 
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worin  A±  und  A2  willkürliche  Constanten  sind.  Diese  beiden  Glei- 
chungen bilden  die  vollständige  Lösung  des  gegebenen  Paares  von 
simultanen  Gleichungen. 

4.  Aufgabe.    Man  löse  in  derselben  Weise   wie  in  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  die  Gleichungen: 

cPx  .    7 


d*y 

dt2 


af  x  -f"  b'y. 


5.  Aufgabe.    Man  löse  die  folgenden  Aufgaben: 
dx 


(1) 


dt 
dy 
dt 


+  7^-^  =  0. 


+  2^-f-52 


0. 


(2)] 


(3) 


!&+**  +  *  =  *• 


+  32/ 


„2t 


dy 
~dt 


(4) 


(5) 


__  -f  m^  =0. 


0. 


(7) 


dt* 

d2y 


—  3x  —  iy  -f  3  =  0. 
+  x  +  y  +  5  =.  0 


20* 
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Simultane  Differentialgleichungen  mit  veränderlichen 
Coeffieienten. 

§.  172. 

Wir  setzen  wie  vorher  voraus,  dass  nur  eine  einzige 
unabhängige  Veränderliche  vorhanden  ist,  und  dass  somit 
das  gleichzeitige  Bestehen  von  m  simultanen  Gleichungen  ausreicht^ 
um  die  Relationen  zwischen  den  m  abhängigen  Veränderlichen,,  und 
derjenigen,  von  welcher  jede  einzelne  eine  Function  ist,  zu  be- 
stimmen. 

Ferner  wird  es  genügen,  wenn  wir  nur  Systeme  simul- 
taner Gleichungen  erster  Ordnung  betrachten^  da  jede,s 
andere  auf  ein  solches  zurückgeführt  werden  kann.  Weto 
z.  B.  in  irgend  einer  Gleichung   eines  gegebenen  Systems   ein  Diffe- 

dny         . 
rentialquotient  nter  Ordnung  vorkommen  sollte,  etwa  y^,  so  könn- 

CIX 

ten  wir   eine    äquivalente   Reibe   von   Gleichungen   erster  Ordnung, 
aufstellen,  indem  wir  die  Substitutionen  machen: 

JL       dx'  J2        dx'    ^J        dx  J  dx     ' 


welche  alle  von  der  festgesetzten  Ordnung  sind;  und  wenn  wir  die 
entsprechenden  Substitutionen  für  alle  Differentialquotienten  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  vornähmen,  so  würden  wir  jedes 
System  simultaner  Gleichungen  von  irgend  welcher  Ordnung  in  ein 
äquivalentes  System  von  Gleichungen  erster  Ordnung  transformiren. 
Wenn  m  abhängige  Veränderliche  vorhanden  sind,  so  müssen  wir 
in  diesem  System  m  Gleichungen  haben,  deren  jede  die  Form  besitzt: 

§.  173. 

Die  Auflösung  dieses  Systems  von  Gleichungen  kann 
abhängig  gemacht  werden  von  der  Lösung  einer  einzigen 
Differentialgleichung  der  mten  Ordnung,  welche  eine  der 
abhängigen  Veränderlichen  mit  der  unabhängigen  Veränderlichen 
verknüpft. 
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Denn  man  löse  die  m  Gleichungen  so  auf,  dass  die  m  Diffe- 
rentialquotienten als  explicite  Functionen  der  Veränderlichen  ge- 
geben werden,  und  nehme  an,  dass  diese  Relationen  seien : 

-f~  =  ^1  fa    #1»  Vp  •  •  •,  Vm) 

ax 

C-p-  =  ll>2   (X,  2/i,  2/2,  ..••>  Vm) 

Cl  X 


ax 


Die  erste  von  diesen  differentiire  man  (m — l),mal  hinter 
einander  nach  x  und  substituire  nach  jeder  Differentiation  und  vor 

Ausführung   der.  nächsten  die  Werthe  von  — — ,  •  •  • ,  — —    aus    den 
°  ax  ax 

letzten  m— 1  von  diesen  Gleichungen.    Auf  diese  Weise  wird  man, 

einschliesslich  der  ersten,  m  Gleichungen  erhalten,  welche 

dyx   d2!^  dmyi 

Ix1  Ix2'  " ' '   dxm 

mit  den  Veränderlichen  x,  y^  y2,  •«.,  ym  in  Beziehung  setzen.  Wer- 
den aus  diesen m Gleichungen  die  m- —  1  Veränderlichen  2/2>  #3,  •  •  •  >  #w 
eliminirt,  so  wird  sich  eine  einzige  Gleichung  ergeben,  welche  dar- 
gestellt werden  kann  durch: 

/      :    da^i         d™yi\  _ 
J\X'  yi9   dx'  dx2'  ""'   dxmJ  ~~ 

Da  diese  Gleichung  von  der  mten  Ordnung  ist,  so  hat  sie  (§.8) 
m  unabhängige  erste  Integrale,  deren  jede«  eine  willkürliche  Con- 
stante  enthält,  wobei  alle  m  Constanten  von  einander  unabhängig 
sind,  und  diese  Integrale  können  dargestellt  werden  durch  die 
Gleichungen : 
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in  denen  die  Constanten  C  von  einander  unabhängig  sind.  Aus 
den  vorhergehenden  Gleichungen  kennen  wir  aber  die  Werthe  der 
Differentialquotienten  von  y1  als  Functionen  der  Veränderlichen ; 
werden  dieselben  in  das  System  der  Gleichungen  F  substituirt,  so 
nehmen  die  letzteren  die  Form  an: 

#1    (0,  2/1 1   #2»   -•.,   Vm,    0i)    =   0 

^2  0»,  2/1,  2/2,  ...,  ym,  G2)  =  0 


^m  fa   2/1,   2/2,    -..,   S/m,    Cm)  =  0, 

und  diese  reichen  aus,  um  jede  der  Veränderlichen  y  als  Function 
von  x  zu  bestimmen ;  sie  sind  ein  Integralsystem  und  enthalten  m 
willkürliche  Constanten, 

Wir  erhalten  daher  als  allgemeines  Resultat: 
Die  vollständige  Lösung  eines  Systems  von  m  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  m  -\-  1  Ver- 
änderlichen hängt  ab  von  derjenigen  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  mter  Ordnung  und  besteht  aus 
■m  Gleichungen,  welche  die  m  -\-  1  Veränderlichen  mit  ein- 
ander verknüpfen  und  m  unabhängige  willkürliche  Con- 
stanten enthalten. 

§•  174. 

Das  Vorhergehende  stellt  die  allgemeine  Theorie  dar;  in  be- 
sonderen Fällen  aber  ergeben  sich  Vereinfachungen,  die 
uns  eines  grossen  Theils  der  in  der  allgemeinen  Theorie  angedeu- 
teten Arbeit  überheben.  Wenn  z.  B.  die  ■  Gleichungen  in  einem 
System  bestehen,  in  welchem  jede  linear  ist,  so  kann  es  .vorkommen, 
dass  man  von  jeder  Gleichung  von  der  Form 

Pdx  + P1äyi  -f  P2dy2  +  •••  +  Pmdym  =  0 
ein  Integral  erhalten  kann  in  der  Form: 

9  fa  yu  2/2,  .--,  ym)  =  Ci 
und  es  würde  nicht  nöthig  sein,  jenen  langen  Weg  einzuschlagen. 
Ferner  würde  es,  anstatt  die  m  unabhängigen  ersten  Integrale "  zu 
bestimmen,  ausreichen,  die  vollständige  Lösung  'der  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  mter  Ordnung  zu  bestimmen,  da  man  aus 
dieser  m  —  1  andere  Gleichungen  ableiten  könnte,  in  welche  man 
die  Werthe  der  Differentialquotienten  einsetzen  könnte,  und  man 
würde    so   ein   äquivalentes   Kesultat   erhalten.      Wenn    ferner   die 
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Gleichungen  sämmtlich  linear  sind,  so  können  wir  sie  derart  auf- 
lösen, dass  wir  die  Verhältnisse  der  m  -\-  1  Differentiale  in  der 
Form  erhalten: 

dx  dyi  __d]h  #  t  o dym 

Ji.  ±i  Y> 2  Ym 

welche  wir  die  symmetrische  Form  nennen  können.  Die 
Art  der  Behandlung  dieser  Gleichungen  wird  zuweilen  (was  von  der 
Form  der  Nenner  in  diesen  Brüchen  abhängt)  sehr  wesentlich  von 
dem  allgemeinen  Verfahren  verschieden  und  zweckmässiger  als 
dieses  sein.  Beispiele,  welche  dieses  erläutern,  wird  man  in  dem 
Folgenden  antreffen. 

1.  Aufgabe.  Die  allgemeine  Methode  kann  vermieden  werden, 
wenn  man  Integrale  von  allen  Gleichungen  mit  Ausnahme  einer 
einzigen  finden  kann,  und  um  so  mehr,  wenn  sich  alle  Integrale 
finden  lassen. 

So  führen  z.  B.  die  Gleichungen 

läx  -f-  mdy  -f-  ndz  =  0 

xdx  -f-  ydy  +  zdz  =  0 

unmittelbar  zu  den  Integralen : 

Ix  4-  my  4-  nz  =■  C\ 

x2      _|_      y2       _j_      z2     _    £^ 

welche  y  und  z  als  Functionen  von  x  bestimmen. 


:.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1) 

(hl  x  =  (t—2x)dt 

\tdy  —  (tx  +  ty  +  2x  —  t)dt 

:(2) 

(,  d2x    .    n  dx    ,     .            ~ 

1    d  y     ,     2             d  x 
l  "dt    +  1  y  ~  "dt' 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen : 

d x dy dz 

worin: 

X  =  ax   +    by   -f-   cz   -\-  d 

T  —  d x   +  b'y   ~\-'c'  z   +  d' 
Z  =  a"x  +  &V+  c"*  +  d". 
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Bei  Gleichungen  von  dieser  Form  ist  es  zweckmässig,  irgend 
eine  neue  unabhängige  Veränderliche  einzuführen  und  alle  diejenigen 
Veränderlichen,  welche  bereits  in  den  gegebenen  Gleichungen  vor- 
kommen, von  dieser  neuen  Veränderlichen  abhängig  zu  machen. 
Nennen  wir  die  letztere  t,  so  können  wir  als  eine  vorteilhafte  Form 
die  folgende  annehmen  : 
dt 
t 


d  x        äy        dz 
'X  ~~~  ~Y  =  ~Z~ 

Idx  ~\~  mdy  -\-ndz 

IX  +  mY  +  nZ 

Idx  -f-  mdy  -\- näß 

A  (l  x  -\-  m  y  -f-  nz)  -\-  r 
vorausgesetzt,  dass  wir  £,  m,  n,  A  so  wählen,  dass 
a  l  -\-  a!  m  -\-  a"  n  =  XI 
11  .+  V  m  +  W  n  =  X  m 
d  -f  c'm  -f  c" n  =  Xn 
ist.     Der  Werth  von  r  ist: 

Id  +  md'  ~\~  nd". 

Eliminiren   wir  £,  m,  n    zwischen   jenen  drei  Gleichungen,   so 
erhalten  wir: 

eine  cubische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  A ,  deren  Wurzeln 
A1?  A2,  A3  sein  mögen.  Substituirt  man  Xx  in  irgend  zwei  der  obigen 
Gleichungen,  so  kann  man  die  Verhältnisse  l  :  m  :  n  bestimmen. 
Man  bezeichne  sie  mit  \  :  mA  :  %  und  nehme  an ,  der  ent- 
sprechende Werth  von  r  sei  rx ,  und  analog  für  die  anderen  Werthe 
von  A.     Dann  erhalten  wir  für  den  Werth  Ax : 

dt  \dx-\-  mx  dy  -f-  %  dz 

t    ~  X1(l1x  +  m1y^-n1z)  +  r1' 


a- — A, 

a', 

a" 

K 

b'  —  l, 

l" 

e, 

c', 

c"  —  l 

0, 


und  das  Integral  hiervon  ist: 


Analog : 


=( 


cx t  =  [ix x  +  mi y  -f-  %i # 


+&■ 


c2t  =  (12%  +  m2y  +  n2 z  -f 
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und  : 

1 


c-d  t  =  (k  x  +  m%  y  +  %  z  +  j-J 


Um  die  allgemeine  Lösung  des  gegebenen  Systems  von  Glei- 
chungen zu  erhalten,  müssen  wir  t  aus  diesen  Gleichungen  elimi- 
niren.  Setzen  wir  c±  =  Ac2  =  Bc%,  wo  A  und  B  willkürliche 
Constanten  sind,  so  ist  das  gesuchte  allgemeine  Integral  gegeben 
durch  die  Gleichung: 

1  _!_ 

k  x  +  nh  y  +  %  #  +  j~ ) l  =  A  ( h  x  +  m2  V  +  %  #  +  T^ )  2 

^\5 


:  J?  U3  0  +  *%  #  +   M3^+^-J' 


4.     Aufgabe.     Man  löse  auf  diese  Weise  die  Gleichungen: 

dy  dz 


dx  = 


3y  +  4*        2  2/4-5^ 


5.  Aufgabe.  Diese  Methode  lässt  sich  auch  zur  Lösung  ge- 
wisser Systeme  von  Gleichungen  benutzen,  in  denen  die  Veränder- 
lichen nicht  in  so  einfacher  Weise  wie  in  der  3,  Aufgabe  auftreten. 
Wir  wollen  z.  B.  die  Gleichungen  betrachten: 

~+  T{ax  +  ly)  =  Tx 

in   denen  T,  Tl5  T2  Functionen  von   t  sind.     Multiplicirt  man    die 
zweite  mit  l  und  addirt  sie  zur  ersten,  so  erhält  man : 

jl  0*  4-  ly)  +  A  T(x  +  ly)=T1  +  lT1, 

vorausgesetzt,    dass    l  und  X   so   bestimmt   werden,    dass    sie   den 
Gleichungen  genügen : 

a  -j-  l  a!  =  X 

b  -f  IV  =  11, 

so  dass  die  Werthe  von  X  die  beiden  Wurzeln  von 

(a  —  X)  (b'  —  X)  ~  afb  =  0 

sind,  welche  mit  X1  und  X2  bezeichnet  seien.     Da   das  Integral  der 
vorstehenden  Gleichung  ist: 

(x  +  ly)eJ        =Ä  +f(Tx+  lT2)eJ        dt, 
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so  ist  die  vollständige  Lösung  gegeben  durch: 

(x  +  \y)eJ        =  Ä!  +f  (1\  +l1Ti)e  dt 

hfTät  X2fTät 

(x  +  k  y)  e  =Ä2  +J  (Tj  +  h  T3)  e  dt. 


6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Systeme  von  Gleichungen: 


flf  +  T  <*-^  =  1 


\% +  7  (*  +  **)  =  *• 

ilt    *|=,»n(y-*) 


iß) 


(y) 


mt-TT  =  n  l  (z  —  x) 

dt 

nt^=  lm(x  —  y). 

äx 

—  =  ny-m* 


dy 

Tu 

d  z 
~dt 


=   Iz  —  nx 
—  m  x  —  l  y. 


Ein  specielles  System   von  Gleichungen  aus  der  Dynamik, 


§.  175. 

Es  giebt  zwei  Classen  von  simultanen  Gleichungen,  welche  von 
ausserordentlicher  Bedeutung  sind;  die  eine  ist  die  bereits  in  den 
§§.  148,  149  als  Verallgemeinerung  der  Euler'schen  Gleichungen 
betrachtete  Classe,  welche  zu  höheren  transcendenten  Functionen, 
gewöhnlich  Abel' sehe  Functionen  genannt,  führt.  Die  andere  ist 
das  System  von  Gleichungen ,  durch  welches  die  Bewegung  eines 
Punktes  bestimmt  wird,  den  ein  Kräfte centruin  nach  dem  Gravi- 
tationsgesetze anzieht.  Das  letztere  kann  dargestellt  werden  durch 
die  simultanen  Gleichungen: 

cPx_dE      d*y___dJR,      d^z__dB 
^      dP~~~~dx'    lfp~~Ty'    Jp~~dz' 
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in  welchen  B  eine  rationale  algebraische  Function  von  r  oder 
(x2  -\-  y2 ' -\-  z2)  »  der  Entfernung  des  Punktes  x,  y,  z  vom  Anfangs- 
punkte, bedeutet-.  Um  das  vollständige  Integral  darzustellen,  wer- 
den drei  unabhängige  Gleichungen  (oder  ihr  Aequivalent)  erforder- 
lich sein,  und  da  jede  Gleichung  ersetzt  werden  kann  durch  zwei 
von  der  Form: 

d x      dxx  dB 

Xl  ~~Tv   Tt  ~  Tx' 

was  im  Ganzen  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  sechs  Grössen 
giebt.  so  zeigt  die  Untersuchung  in  §.  173,  dass  wir  sechs  willkür- 
liche Constanten  in  der  Lösung  haben  müssen. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (1)  respective  mit 
d  x      dy      dz 
TV     Tt"    Tt' 

addiren  sie  dann  und  integriren,  so  erhalten  wir: 

worin  B  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Den  Gleichungen  (1)  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben. 
Da  B  eine  Function  von  r  ist,  so  ist : 


dB  _  dB 

dr        x 

dB 

d  x         dr 

dx         r 

dr' 

und  ebenso 

für 

die  anderen.     Somit  geht  (1)  über  in: 

d2x 

x  dB 

It2  " 

r   dr  ' 

ä2y  „ 

dt2 

y  dB 

r    dr  ' 

d2z  _ 

z  dB 

und  somit: 

d*y 

X  dt2 

r   dr"1 

d2x 
iJdP  = 

0 

d2z 
^dt2"- 

0 

d2x 

d2z 
dt2 

o, 
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von  denen  nur  zwei  unabhängig  sind.  Die  Integrale   dieser  sind 
respective  : 

dy  ä  x  „ 

dt  J  dt          J 

d  s  d  y  _, 

J  dt  dt          l 

d  x  dz,  n 

8  — ~  — -   X  — -'=  C3. 

dt  dt 

Quadrirt  und  addirt  man  diese,  so  erhält  man : 

<>■ +*+->{(£)■+ (S?)'+ GOT 

'%+>'dl^  +  'W=c'  +  a'+c■■=A• 

wo  A  eine  willkürliche  Constante  ist.    Dies  ist  gleichbedeutend  mit 

d.  i.  mit: 

r  d  r 

1  =  {2r2(B  +  B)  —  A2\^ 
und  daher  ist: 

(2)     t+a  =y  j—^————. 
Aus  der  eben  erhaltenen  Gleichung  haben  wir: 

somit: 

dB  dr A2  dr  dr  d2r 

2  7fr  Tt~~"~~      ~r^  ~dt  +  "  ~dt  J¥2' 
d.  i.: 

dB  _         A2        d*r 
dr  ~         r3   "■"  d£2' 

Wenn  wir  diesen  Werth  in  die  veränderte  Form  der  ursprüng- 
lichen Gleichungen  einsetzen,  so  wird  die  erste  von  ihnen: 

d2x  ■  d2r          ,n  x 

a£2  at2               rj 
oder: 

d    (    dx  dr\  .     x       . 
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oder: 


-iA"^(f)\  +  *7  =  °- 


Setzt  man : 


7  a  dt 


Ach' 


\r2(B  +  B)  —  Ä2}1^ 


so  ist  die  vorige  Gleichung  für  — : 

r 

cP    fx\     ,     X 
i 
und  daher: 


cp2  \r l    '    r 


Qß 

(3)  —  =  aL  cos  cp  +  a2  sin  cp. 

Werden  die  zweite  und  dritte  Gleichung  ebenso  behandelt,  so 
kommt  man  zu: 

V 

(4)  —  =  \  cos  cp  -j-  b2  s™  <P 

r 

z 

(5)  —  =  d  cos  cp  -\-  c2  sin  cp, 

und  in  diesen    sind    die   Constanten  a,  fr,  c  willkürlich.      Sie    sind 
jedoch  nicht  unabhängig  von  einander,  denn  wir  haben  stets: 

x1  +  y2  +  ^  =  r2, 
welches  auch  der  Werth  von  cp  sein  möge,  und  daher  ist 

(al -f-  b?  -f-  cl)  cos2cp  -f-  2  (%  a2  +  &i  ft2  +  c1  c2)  cös  90  sm  9? 
+  K  +  ^  +  c22)sm2g) 
=  l  =  cos2  cp  -f-  sm2  <£> 
erfüllt  für  alle  Werthe  von  cp,  so  dass: 

a!  +  b2  +  cl  =  1 

(6)  a2  +  b2  +  cl  =  1 

%a2  -f-  fy&g  -f-  c^  —  0. 

Die    sechs    Constanten     sind    drei    unabhängigen    Constanten 
äquivalent.     Ferner  können  wir  (3)  auf  die  Form  bringen : 

% 

-  =  Q1C0S(fp   +  ft), 
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worin  Q1  und  ßi  willkürliche  Constanten  sind;  es  ist  daher  auf 
diese  Weise  mit  cp  eine  willkürliche  Constante  verbunden,  und  es 
wird  somit  nicht  nöthig  sein,  eine  solche  in  der  Gleichung 

Adr 


(7)   *=fvw* 


i(B  +  B)  —  A2]^ 
hinzuzufügen. 

"Wir  haben  nun  hinreichend  viel  Gleichungen ,  um  das  allge- 
meine Integral  zu  bestimmen.  Mittelst  (7)  wird  cp  gegeben  als 
eine  Function  von  r  und  somit  nach  (2)  als  Function  von  t ;  hier- 
nach geben  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  x,  y,  8  als  Functionen 
von  t.  Ueberdies  haben  wir  sechs  unabhängige  willkürliche  Con- 
stanten, nämlich  A2,  Jß,  M  und  die  sechs  Grössen  %,  «2?  &i?  ^2?  cii  c2? 
welche  durch  die  drei  Kelationen  (6)  verbunden  sind.  Diese 
Gleichungen  bilden  daher  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichungen. 

Aufgabe.     Man  löse  auf  diese  Weise  die  Gleichungen: 

((*2  +  2/2)%  Jf  +  ^2/  =  0, 
und  löse  dieselben  auch  dadurch,  dass  man  Polarcoordinaten  einführt. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.  Man  beweise,  dass,  wenn 

dd-  (m  —  n  cos  (p)  2  —  dg)  (m  —  n  cos  &) 
ist,  die  Gleichung  besteht: 

2m~n{ß*-\-~)  +  n\c  cos  — l-^  — -  cos  —^J   ^ 

wo  c  eine  willkürliche  Constante  ist. 

2.  Man  bezeichne  mit  F(x)  das  Integral: 


X 

l>  d  x 

X     U 


o  {(l-^a-*2«2)}'3 

und  zeige,  dass  die  zu 

F(Xl)  +  F(x,)  +  F(xa)  =  0 

äquivalente  algebraische  Relation  lautet: 

4  (1  - x*) (1  - x'i)  (1  -  xf)  =  (2  - x*  -  xi~  xt  +  Irß  x?  x% *■)*. 
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3.  Man  bezeichne  mit  JE  (x)  das  Integral: 

0 

und  zeige,  dass 

E(xx)  -j-  E(x2)  +  E(x3)  =  —  Jc2x1x2x3 
ist,   wenn  x11  x2,  x3  in  derselben  Beziehung    zu    einander  stehen,    wie   in 
der  vorigen  Aufgabe. 

4.  Man  zeige,  dass 
xi ?    Vi  »     1 

»3»      2/3»       1 


ein  Integral  ist  von 
dx1 


(1-atf 


+ 


+ 


##. 


3 


(l~Xi)%  (l-*83)% 


wo    2/ 


en     ist   durch    die    Gleichung    x3  -f-  y3  =  1,    und   gebe    die 

(Cayley.) 


geometrische  Bedeutung  des  Eesultats  an. 
5.    Man  beweise,  dass  das  Integral  von 

+ 


dx 


,% 


(1  +  x3) 
dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 

(!  +  *")  (1+2/3)  (l  +  as; 


(1  +  2/3) 


(1  +  ^2/a)3, 


wo  a  eine  willkürliche  Constante  ist,  und  das  von 
d  x  ,  d  y 


V,+ 


x% 


v% 


—  0 


1 


(4^3„j^,_|_j-)^         (4y3-Iy  +  J)/ 

dargestellt  werden  kann  in  der  Form : 

{±x3-Ix+J)(4y3—Iy+J){4,a3—Ia-lr J)=  ^xya~I(x+y+a)+J^  , 

wo  I  und  J  bestimmte  Constanten  und  a  eine   willkürliche  Constante  ist. 
Man  zeige,  dass  das  allgemeine  Integral  von 

0, 


X    %dx  +  Y  %dy 


X  =  (ß,  ?,  m,  w  jj  #,  l)3 

Y  =  (&,  Z,  m,  n  \  y,  l)3 
ist,  lautet: 

X  Y  Z=z  {Jc~\-  l  {x -\- y  -\-  z) -\-  m(xy  -\~yz  -{-  zx)  -\-nxyz}3, 

worin 

Z  —  (Je,  l,  m,  n  l  z,  l)3 

und  z  eine  willkürliche  Constante  ist.         (Mac  Mahon  und  Bus seil. 
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6.     Man  zeige,  dass  die  Integralgleichungen,  welche  den  Gleichungen 
d  &    ,    d  cp    .    d  \p  „ 

sin2  &  d  &    ,    sin2  cp  d  cp    .    sin2  \p  dip        A 
H ~7T„ 1 ~ ~  ° 


A  #  '  A  <p  '  Axp 

äquivalent  sind,  worin 

A  X  =  { (1  —  %  sin2  x)  (l  —  X  sin2  x)  (1  —  P  s^2  %) ) 

ist,  dargestellt  werden  durch: 

sin  \p  sin  cp  cos  #  A  &  ,  sin  #  sin  \p  cos  cp  A  cp 


lk 


(sin2  &  —  sin2  <p)  (sin2  #  —  sin2  \p)       (sin2  cp  —  sin2  &)  (sin2  g)  —  sin2  xp) 


sin  g)  sin  #  cos  \p  A  \p 


und 


cos  \p  cos  cp  sin  &  A  # 


(sin2  \p  —  sin2  &)  (sin2  \p  —  sin2  cp) 
cos  0  cos  \p  sin  rp  A  cp 


(sin2  ft  —  sin2  cp)  (sin2  &  —  sin2  \p)       (sin2  cp  — ■  sin2  &)  (sin2  cp  —  sin2  \p) 


+ü. 


cos  cp  cos  $•  sin  \p  A  \p 

(sin2  rp  —  sin2  &)  (sin2  \p  —  sin2  cp) 


=  B, 


und  bestimme  A  und  B  durch  die  Bedingungen,  dass,  für  &  ==.  0,  cp  —  a 
und  \p  =  ß  sein  solle. 

7.  Man  suche  die  Stammgleichung  der  Gleichungen: 

(1)        (ay  —  b  z)  d  x    +•    (cz  —  ax)dy    -\-    (b  x  —  cy)  d  z    =  0. 

d  x  (y  -f  z  —  2  x)    ,    dy(z-\-x  —  2y)    ,    dz(x  +  y-2z)  __  Q 
(y  —  x)(z  —  x)    ""*"    (z-y)(x~y)      '      (x  —  z)(y  —  z) 

(3)     (y2+yz+z2)dx+  (z2+zx+x2)  cly  +  (x2+xy  +  y2)  dz  =  0. 

8.  Man  bestimme  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 
(x2  —  y2  +  z2)dx  +  zdz(y--x)=:z2dy~-—  (y2  —  x2) 


in  der  Form: 


/■ 


e~u\lu  +  0  =  e-w'2-J? 


y  —  x9 


(Euler.) 


worin  x  =  uz  ist. 

9.     Man  löse  die  simultanen  Gleichungen : 
(      d  x         n         , 

a  Tt^^-^y* 

b   —r-  =  (c  —  a)  z  x 
dv        v  ' 

dz 
C    dt  ~  fa"""6)^» 

indem  man  jede  der  Grössen  x,  y,  z  als  elliptische  Function  darstellt. 
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rire  das  System  von  Gleichungen: 

•  -J-  a  x  4  b  y  cos  nt-\-  bz  sin  nt  =  0 


10.     Man  integrire  das  System  von  Gleichungen: 
tä  (o 

m 

d  x 


dt 


b y  sin  nt~\-  b  z  cos  nt  =.  0 

b  cd  cos  nt  A-bx  sin  nt  —  •— -  —  a z  —  0 
dt 

b  co  sin  nt  —  bx  cos  nt  -\-  a  y  — 


dz 


0. 


11.     Man  integrire  die  simultanen  Gleichungen: 
(d2u 


—  +  n*{u-S$(u§  +  vri)}  -0 
worin  £  für  cos  (at-\-b)  und  >]  für  sin(at-\-b)  gesetzt  ist.     (Liouville.) 


12.     Man  löse  die  simultanen  Gleichungen: 


clAy 
dx± 
dAz 
dx' 


&k 


i   7  &  y  i 
+  b  Tri  +  c  v  =  ° 


äBy 
dx3 


d2z 
dx2 


-  -f-  a  ^-4  +  &  "T-5  4-  c  ^  =:  0. 


13.  Man  zeige,  dass  jedes  System  von  Linien,  welches  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  x2  -f~  y2  -f~  £2  =  r2  beschrieben   ist  und   der  Gleichung 

(1  -f-  2  m)  x  d  x  -|-  2/(1  —  #)  ^ 2/  4"  z  dz  =  0 
genügt,   auf   die  #  «/-Ebene    projicirt,    durch  Parabeln    dargestellt   werden 
würde. 

Man  suche  die  Gleichung  der  Projectionen  desselben  Systems  von 
Curven  auf  die  y  z -'Ebene. 

14.  Man  zeige,  dass  die  Monge' sehe  Methode  (4.  Aufgabe,  §.  154), 
wenn  wir  zunächst  in  Bezug  auf  x  und  z  integriren,  die  Lösung  der 
Gleichung  der  vorhergehenden  Aufgabe  in  der  Eorm 

(1  4-  2m)  x*  4-  ^  =  9>(y),     2^(1  -  x)  =  -  <p'(y) 
ergeben  würde,  und  wende  dieselbe   an,   um   die   vorhergehende  Aufgabe 
zu  losen  und  die  Resultate  zu  identificiren. 

15.  Man  integrire  die  simultanen  Gleichungen: 

d2x1  "ö  B      d2x2  3  B  d2  xn  3  B 

~d¥  ~~  Vx[i     dt2   ~  Vöc^  '"'  ~dW  ~~  ^Xn' 
in  denen  B  eine  Function  von 

(*i2  4-  xl  -V  — h  O 

ist.  Bin  et. 


¥  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen. 
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Neuntes    Capitel. 

Partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung. 

§.  176. 

Bisher  haben  wir  meistens  Differentialgleichungen  betrachtet, 
bei  denen  die  abhängige  Veränderliche  oder,  falls  ein  System  simul- 
taner Gleichungen  gegeben  war,  die  abhängigen  Veränderlichen 
als  Functionen  von  nur  einer  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen 
vorausgesetzt  wurden.  "Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  von 
Gleichungen  über,  in  welchen  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Veränderlichen  grösser  als  eins  ist  und  vorausgesetzt  wird, 
dass  nur  eine  einzige  abhängige  Veränderliche  vorhanden  sei.  Die 
letztere  wird  gewöhnlich  mit  z  bezeichnet;  ist  sie  eine  Function  von 
nur  zwei  Veränderlichen,  so  werden  diese  gewöhnlich  mit  x  und  y 
bezeichnet,  ist  z  aber  eine  Function  von  mehr  als  zwei,  etwa  von  n, 
Veränderlichen,  so  ist  es  üblich,  sie  mit  #l5  %2,  #3>  •••?  xn  zu  be- 
zeichnen.    Im   ersteren  Falle   bezeichnen  wir   die  ersten  partiellen 

dz  dz 

Differentialquotienten,  nämlich  - —  und  ^ — ,  bezüglich  mit  p  und  #; 

o  x  c  y 

im  letzteren  Falle  bezeichnen  wir  die  partiellen  Differentialquotienten 

dz      dz  dz  . 

Eine  Gleichung  mit  partiellen  Differentialquotienten  ist  eine 
Beziehung  zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen,  der  ab- 
hängigen Veränderlichen  (welche  eine  unbekannte  Function  jener 
Veränderlichen  ist)  und  den  partiellen  Differentialquotienten  der 
letzteren  in  Bezug  auf  die  ersteren;  sie  heisst  von  der  ersten 
Ordnung,  wenn  die  in  ihr  vorkommenden  partiellen  Differential- 
quotienten von  nicht  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sind,  von  der 
zweiten  Ordnung,  wenn  die  in  ihr  vorkommenden  partiellen  Diffe- 
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rentialquotienten  von  nicht  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
sind  u.  s.  w.  In  diesem  Capitel  wollen  wir  nur  Gleichungen 
von  der  ersten  Ordnung  betrachten. 

Es  kann  vorkommen,  dass  mehr  als  eine  einzige  Differentialglei- 
chung gegeben  sind,  die  sich  auf  dasselbe  System  von  Veränderlichen 
beziehen;  z.  B.  können  zwei  Gleichungen  zwischen  #,  oc,  y,ß,  q  be- 
stehen. In  diesem  Falle  könnten  beide  Gleichungen  gelöst  und  aus 
ihnen  Werthe  von  p  und  q  als  Functionen  von  x ,  y  und  %  herge- 
leitet werden;  diese  könnten  wir  in  die  Gleichung 

d 0  =  pdx  -{-  qdy 
substituiren  und  würden  so  eine  totale  Differentialgleichung  erhalten. 
Aehnlich  würden  beim  Vorhandensein  von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen n  Gleichungen  hinreichend  und  nothwendig  sein ,  um 
Pii  P21  -  •  •  1  Pn  zu  bestimmen ;  diese  n  Gleichungen  könnten  dann  dazu 
dienen,  um  eine  totale  Differentialgleichung  zu  erhalten.  Wenn 
aber  die  Anzahl  der  Gleichungen  geringer  ist  als  die  Anzahl  der 
partiellen  Differentialquotienten  und  daher  selbstverständlich  auch 
kleiner  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen ,  so  sind 
wir  nicht  mehr  im  Stande,  eine  totale  Differentialgleichung  herzu- 
stellen ;  gewöhnlich  ist  uns  nur  eine  einzige  Gleichung  gegeben,  die 
wir  dann  eine  partielle  Differentialgleichung  nennen. 

Wie  in  dem  Falle  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
ist  unter  der  Integration  der  Gleichung  die  Herleitung  aller  der- 
jenigen Werthe  von  8  zu  verstehen,  durch  deren  Substitution  die 
Differentialgleichung  eine  Identität  wird. 


Classification  der  Integrale. 

§•  177. 

Bevor  wir  die  Methoden  zur  Integration  und  solche  Classen 
von  Gleichungen  angeben,  die  sich  leicht  integriren  lassen,  ist  es 
nothwendig,  die  verschiedenen  Arten  der  Integrale  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  zu  classificiren  und  zu  beweisen, 
dass  diese  Classen  alle  möglichen  Integrale  der  Gleichung  in  sich 
schliessen.  Der  vollständigen  Allgemeinheit  wegen  müssten  die 
Behauptungen  bewiesen  werden  für  eine  Gleichung  von  n  Veränder- 
lichen, die  Beweise  werden  aber  für  eine  Gleichung  mit  nur  drei 
Veränderlichen  geführt;    diese  Beschränkung  hat  den  Vortheil,  dass 

21* 
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die  Gleichungen  kürzer  und  ihre  Anzahl  geringer  wird ,  während 
die  einfachste^Betrachtung  zeigen  wird,  dass  man  zum  allgemeinen 
Falle  übergehen  kann,  ohne  dass  irgend  welche  neue  analytische 
Schwierigkeiten  hinzutreten. 


§■  178. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  uns  zwischen  #,  #i,  x2,  x$  eine  Be- 
ziehung von  der  Form 

(1)    /(#,  Xi,  x2,  %,  ax,  «2,  <h)  =  ° 

gegeben,  in  welcher  %,  a2,  %  willkürliche  Constanten  sind,  und 
die  keine  Differentialquotienten  von  z  enthält.  Um  nun  p1 ,  p2 >  Pz 
zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichungen: 

¥*  +  ¥■=» 

dz  dxy 

(2)      ¥p*  +  ¥-=0 

w      dz  öx2 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  können  die  drei  willkürlichen 
Constanten  eliminirt  werden;  wären  in  (1)  mehr  als  drei  willkür- 
liche Constanten  vorhanden,  so  würden  diese  Gleichungen  zur 
Elimination  derselben  nicht  ausreichen,  während  zu  viel  Gleichungen 
vorhanden  wären,  wenn  weniger  als  drei  Constanten  vorkämen. 
Das  Resultat  der  Elimination  im  vorliegenden  Falle  möge  durch 

(Ä)     F(pup2,poö,  z,  %,  #2,  x-6)  =  0 

dargestellt  werden,  und  dieses  wird  die  partielle  Differentialgleichung 
sein,  welche  der  Integralbeziehung  (1)  entspricht. 

Umgekehrt  ist  diese  Integralbeziehung  (1)  eine  Lösung  von  (Ä), 
und  sie  enthält  drei  willkürliche  Constanten.  Wir  können  nicht 
mehr  als  drei  willkürliche  Constanten  in  einer  Lösung  von 
(A)  erwarten;  denn  wenn  wir  von  einer  solchen  Lösung  zu  der 
Differentialgleichung  übergehen  mittelst  der  Methode,  nach  welcher 
(Ä)  aus  (1)  erhalten  wurde,  so  können  nur  drei  Constanten  eliminirt 
werden.  Es  enthält  daher  (1)  die  grösste  Anzahl  von  willkürlichen 
Constanten,  welche   wir  in  einer  Lösung  von  (Ä)  erwarten  können. 
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Den  Namen  „vollständiges  Integral"  einer  partiellen 
Differentialgleichung  giebt  man  einer  Beziehung  zwi- 
schen den  Veränderlichen,  welche  ebenso  viele  willkür- 
liche Constanten  in  sich  schliesst,  als  unabhängige. Ver- 
änderliche vorhanden  sind. 


§.  179. 

"Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  a1}  a2,  a3  con- 
stant  seien,  und  haben  dann  die  Gleichung  (A)  aus  (1)  und  (2)  ab- 
geleitet. Wir  können  aber  auch  annehmen,  dass  %,  a2,  «3  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  sind  dieselben 
so  beschaffen,  dass  die  Formen  von  p1 ,  p2 ,  p%  ungeändert  bleiben, 
so  wird  die  Differentialgleichung,  die  wir  durch  die  Elimination 
dieser  Functionen  erhalten,  dieselbe  sein,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
Grössen  a  willkürliche  Constanten  waren,  da  die  rein  algebraische 
Elimination  sich  nicht  kümmert  um  den  Werth  der  eliminirten 
Grösse,  sondern  allein  um  deren  Form. 

Bei  der  neuen  Annahme,  dass  die  Grössen  a  Functionen  der 
Veränderlichen  #1?  x2,  %  seien,  werden  nun  die  Werthe  der  par- 
tiellen Differentialquotienten  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

=  0. 

Da  aber  die  Formen  von  ply  p2,  p$  dieselben  sein  sollen  wie 
vorher,  als  sie  durch  die  Gleichungen  (2)  gegeben  wurden,  so  müssen, 
damit  dies  der  Fall  sei,  die  Gleichungen  bestehen: 


0/ 

dz 

8/8/  d(h  df  8%  8/  8a8 
8%        8«!  dx1       8«2  8#i        8a3  8«i 

8/ 
87  Ä 

8  «2             8  «1    8  £2             8  «2    8  #2             8  «3    8  «2 

8/ 
87  *■ 

,^/+V8%,V9«2,_9/^3 
8%        8%  8  a;3        8a2  dx3       8  «3  8  <»3 

8/ 

dai 

dx1 

+ 

OL 

da2 

da2 

dx± 

+ 

8/ 
3% 

dx2 

+ 

_8/ 
öa2 

da2 

dx2 

+ 

3/ 

dcii 

dx% 

+ 

0/ 

da2 

da2 
dx% 

+ 

df_  das 

da%  dxi 


0 


8  »3   9#2 

8a3  d#3 


0. 
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Bezeichnet  B  den  Wertli  der  Determinante  : 


[§.  180.] 


d  cii 

dai 

'bx2 
d  d\ 


d  a2  d  a?) 

dxi  d  x1 

d  a2  d  a3 

d  x2 '  d%2 

d  a2  d  a3 


so  sind  die  vorstehenden  Gleichungen  äquivalent  mit 


(4) 


9  a± 


B 


8/ 

oa2 


0,     B 


dl 
d  cio 


0. 


Wenn  nun  B  nicht  verschwindet,  so  können  diese  nur  befriedigt 
werden  durch 


(B) 


0, 


dl 
ca2 


=  0, 


dl 
daz 


0, 


und  dies  sind  drei  Gleichungen,  welche  die  Werthe  von  %,  a2,  a3 
als  Functionen  der  Veränderlichen  bestimmen.  Die  Gleichung  (1) 
ist  auch  bei  dieser  Aenderung  der  Grössen  a  immer  noch  eine  Lösung; 
werden  die  eben  gefundenen  Werthe  für  dieselben  eingesetzt,  so 
erhalten  wir  eine  Lösung  von  (Ä),  welche  keine  willkürliche  Con- 
stanten enthält.  Ueberdies  wird  diese  Lösung  sich  offenbar  von 
einer  Lösung  unterscheiden ,  welche  keine  willkürliche  Constante 
enthält,  aber  aus  (Ä)  dadurch  abgeleitet  ist,  dass  den  Grössen  a^  a2,  a3 
in  (A)  specielle  constante  Werthe  zuertheilt  sind;  es  giebt  daher 
das  Resultat  der  Elimination  der  willkürlichen  Constan- 
ten zwischen  (A)  und  (B)  in  der  That  eine  neue  Lösung. 

Diese  Lösung  wird  ein  „singuläres  Integral"  genannt; 
sie  ist  eine  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen, 
welche  keine  willkürliche  Constante  enthält;  sie  ist 
jedoch  nicht  ein  besonderer  Fall  des  vollständigen  Inte- 
grals. 


180. 


Die  Gleichungen  (4)  werden  sämmtlich  befriedigt,  sobald  B  =  0 
ist,  und  da  wir  nun  annehmen,  dass  %,  a2,  a3  nicht  willkürliche 
Constanten,  sondern  Functionen  der  Veränderlichen  sind,  so  wird 
dieser   Gleichung   genügt  werden    durch    eine   Functionalbeziehung 
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zwischen  a1?  a2,  a3.  Diese  Functionalbeziehung  kann  beliebig  an- 
genommen werden,  so  dass  wir  schreiben  können : 

(C)         %  =  p(alT  %), 

wo  <p  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Multipüciren  wir  nun 
die  Gleichungen  (3)  bezüglich  mit  dxl,  d%2,  dx%  und  addiren  sie 
dann,  so  erhalten  wir: 

- —  <#%  4-   ~ —  <T?ß2   +"  ^~  ^as  =  0; 
dax  da2  daz 

aus  Gleichung  (C)  aber  erhalten  wir: 


somit: 


8qp  8<p 

m3  =  r —  dai  +  ~ —  da2j 
dax  da2 


Da  nun  ax  und  a2  von  einander  unabhängig  sind,  so  sind  ihre 
Aenderungen  dax  und  da2  ebenfalls  von  einander  unabhängig; 
damit  also  diese  Gleichung  befriedigt  werden  könne,  müssen  wir 
haben: 


(C) 


M.  +  -^  ^  =  o. 

öa2        tfa3  3ß2 


Diese  Gleichungen  (0)  reichen  aus,  um  %,  a2,  a3  als  Functio- 
nen der  Veränderlichen  zu  bestimmen,  und  die  so  erlangten  Werthe 
dieser  Grössen  werden  die  willkürliche  Function  (p  enthalten.  Wer- 
den dieselben  in  (1)  eingesetzt,  so  nimmt  die  Lösung  eine 
neue   von  den  beiden  anderen  verschiedene  Form  an. 

Diese  Lösung  wird  das  „allgemeine  Integral"  genannt; 
sie  ist  eine  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen, 
welche  zwei  (oder,  im  Falle  von  n  Veränderlichen,  n  —  1) 
von  einander  unabhängige  Functionen  dieser  Veränder- 
lichen zusammen  mit  einer  willkürlichen  Function  dieser 
zwei  (oder  n  —  1)  Functionen  enthält. 

Die  Gleichung  B  =  0  würde  auch  befriedigt  werden,  wenn 
wir  «3  zu  einer  willkürlichen  Function  von  a\  allein  oder  von 
a2  allein  machten,  so  dass  wir  auf  diese  Weise  zu  verschiedenen 
Classen  von  allgemeinen  Integralen  gelangen  würden;  indessen  sind 
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alle  diese  weniger  allgemein  als  das  frühere,  in  welchem  nur  eine 
einzige  willkürliche  Beziehung  zwischen  allen  Grössen  a  vorkam. 
Dies  erkennt  man  leicht  aus  folgender  Betrachtung  :  Wenn  in  Glei- 
chung (G)  a?)  entwickelt  würde  nach  Potenzen  von  %,  so  würden 
die  Coefficienten  willkürliche  Functionen  von  a2  sein,  während, 
wenn  a3  =  ij>  (%)  eine  willkürliche  Function  von  %  wäre  und  nach 
Potenzen  von  %  entwickelt  würde,  die  Coefficienten  nur  willkürliehe 
Constanten  sein  würden,  welcher  letztere  Fall  augenscheinlich  in 
dem  ersteren  enthalten  ist. 

§.  181. 
Es  ist  somit  klar,  dass  wir  drei  von  Grund  ans  verschie- 
dene Classen  von  Lösungen  partieller  Differentialglei- 
chung e.n  erhalten;  es  bleibt  also  nur  zu  zeigen  übrig,  dass 
es  keine  weiteren  giebt,  und  dies  wird'  durch  den  Beweis  des 
folgenden  Satzes  geschehen: 

Jede  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
ist  in  der  einen  oder  anderen  jener  drei  Classen 
von  Lösungen  der  Gleichung  enthalten,  welche 
durch  das  vollständige  Integral,  das  singulare 
Integral  und  das  allgemeine  Integral  gebildet 
werden. 

Es  stelle  (Ä)  die  Differentialgleichung  und  (1)  das  vollständige 
Integral  dieser  Gleichung  dar;  alsdann  werden  die  Gleichungen  (JB) 
und  (0)  das  singulare  und  das  allgemeine  Integral  liefern.  Irgend 
eine  andere  Lösung  der  Gleichung  möge  dargestellt  werden  durch 

(5)  4>(z,  #i,  #2»  <h)  =  0. 
Sobald  es  aber  zweckmässig  ist,  von  z  zu  sprechen,  als  ob  es 
explicit  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  ausgedrückt  sei, 
wollen  wir  uns  des  Buchstabens  Z  bedienen,  um  den  Werth  der 
abhängigen  Veränderlichen,  wie  er  sich  aus  (1)  ergiebt,  zu  be- 
zeichnen, des  Buchstabens  %  aber,  um  den  aus  (5)  abgeleiteten  Werth 
darzustellen.     Diese  letztere  Gleichung  ergiebt: 

dz  dx± 

dij>  dty 

dz  dx2 

djL      4._  dJL  =  o 

'dz  ^    !    dxz 
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Wenn  wir  nun  diese  Werthe  der  Differentialquotienten  mit 
denen  zur  Uebereinstimmung  bringen,  welche  durch  die  Gleichungen 
(2)  gegeben  sind,  so  erhalten  wir  die  drei  Gleichungen : 

d  x1  8  z        8  x1  8  z 

f6)    IL  dJL  _  d-±  IL  =  o 

^         dx2   d  8         dx2   d  8 

IL  dJL  __  >d±  11  =  o 

dxoo  d8         dx$   d# 

und  diese  bestimmen  die  Werthe  von  ax,  a2,  %  als  Functionen  von 
#i»  ^2?  %  und  der  abhängigen  Veränderlichen. 

Da  nun  (5)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist ,  so 
haben  wir: 

F(Pl,P2,  £>3>   S,  #1,   «2»   ®z)   =   °> 

und  da  auch  (1)  eine  Lösung  ist,  ebenso : 

F(Pi,P2,  2h>  Z>  %n  %2i  fy)  =  0, 
welche  letztere  befriedigt  ist,  wenn  die  Grössen  a  willkürliche  Con- 
stanten sind.  Diese  letzte  Gleichung  wird  aber  auch  befriedigt, 
wenn  die  Grössen  a,  anstatt  willkürliche  Constanten  zu  sein,  Func- 
tionen der  Veränderlichen  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese  Func- 
tionen derart  sind,  dass  sie  die  Formen  von  px ,  jp2 ,  j93  ungeändert 
lassen ;  wir  können  daher  die  Grössen  a ,  vorausgesetzt ,  dass  die 
erforderlichen  Bedingungen  erfüllt  sind,  ersetzen  durch  die  Functionen 
von  #!,  x2,  #3,  die  wir  als  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (6) 
erhalten  haben.  Geschieht  dies ,  so  sind  die  Werthe  von  p1 ,  p2 ,  pz 
dieselben  für  die  beiden  Formen  der  Gleichung  (4),  und  aus  der 
Vergleichung  dieser  beiden  Formen  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 
bestehen  muss : 

S  =  z, 

wo  in  Z  die   Constanten   %,  a2,  %    ersetzt   sind   durch   die  für  sie 
abgeleiteten  Werthe. 

Damit  die  Formen  von  p1,  p2,  p%  für  die  neuen  Werthe  dieser 
Grössen  a  ungeändert  bleiben,  müssen  die  drei  Gleichungen  von 
der  Form 

8/  8 1  _         df  dt 
dz  dxi  dz   dz 

=  dJL  (IL  +  Hdli  +  lLd^  +  lL^i 

dz  \dxx        dci)  dxi        daü  dxi        da^dxi 
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zugleich  mit  den  drei   Gleichungen    (6)  befriedigt   werden,   und  es 
müssen  daher  die  Werthe  von  a1 ,  a2 ,  %  den  Gleichungen  genügen : 


df  dax 

d  ax  dx1 
df  dai 

df  da2    ,     df  da%  _ 
da2  dx1        da^dxi 
1     df  d<h    -     df  8  03  _ 

=  0 
=  0 
=  0. 

dai  dx2 
df  dax 

da2  dx2        da$dx2 
■     df  da2         df  das  _ 

dax  dx% 

da2  dx%        da%  dxd 

Da  nun  diese  von  der  Form  der  Gleichungen  (3)  sind,  vermöge 
deren  wir  von  dem  vollständigen  Integral  zu  den  beiden  anderen 
Integralen  übergehen  konnten,  so  sind  die  Werthe  der  a  unter  denen 
enthalten,  welche  entweder  das  vollständige  oder  das  singulare  oder 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ergeben.  Da  ausserdem  die 
nothwendigen  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  auch 

t  =  z, 

oder  der  aus  der  gegebenen  Lösung  abgeleitete  Werth  von  z  fällt 
mit  dem  einen  oder  dem  anderen  der  drei  Hauptintegrale  zusammen. 

Hierdurch  ist  unser  Satz  bewiesen  und  gezeigt,  dass  die 
angenommenen  drei  Classen  alle  möglichen  Lösungen  in  sich 
schliessen. 

Wenn  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  (6)  die  Grössen  a 
sich  als  Constante  herausstellen ,  so  wird  die  gegebene  Lösung  ein 
besonderer  Fall  des  vollständigen  Integrals  sein ;  stellen  sie  sich 
als  Functionen  der  Veränderlichen  dar  und  besteht  zwischen  ihnen 
eine  Functionalbeziehung  von  der  Form 

«3  =  (p  («!,  %), 

so  ist  die  gegebene  Lösung  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Integrals ,  und  wenn  sie  sich  als  Functionen  der  Veränderlichen  er- 
geben, zwischen  denen  keine  Functionalbeziehung  besteht,  so  ist 
die  gegebene  Lösung  das  singulare  Integral. 

1.  Aufgabe.  Vorausgesetzt,  man  wisse,  dass  das  vollständige  Inte- 
gral von  z  =  p  q  sei : 

4z  ~  fax  +  —  .+  &), 

untersuche  man  die  Natur  der  Lösung: 

4  z  —  2xy  =  (x2 -\-  y2)  sec  a  -j-  (x2  —  y2)  fang  or. 
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2.  Aufgabe.     Angenommen,  man  wisse,    dass  das  vollständige  Inte- 
gral von  z  =  p  x  -\~  qy  sei : 

log z  —  alog x  -\-  (1  —  a)  logy  +  & > 

so  untersuche  man  die  Natur  der  Lösung : 

*  =  «""(!)• 

3.  Aufgabe.     Angenommen,    man  wisse,    dass  das   vollständige  Inte- 
gral von  z  ~  p  x  -{-  q  y  -{-  p  q  sei: 

z  —  ax  +  b  y  -{-  ab, 

so  untersuche  man  die  Natur  der  Lösung: 

#  -f-  #2/  =  0. 

§.  182. 

In  dem  Falle,  wo  nur  zwei  unabhängige  und  eine  ab- 
hängige Veränderliche  vorhanden  sind,  können  die  drei  als 
Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume  angesehen  und  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  verschiedenen  Integralen  können 
geometrisch  gedeutet  werden. 

Das  vollständige  Integral  ist  als  eine  Beziehung  zwischen 
X,  y  und  8  die  Gleichung  einer  Fläche  und  diese  Gleichung 
enthält  zwei  willkürliche  Parameter,  so  dass  das  vollständige 
Integral  ein  doppelt  unendliches  System  von  Flächen 
oder  ein  einfach  unendliches  System  von  Flächenfamilien 
darstellt.  Dieses  Integral  ist  von  der  Form: 
cp  (%,  y,  z,  a,  b)  =  0. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  machen  wir  einen 
der  willkürlichen  Parameter  zu  einer  willkürlichen  Function  des 
anderen,  z.  B.  b  =  &  (a),  und  eliminiren  a  zwischen  den  Glei- 
chungen : 

(p  (x,  y,  e,  a,  b)  =  0 

b  =  #  (a) 

o  a         ob 
Diese  Operation  ist  in   "Wirklichkeit   äquivalent   mit  der  Aus- 
wahl einer  bestimmten  Flächenfamilie  aus  dem  System  von  Flächen- 
familien  als  Repräsentantin   und  dem  Aufsuchen  ihrer  Enveloppe. 
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Wenn  eine  besondere  Familie  genommen  wird  (was  geschieht,  so- 
bald fr  zu  einer  bestimmten  Function  von  a  gemacht  wird  an  Stelle 
einer  willkürlichen  Function),  so  ist  die  Gleichung  der  Enveloppe 
ein  particulärer  Fall  des  allgemeinen  Integrals.  Die  obigen  Glei- 
chungen, so  wie  sie  dastehen,  repräsentiren  eine  Curve,  die  auf.  der- 
jenigen Oberfläche  der  Familie  liegt,  deren  Parameter  a  ist,  wäh- 
rend die  Gleichung ,  welche  durch  Elimination  von  a  aus  ihnen . 
hervorgeht,  die  Enveloppe  der  Familie  darstellt;  mithin  berührt  die 
Enveloppe  diejenige  Fläche,  welche  durch  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen dargestellt  wird ,  längs  der  Linie ,  welche  durch  alle  drei 
Gleichungen  dargestellt  wird.  Diese  Curve  heisst  die  Charakteristik 
der  Enveloppe,  und  das  allgemeine  Integral  stellt  somit  die 
Enveloppe  einer  Flächenschaar  dar,  wenn  man  sich  diese 
Enveloppe  als  aus  ihren  Charakteristiken  entstanden 
denkt. 

Um  das  singulare  Integral  zu  erhalten,  eliminiren  wir  die 
Parameter  a  und  b  zwischen  den   Gleichungen : 

(p  0,  y,  z,  a,  V)  =  0 

da 

dl 

Diese  Operation  entspricht  der  Auffindung  der  Enveloppe  aller 
Flächen,  welche  in  dem  vollständigen  Integral  enthalten  sind.  Die 
obigen  drei  Gleichungen  geben  den  Berührungspunkt  der  besonderen, 
durch  die  erste  von  ihnen  dargestellten  Fläche  mit  der  allgemeinen 
Enveloppe.  Das  singulare  Integral  repräsentirt  demnach 
die  allgemeine  Enveloppe  aller  in  dem  vollständigen 
Integral  enthaltenen  Flächen. 

Wenn  nun  die  Elimination  stattgefunden  hat,  so  dass  wir  eine 
Beziehung  zwischen  x,  y  und  z  erhalten  haben ,  so  müssen  wir  erst 
untersuchen,  ob  die  erhaltene  Gleichung  auch  die  der  Enveloppe  ist 
und  nicht  etwa  die  Gleichung  eines  der  Oerter,  welche  durch  die- 
selben Gleichungen  dargestellt  werden  können.  Solche  Oerter  sind 
z.  B.  der  Ort  der  c (mischen  Punkte  und  der  Ort  der  Doppellinien, 
von  denen  keiner  der  Differentialgleichung  genügt.  Wir  müssen 
daher  das  Resultat  (wenn  wir  es  nicht  auf  den  ersten  Blick  als  die 
Gleichung  der  Enveloppe  erkennen  können)  in  die  Differential- 
gleichung substituiren  und  können  es  nur  dann  als  singuläres  Inte- 
gral gelten  lassen,  wenn  es  überhaupt  eine  Lösung  ist. 
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Es  ist  möglich,  dass  das  ganze  System  von  Flächen  keine  all- 
gemeine Enveloppe  zulässt,  dann  wird  es  aber  auch  für  die  betreffende 
Differentialgleichung  kein  singuläres  Integral  geben,  und  das  Nicht- 
vorhandensein desselben  wird  durch  die  Gleichungen  angezeigt 
werden,  welche  wir  gewöhnlich  benutzen,  um  es  zu  erhalten.  Bei- 
spiele hierzu  werden  nachher  gegeben  werden. 

Als  ein  Beispiel,  um  die  vorhergehende  Discussion  der  geo- 
metrischen Beziehungen  zwischen  den  Integralen  zu  veranschau- 
lichen, betrachten  wir  die  Gleichung 

(1)     ax  -f  by  +  cz  =  (a2  +  52  +  c2)2  =  l, 

welche  zwei  von  einander  unabhängige  Constanten  enthält.  Es  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

(Ä)     (xp  +  yz  -  z¥  =  1  +  P2  +  Z\ 
und  dass  die  allgemeine  Enveloppe  aller  in  (1)  enthaltenen  Ebenen 
die  Kugel  ist: 

(2)     x2  +  iß  +  ^  =  1. 

Mithin  ist  (2)  das  singulare  Integral  von  (Ä),  und  die  durch 
(2)  dargestellte  Kugel  berührt  jede  der  durch  (1)  dargestellten 
Ebenen  in  einem  Punkte. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  eliminiren  wir  a 
zwischen 

ax  +  yf(a)  +■  zll-a*  -ß  (a)]3  =  l, 

x  +  yf(a)-~  e T./W./         i  _  0) 

[l-a»-/>(o)F 

worin  f(a)  eine  willkürliche  Function  ist.  Dieses  ist  augenschein- 
lich die  Enveloppe  einer  Schaar  von  Ebenen ,  deren  Gleichung  nur 
einen  Parameter  enthält,  sie  ist  also  eine  abwickelbare  Fläche.  Die 
Gleichung  jeder  abwickelbaren  Fläche,  welche  die  Kugel  einhüllt, 
ist  also  in  dem  obigen  allgemeinen  Integral  enthalten.  Die  Ope- 
ration, durch  welche  b  zu  einer  Function  von  a  gemacht  wird,  ist 
gleichbedeutend  mit  dem  Ziehen  einer  bestimmten  Curve  auf  der 
Kugel,  und  die  abwickelbare  Fläche  ist  die  Enveloppe  der  Tangential- 
ebenen der  Kugel  in  denjenigen  Punkten,  welche  auf  dieser  Curve 
liegen. 

§.  183. 

Die  Auseinandersetzung  in  §.  179  zeigt,  wie  das  singulare 
Integral   aus   dem   vollständigen  Integral  hergeleitet   werden  kann ; 
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es  ist  jedoch  auch  möglich,  dasselbe  wie  bei  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  direct  aus  der  Differentialgleichung 
abzuleiten. 

Der  Kürze  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  nur  zwei  unabhängige 
Veränderliche  vorhanden  seien.  Alsdann  sei  die  Differentialgleichung : 

ip(x,  y,  z\  p,  q)  =  0, 
von  welcher  das  vollständige  Integral  ist: 

F(x,  y,  z,  a,  b)  =  0, 
worin  a  und  b  willkürliche  Constanten  sind.   Das  singulare  Integral 
wird  erhalten ,   wenn  wir  die  Gleichung  ^=0   verbinden  mit   den 
Gleichungen : 

{Ä)     ^  =  0    und    |?  =  0. 

v    J      Ca  Ob 

Da  F  =  0  das  Integral  der  Differentialgleichung  ty  =  0  ist, 
so  werden  die  aus  dem  Integral  abgeleiteten  Werthe  von  z,p,  q 
die  Gleichung  ijj  •=  0  identisch  erfüllen,  und  durch  Einsetzung  der 
aus  .F=0  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  q  (aber  nicht  desjenigen 
von  z)  wird  im  Allgemeinen  ty  =  0  gleichbedeutend  werden  mit 
der  Integralgleichung.  Ist  nun  diese  letztere  Substitution  ausge- 
führt, so  dass  p  und  q  durch  Functionen  von  x,  y,  z,  a,  b  ersetzt 
sind,  so  müssen  wir,  um  das  singulare  Integral  zu  finden,  die  ana- 
logen Gleichungen   wie  in  (^i)  bilden,  und  diese  Gleichungen   sind: 

dty   dp       dij)  d  q 

dp   da       dq  da 

d^_dp        dijj  dg  __ 

dp   db         d  q  db 

Diese  Gleichungen  können  auf  zweierlei  Art  befriedigt  werden: 

1)  dadurch,  dass  wir  setzen  : 

3  ^  _  dty  m 

dp  dq  ' 

d  ty  d  ip 

2)  dadurch,  dass,  wenn  - —  und  — —  nicht  verschwinden, 

dp  dq 

d  p  d  q        dp  d  q  

da  db        db  o  a 

ist.     Die  letztere  Gleichung  hat  eine  Beziehung  zur  Folge  von   der 
Form: 

9  (iV  2)  =  0, 
welche   weder  a  noch  b  enthält,  wohl   aber   die  Grössen   enthalten 
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kann ,  mit  denen  a  und  b  in  den  Ausdrücken  für  p  und  q  multi- 
plicirt  sind,  d.  h.  Grössen,  welche  von  %,  y  und  g  abhängen.  Wenn 
beide  willkürlichen  Constanten  in  den  Ausdrücken  von  p  und  q  vor- 
kommen (was  nicht  immer  der  Fall  ist) ,  so  würde  die  Gleichung 
cp  =  0  aussagen,  dass  sie  in  der  That  nur  eine  sind  oder  dass  die 
eine  von  ihnen  eine  Function  der  anderen  ist.  Die  benutzten 
Gleichungen  geben  dann  das  allgemeine  Integral,  auf  welches  es 
uns  jetzt  nicht  ankommt. 

Wir  kehren  also  zurück  zu 

— —  =  0    und    TT—  =  0. 
dp  o  q 

Die  Elimination  von  p  und  q  zwischen  diesen  beiden  und  ty  =  0 
wird  eine  Beziehung  zwischen  oo,  y,  z  liefern,  welche  unabhängig 
von  jeder  willkürlichen  Constanten  ist.  Wenn  diese  Beziehung 
der  Differentialgleichung  genügt,  so  ist  sie  das  singulare 
Integral,  und  wenn  andererseits  das  Integral  nach  dieser  Me- 
thode gefunden  worden  ist,  so  muss  man  nothwendig  prüfen ,  ob 
auch   die  Differentialgleichung  dadurch  befriedigt  wird. 

Der  Grund,  weshalb  diese  Vorsicht  nöthig  ist,  ist  demjenigen 
ähnlich,  welcher  die  entsprechende  Vorsicht  bei  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  nöthig  macht.  Haben  die  dargestellten 
Flächen  eine  Enveloppe,  so  wird  diese  durch  die  Gleichungen 

■ip  =  0,  -^~  =  0,  -£-  =  o 
dp  o  q 

wirklich  gegeben  werden.  Dieselben  Gleichungen  werden  aber  auch 
befriedigt  werden  durch  die  Coordinaten  jedes  singulären  Punktes 
auf  einer  der  Flächen,  welche  durch  das  vollständige  Integral  dar- 
gestellt werden;  der  Ort  dieser  singulären  Punkte  ist  jedoch  augen- 
scheinlich keine  Lösung  der  Gleichung.  Die  Gleichungen  werden 
ebenfalls  befriedigt  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes  P,  in 
welchem  sich  zwei  verschiedene  Flächen  des  Systems  berühren,  und 
somit  durch  die  Gleichung  der  Fläche,  welche  der  Ort  dieser  Punkte 
ist.  Aber  diese  Fläche  hat  nicht  nothwendig  zur  Tangentialebene 
in  P  die  Tangentialebene,  welche  den  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lich ist,  und  daher  sind  diejenigen  Werthe  von  p  und  q  (welche  ja 
die  Bichtungscosinusse  der  Tangentialebene  bestimmen),  die  aus  der 
Gleichung  dieses  neuen  geometrischen  Ortes  abgeleitet  sind,  nicht 
die  Werthe  von  p  und  q ,  welche  der  gegebenen  Gleichung  t/>  =  0 
genügen.  Ein  solcher  geometrischer  Ort  entspricht  dem,  was  wir 
früher  den  Ort   der  Berührungspunkte  genannt  haben  (§.  28),  und 
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da  dieser  geometrische  Ort  nicht  der  einzige  (ausser  der  Enveloppe) 
ist,  welcher  vorkommen  kann,  so  ist  eine  Untersuchung  nothwendig, 
ob  auch  die  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  der  Differentialgleichung 
genügt. 

1.  Aufgabe.     Die  Differentialgleichung 

Ä*(i  +P*  +  as)  =  v  {(x  +  vey  +  (y  +  qz)>] 

hat  zu  ihrem  vollständigen  Integral: 

(x  —  acoscc)2  -\-  (y  —  asina)2  -(-  z2  —  X2  a2, 
wobei  k  eine  bestimmte  Constante  ist.     Bilden  wir   die  Enveloppe 
dieser  Kugel,  indem  wir  setzen : 

F  =  (x  —  acosa)2  -\-  (y  —  asina)2  -j-  z2  —  X2  a2  =  0 

da  '    da 

so  finden  wir  leicht,  dass  dieselbe  ist: 

X2(x2  -f  %ß  +  z2)  =  z2. 
Setzen  wir  nun  : 

H>  =  z2(l  +  p2  +  q2)  -  l2  {(x  -f  pz)2  +  (y  -f  2*)3}, 
und  befolgen  wir  die  Vorschrift,  nach  welcher  das   singulare  Inte- 
gral aus  der  Differentialgleichung  abzuleiten  ist,  so  erhalten  wir: 

— ^-  =  2p  z2  —  2X2z(x  +  pz)  =  0 
dp 

Tp  =  2qz2  —  2l2z(y  +  qz)  =  0. 

Den  letzten  beiden  Gleichungen  wird  genügt  durch  z  =  0,  welches, 
obwohl  frei  von  p  und  #,  doch  keine  Lösung  der  Differential- 
gleichung ist.  In  der  That  sieht  man  durch  Zeichnung  einer  Figur 
leicht,  dass  z  =  0  ein  Ort  der  Berührungspunkte  ist,  da  es  diejenige 
Ebene  ist,  welche  die  Berührungspunkte  der  verschiedenen  nicht 
auf  einander  folgenden  Kugeln  enthält ,  welche  dadurch  erhalten 
werden,  dass  man  a  und  cc  alle  möglichen  Werthe  stiebt. 


(x  —  a  cos  fr)2  -|-  (y  —  a  sin  fr)    — x_  2 


2.  Aufgabe.     Wir  betrachten  das  System  von  Tiegeln: 

'  z_ 

in  welchem  m  und  fr  die  willkürlichen  Constanten  sind.  Die  ent- 
sprechende Differentialgleichung  ist  leicht  zu  finden.  Die  Gleichungen , 
welche  die  Enveloppe  bestimmen,  sind: 
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sin  &  (x  —  a  cos  &)  —  cos  &  {y  —  a  sin  %)  =  0 


mz        m 
Diese  werden  sämrritlich  befriedigt  durch 

o,  •    o,  a 

x  =  acosv1,  ij  =  asmv,  8  —  — , 

und  hieraus  folgt : 

X2    -f    y*  _   a2? 

während  8  willkürlich  bleibt. 

Die  Gleichungen  werden  auch  befriedigt  durch 

g  =  — .    xsinv  =  ijcosft, 
m  ' 

und  das  entsprechende  Eliminationsresultat  ist: 

*»  +  »«  =  («  +  ia< 

Die  letzte  Gleichung  stellt  die  Enyeloppe  dar;  das  doppelt  un- 
endliche System  von  Kegeln  wird  erzeugt,  indem  alle  die  geraden 
Kreiskegel,  deren  Spitzen  auf  der  Scheiteltangente  einer  Parabel 
liegen  und  deren  eine  Seitenkante  zusammenfällt  mit  der  durch  die 
Spitze  des  Kegels  gehenden  Tangente  der  Parabel,  um  die  Directrix 
der  Parabel  rotiren.     Die  Gleichung 

x2  -)-  y2  = =  a2 

stellt  den  Cylinder  dar,  auf  welchem  alle  die  (singulären)  Kreise 
liegen,  die  die  geometrischen  Oerter  für  die  Spitzen  der  Kegel  bei 
der  Rotation  um  die  Directrix  sind. 

Zur  weiteren  Belehrung  über  die  singulären  Integrale  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  lese  man  eine  Abhandlung 
von  Darboux  in  den  Memoires  de  V Institut  de  France,  t.  27 
(1880)  nach. 


Lagrange's  lineare   DifFerentialgleieliiiiig. 

§•  184. 

Wir  haben  gesehen,  dass  es  unter  den  Integralen  einer  Diffe- 
rentialgleichung eins  giebt  —  das  allgemeine  Integral  — ,  in  dessen 
Ausdruck    eine  willkürliche   Function    auftritt;    die   Ableitung    der 

Forsyth,  Differentialgleichungen.  22 
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Differentialgleichung  aus  dem  Integral  erfordert  die  Elimination 
dieser  willkürlichen  Function.  Die  einfachste  Form,  welche  es  für 
ein  Integral  dieser  Art  giebt,  ist  im  Falle  zweier  unabhängigen 
Veränderlichen  die  Gleichung  r 

(1)      <p(u,v)  —  0, 
in  welcher  cp  ein  willkürliches  Functionssymbol  ist  und  u  und  v  be- 
stimmte Functionen   von  x,  y,  z  sind.     Um  cp  zu  eliminiren,   diffe- 
rentiiren    wir    nach    jeder    der    unabhängigen    Veränderlichen    und 
erhalten : 

du\    ,.dcp 

dz)        cv 

du\    ,    dcp 

dz)        dv  \dy  ^  *  di 


dcp 
du 


dcp 

d  u 
und  daher: 


d  u 

dx 

dll 


4-  v 


f  ^  r^+P 


dv 
dx 
dv 
dy 


dz 

dv 


0 


=  0, 


cu 


dx  +  p  dz 

oder  geordnet 


ov 
dy 


Cv 
dz 


du 


(2) 


dy 

Pp  +  <2a  =  -R, 
Q        _ 


cu 

dz 


dv 
dx 


dv 


E 


du    du 


dy'  dz 

dv     dv 


du    du 


dz'  dx 
dv     dv 


dy  'dz  dz'  dx 

oder,  was  hiermit  gleichbedeutend  ist, 
-,.  du 


d  u    d  u 


dx'  dy 
dv    dv 


dx'  dy 


(3) 


dx 

dx 


dy  dz 

Q^  +  zp- 

dy  dz 


=  0 


ist. 


Wenn  daher  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (2)  ge- 
geben ist,  in  welcher  die  Differentialquotienten  linear  auftreten, 
während  die  Grössen,  mit  denen  dieselben  multiplicirt  sind,  irgend 
welche  Functionen  von  x,  y,  z  sein  können,  so  erhalten  wir  in  (1) 
ein  zugehöriges  Integral,  vorausgesetzt,  dass  wir  u  und  v  finden 
können,  um  sie  in  diese  Integralgleichung  einzusetzen.  Eine  Diffe- 
rentialgleichung von  dieser  Form  heisst  linear;  die 
Schwierigkeit  bei  der  Lösung  derselben  besteht  nur  in  der  Ablei- 
tung  der  Functionen  u  und  v. 


[§.  185.1     Partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung. 
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§.   185. 


S 


Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  u  =  a  und  v  =  b  betrachten, 
worin  a  und  b  willkürliche  Constanten  sind ,  und  die  Differential- 
gleichung bilden,  die  ihnen  entspricht.     Wir  erhalten: 


cu 
dx 


dx 


du  du 

~ —  dy   -f-  TT—  dz  =  0 

dy  dz 


und  daher: 


dv    _ 

7; —   CIX 
CX 


dx 


dy 


dy 


dv 

w—  dz 
dz 


dy 


0 


dz 


d  u 

du 

du 

du 

du 

d  u 

dt/ 

dz 

dz1 

dx 

dx' 

dy 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

cy' 

oz 

dz' 

dx 

dx' 

dy 

oder : 


(4) 


dx 


dy 

Q 


az 


Dies  sind  die  Differentialgleichungen ,  die  u  =  a  und  v  =  b 
zu  ihren  Integralen  haben;  dieselben  können  unmittelbar  aus  den 
Coefncienten  der  Differentialgleichung  gebildet  werden.  Wir  er- 
halten daher  die  folgende  Regel*): 

Urn   ein  Integral  der  linearen   partiellen  Differen- 
tialgleichung 

Pp  +  Qq  =  B 

zu  erhalten,  schreibe  man  die  Hülfsgieichungen  hin: 

dx  dy  dz 

~F  ~~  ~Q    ~  ~R 

und   suche  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale 
der  letzteren.     Sind  dieselben: 

u  =  a    und    v  ■=  b, 


*)  Die  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  sowie 
die  Classification  der  Integrale  von  Gleichungen  erster  Ordnung  ist  zuerst 
von  Lagrange  gegeben  worden.  Die  Hülfsgieichungen  (4)  werden  zu- 
weilen die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  genannt.  Anm.  d.  Verf. 

22* 
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so    ist    ein    Integral    der    partiellen    Differentialglei- 
chung gegeben  durch: 

<p  (u,  v)  =  0, 
worin  <p  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Eine  willkürliche  Functionalbeziehung  zwischen  u  und  v  von 
irgend  welcher  Form  genügt;  z.  B.  können  wir  setzen: 

u  —  ip  (v) , 
wo  ty  eine  willkürliche  Function  ist. 

§.  186. 

Vermittelst  dieser  Eegel  können  wir  ein  Integral,  welches  eine 
willkürliche  Function  enthält,  finden;  es  wird  nun  zu  zeigen  sein, 
dass  es  das  allgemeinste  Integral  ist,  das  es  giebt,  insofern  es  alle 
Lösungen  der  Differentialgleichung  in  sich  schliesst.     Es  möge 

H>(%,  y,  z)  =  0 
eine  Lösung  der  Gleichung  sein  : 

Pp  +   Qi  =  B, 
während  die  nach  obiger  Regel  gefundene  Lösung 

cp  (u,,v)  =  0 


dz 
2^  =  0. 

OZ 


ist. 

Nach  den  Gleichungen  (3)  ist  dann: 

p^+q^  +  b] 

ex             dy            t 

öx             dy            < 

"Wegen 

1p  (x,  y,  z)  =  0  haben  wir : 

dip       difj 
dx       dz 
dtp       dty 

~-  -f  ~-  a  =  o. 

dy        dz 

Durch  Substitution   dieser  Werthe  von  p  und  q  in  die  Differential- 
gleichung ergiebt  sich : 

öx    '    L  dy  dz 


[§.  187.]      Partielle -Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung. 
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dx  ' 

dxi> 

dg' 

8^ 
dz 

du 

Wx1 

du 
dy' 

du 
d~z 

dv 

dx  ' 

dv 

dv 

d~z 

Wir  haben   daher  drei   Gleichungen,   welche   linear  sind  in  P, 
Q  und  B.    Werden  diese  Grössen  eliminirt,  so  erhalten  wir: 


'=  0. 


Es  besteht  daher  eine  bestimmte  Functionalbeziehung  zwischen 
tp,  u,  v\  dieselbe  sei: 

worin  F  eine  bestimmte  Function  ist.     Die  Lösung  ty  (x,  y,  z)  =  0 
ist  daher  dieselbe  wie 

F(u,  v)  =  0, 

und  da  F  eine    bestimmte  Function   ist,  während  (p   eine   willkür- 
liche Function  war,  so  ist  diese  Lösung  enthalten  in: 

<p  (ti,  v)  =  0, 

d.  h.   sie  ist   enthalten   in   der   Lösung,  die   wir   durch   die    in  der 
Kegel  angeführte  Methode  erhalten  haben. 

Diese  Lösung  ist  daher  die  allgemeinste  Lösung  von 
dieser  Form,  die  es  giebt;  sie  entspricht  offenbar  dem  allgemei- 
nen Integral. 


§.  187. 

Znsatz.  Die  Gleichungen  u  —  a  =  0  und^' — 5  =  0  sind 
Integrale  der  Differentialgleichung.  Denn  die  allgemeine 
Lösung  kann  geschrieben  werden: 

u  =  ijj  0), 

worin  if>  eine  willkürliche  Function  ist.  Nimmt  man  dann  ty  (v)  =  av°, 
wo  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  geht  die  Gleichung 
über  in  u  —  a  =  0,  welches  das  erste  der  angegebenen  Integrale  ist. 
Analog  ergiebt  sich  das  zweite. 

Diese  Resultate  können  auch  unabhängig  von  dem  Obigen  ge- 
funden werden.     Der  vorhergehende  Paragraph  zeigt,  dass,   damit 
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ty  (oc,  y,  z)  =  Ö    ein    Integral    sein  könne,    die    Gleichung  bestehen 
muss : 

dx  oy  es 

nun  sind  aber   die  Gleichungen 

ox  oy  es 

cx  oy    .         es 

wirklich  erfüllt;  mithin  sind  M1 — #  =  0  und  v  —  5  =  0  Integrale. 


Wir  sehen  daher,  dass,  wenn  nur  eine  einzige  willkürliche 
Function  einfach  (d.  i.  ohne  irgend  welche  Ableitungen)  in  einer 
Integralgleichung  vorkommt,  die  entsprechende  Differentialgleichung 
nothwendig  linear  ist,  und  dass  die  lineare  Differentialgleichung  zu 
ihrem  allgemeinsten  Integral  eine  Gleichung  hat,  in  welcher  eine 
willkürliche  Function  vorkommt.  Wir v  können  daher  schliessen, 
dass  im  Falle  einer  nicht  linearen  Differentialgleichung  die  willkür- 
liche Function,  welche  zum  allgemeinen  Integral  erforderlich  ist, 
nicht  in  einer  Weise  auftreten  kann,  die  analog  ist  derjenigen,  in 
welcher  die  willkürliche  Function  in  der  vorigen  Gleichung  auftritt. 
In  der  That  wird  mit  ihr  zugleich  ihr  erster  Differentialquotient  in 
der  allgemeinen  Stammgleichung  auftreten. 

§.  189. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  uns  selbst  auf  den  Fall  zweier 
unabhängigen  Veränderlichen  beschränkt;  der  Beweis  des  Verfah- 
rens im  Falle  von  n  unabhängigen  Veränderlichen  ist  in 
allen  Stücken  derselbe  wie  der  frühere  und  die  entsprechende 
Begel  lautet: 

Um    das    allgemeinste    Integral     der  linearen   Glei- 
chung 

zu  erhalten,  schreibe  man  die  Hülfsgieichungen  hin: 
dx1   dxo  äxn äs 

J\  ~  p^  ~~  ' ' '  ~  p^  "~~  ~r  ' 
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und  suche  n  unabhängige  Integrale    derselben.     Sind 
dieselben: 

11 1   :=^  &\^     U<%   ■ Cl<2 ,   .  .  . ,  tl/yi  ^^  Gn 

und  verbindet  man   diese   Grössen  u  durch   eine  will- 
kürliche Functionalbeziehung: 

(p(uu  u2,  ...,  un)  =  0, 
so  ist  diese  Gleichung  das  gesuchte  Integral. 

Der  Beweis  hiervon,  sowie  der  des  entsprechenden  Zusatzes, 
nämlich  dass  Ui  =  ai,  w2=a2,  ...,  un  ==■  an  Integrale  der 
Gleichung  sind,  ist  nicht  schwierig. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

xp  4~  vi  =  %> 

Die  Lagrange' sehen  Hülfsgieichungen  sind: 

dx dy  __  dz 

x  y  z  ' 

von  denen  zwei  Integrale  sind: 

g  —  ay,    z  =  bx. 

Daher  ist  die  Lösung  der  Gleichung: 

\y     xj 

Dieselbe  lässt  sich  darstellen  in  den  Formen  : 

y  W     y  \yJ 

die,  wie  leicht  zu  sehen,  alle  drei  einander  äquivalent  sind. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(mz  —  ny)p  +  {nx  —  lz)q  =  ly  —  mx. 

Die  Lagrange' sehen  Hülfsgieichungen  sind: 
dx  dy  dz 


mz  —  ny        nx  —  Iz        ly  —  mx1 
und  daher: 

xdx  -f~  ydy  ~\-  zdz  =  0,    also    x2  ~\-  y2  -f-  z2  =  a, 

und 

Idx  +  mdy  +  ndz  =  0,    also    Ix  +  myA-nz  =  b, 
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und  das  Integral  der  Gleichung  ist: 

ix  4-  mv  +  w#  =  9  (^2  +  y2  +  #2)- 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen; 

(1)  x2p —  xyq-\-y2~0. 

(2)  Ä^  +  2/^g'=a;-2/. 

(3)  (y2  +  £2  —  ^2)  jö  —  2  <r  y  q  +  2  # #  =  0. 

(4)  £ —  #p  —  2/#  =  a  [x2-\-y2-\-  z2)^. 

(5)  (a  —  #)#  4~  (&  --  y)  ff  =  c  —  *. 

(6)  {y'6x—2xi)p+{2tji  —  x*y)q  =  9z{x*  —  ys). 

( 7)  p  tang  x  -\-  q  tang  y  =  £aw#  #. 

(8)  (IIa;  —  6y+2z)p  —  (6x  —  lOy +42)q=z2x— 4y-\-Q*. 

(9)  X1p1  +  {Z  +  X3)p2  4-  {z  4-  #2)  j93  =^2  4-  ff8. 

4.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

(%  +  %   +  #).Pl  +  (#3   +  #1  +  #)l>2  +  6*1  +  ^2  +  *)#3  =  «1  +  %  +  #3 

Die  Lag  ränge'  sehen  Hülfsgieichungen  sind : 

dxi  d%2  ^%  ^# 

#2  +  H  +  #  %   +  #1  +  #  #1  +  %  +  #  #1  +  X2  +  ^3 

Jeder  von  diesen  gleichen  Brüchen  ist  gleich: 

dz —  dxi   dz  —  dx2  dz  —  dx%  dzA-dx^  -\-dx2  -\-dXz 

—  0  —  %)  ~~  —  (z  —  x2)  —  —  (z  —  fl?3) —    3 (* 4- xx  4- %  +  %) 

Die  Integrale  hiervon  sind: 


£ %  £  —  a?3  £  —  #3 

und  daher  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

<b\{*-xü$k,  {z-x2)SV^{z-xz)S^}  =  0, 
worin  S  steht  für 

#    +    %    +    %    +    #3- 

5.  Aufgabe.     Man   zeige,    dass,   wenn    in    der   letzten    Aufgabe   für* 
z  —  0  die  Veränderlichen  durch  die  Relation 

*?  4-  x!  4-  %■!  =  1 
verbunden  sind,  alsdann  das  Integral  ist: 

(Mansion). 
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6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  %)lX1    +  2h%2    +-  P3®3    =   nZ- 

(2)  plXl  +  p2x2  ■+  j93^3  =  as  -f  ^2- 

(3)  ^2'r3^Pl    ~f"   ^3^1'^2    +"   ^1^2  ^3    ~   Äi  #2^3* 


Haupt  formen. 


Bevor  wir  die  Methode  angeben ,  welche  auf  die  Integration 
der  allgemeinsten  Gleichung  erster  Ordnung  anwendbar  ist,  ist  es 
zweckmässig,  auf  wenige  Haupt  formen  von  Differential- 
gleichungen aufmerksam  zu  machen,  welche  ein  sehr  kurzes 
Integrationsverfahren  zulassen  und  auf  deren  eine  oder 
andere  viele  Gleichungen  sich  reduciren  lassen.  Da  die 
allgemeine  Methode  gewöhnlich  viel  länger  ist,  als  die,  welche  für 
irgend  eine  von  diesen  Hauptformen  zum  Ziele  führt,  so  ist  es  vor- 
teilhaft, zunächst  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung  unter  einer 
von  ihnen  enthalten  ist. 

§.  191. 

I.  Hauptform :  Gleichungen,  in  denen  die  Veränder- 
lichen nicht  explicit  vorkommen;  derartige  Gleichungen  kön- 
nen in  der  Form  geschrieben  werden: 

*  (p,  4)  =  o. 

Eine  Lösung  von  dieser  ist  augenscheinlich: 
z  =  ax  +  ty  +  c? 
vorausgesetzt,  dass  a  und  b  der  Bedingung  genügen: 

<i\)  (a,  b)  =  0. 

Ist  dann  b  —  f(a)  der  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebende 
Werth  von  fr,  so  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  : 

$  =  ax  +  yf(d)  +  c.  * 

Das  allgemeine  Integral  und  das  singulare  Integral  muss  bei 
jeder  Gleichung  ebenso  gut  angegeben  werden,  wie  das  vollständige 
Integral,  sonst  ist  die  Gleichung  nicht  als  vollständig  gelöst  zu  be- 
trachten. 
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Gleichungen ,  welche  nicht  unmittelbar  unter  diese 
Hauptform  fallen,  können  doch  häufig  durch  Aenderung 
der  Veränderlichen  auf  diese  Form  gebracht  werden.  So  kön- 
nen z.  B.  Functionen  von  x,  welche  in  der  Gleichung  vorkommen, 
eine  Verbindung  mit  p  und  Functionen  von  y  eine  Verbindung  mit 
q_  gestatten.  Eine  solche  für  irgend  eine  Gleichung  erforderliche 
Aenderung  der  Veränderlichen  kann  aber  nur  nach  den  besonde- 
ren Verhältnissen  der  Gleichung  bestimmt  werden ;  es  giebt  keine 
allgemeine  Vorschrift,  da  eine  Gleichung  nicht  immer  auf  diese 
Form  gebracht  werden  kann. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

pq  =  h. 
Das  Vorhergehende  zeigt,  dass 

z  ■=.  ax  -[-  l>y  +  c 
eine  Lösung  ist,  vorausgesetzt,  dass 

al)  =  h 
ist.     Daher  ist  das  vollständige  Integral: 

z  =  ax  -j y  -f-  c. 

Das  allgemeine  Integral  wird  erhalten,  wenn  man  a  aus 
den  Gleichungen : 

z  =  ax  -| y  -\-  cp  (a) 

1c 

0  £=    x  —  -2  y  +  <p'(a), 

a 

in  denen  (p  willkürlich  ist,  eliminirt. 

Das  singulare  Integral,  falls  ein  solches  existirt,  wird  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen : 

h 

$  =  ax  A y  4-  c 

'    a  J    ' 

0  =  1; 

die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  das  singulare  Integral  nicht  existirt. 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

p  q  =  xm  yn  zl. 


[§.   192.]      Partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung.  347 

Dieselbe  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

xmdx      yndy 
Man  setze: 

dZ  =  z-Wclz,     so  dass     (1  —  ^T)Z  —  zl~^1 

d£=xnldx,         „     „        im  +  1)|      =  %m+x 

dn  =  y"dy,  „      ,,        (n  +  l)r}      =  y«+\ 

alsdann  wird  die  Gleichung: 

d_Z  d_Z  _ 

3£   drj  ~~    ' 

welche  in  der  letzten  Gleichung  enthalten  ist. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 


(1) 

p2  _|_   q2   —   m2# 

(2) 

a  (p  -f-  q)  =  z. 

(3) 

x2p2  -f-  y2  q2  —  z. 

1  m 

(4) 

pm  se&m  x  -\-  zl  qn  cosec2n  y  —  #m~~n. 

(5) 

p2  -\-  q2  =  np  q. 

(6) 

K+K+ni-i. 

(7) 

ZP1P2P3   =   ^i^2^3- 

(8) 

^2^2   _-   g(g    _  ^ 

§.  192. 

Die  in  der  Form 

ty  (p,  q)  =  0 

enthaltenen  Gleichungen  haben  eine  wichtige  geometrische 
Bedeutung.  Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene 
der  Fläche" 

z  =  F(x,  y) 
im  Punkte  £,  17,  £: 

BF  gF 

,  =  (*  -  D  !^  +  (y  _,,)  —  +  *-  &  ,), 

und  die  Fläche  ist  die  Enveloppe  der  Tangentialebenen.     Wenn  nun 

dF  dF 

zwischen  --r-  und  - —  eine  Relation 

Ct,  07} 

.  (dF    dF\        A 
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dF    dF 
besteht,  so  sind  alle  Grössen  f,  w,  -7-77,  - —  Functionen    einer   ein- 

.       0  g     c  17 

zigen  Grösse,   und   deshalb    giebt    es    nur   einen   Parameter    in    der 

Gleichung  der  Tangentialebene.     Nun   ist  aber  die  Enveloppe   einer 

Ebene,    deren    Gleichung   von    dieser  Form  ist,    eine   abwickelbare 

Fläche,  und  somit  ist  die  betrachtete  Fläche  eine  abwickelbare  Fläche. 

Es  folgt  daher,  dass 

^  (P,  q)  =  0 

die  allgemeine  Differentialgleichung  einer  Schaar  von 
abwickelbaren  Flächen  ist;  und  das  entsprechende  allgemeine 
Integral  ist  die  Integralgleichung  der  Schaar. 


§.  193. 

II.  Hauptform.  Bei  dem  Versuch,  eine  Gleichung  auf  die 
vorhergehende  Hauptform  zu  bringen ,  kann  es  vorkommen ,  dass 
sich  zwar  die  unabhängigen  Veränderlichen  aus  der  Gleichung  weg- 
schaffen lassen,  so  dass  sie  nicht  explicit  darin  vorkommen,  dass  sich 
aber  nicht  die  abhängige  Veränderliche  fortschaffen  lässt.  A4s- 
dann  wird  die  Gleichung  von  der  Form  sein: 

%  (z,  p,  q)  =  0. 
Wir  nehmen  versuchsweise  als  Lösung  die  Gleichung  an : 

*=/(*  +  ay)=f(£) 

(wo  |  für  x  -f-  a  y  geschrieben  ist),   worin  a   eine  willkürliche  Con- 
s taute  ist.     Wir  erhalten  dann : 

d  z  d  £  d  z 

d  §  d  x         d£ 
_  d  z  d  !;    ___       &z 

und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  ergiebt: 
[dz        dz\ 

Dies  ist  keine  partielle  Differentialgleichung  mehr,  da  jetzt  nur 
noch  eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  vorhanden  ist.  Diese 
unabhängige  Veränderliche  kommt  nicht  explicit  vor;  somit  fällt  die 
Gleichung  unter  die  IV.  Hauptform  (§.  18)  der   gewöhnlichen  Diffe- 
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dz 
rentialgleichungen  erster  Ordnung.     Löst  man  sie  nach  -~r  auf,   so 

cl  £ 

erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 

dz  . 

deren  Lösung  ist: 

dz 


i  +  i=f'o 


(p  (z,  a)' 
oder: 

x  -j-  ay  +  b  =  F(z,a). 

Dies  ist  das  vollständige  Integral;  das  allgemeine  und 
das  singulare  Integral  können  nach  der  gewöhnlichen  Methode  ge- 
funden werden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 
9  (p2z   +  q2)  =  4. 
Machen  wir  dieselben  Substitutionen  wie  bei  dem  vorstehenden 
Hauptfalle,  so  wird: 

9  («JL)\ä,  +  *)  =  4, 


oder: 

3  I 

-  dz(a*  +  zY  =  ä£, 

deren  Integral  ist: 

Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  ist  somit: 
0 '+  a2)3  =  (#  '+  «2/  +  c)2- 
Das  allgemeine  Integral  wird  erhalten  durch  Elimi- 
nation von  a  aus  den  Gleichungen: 

0  +  a2)3  =  [x  +  ay  -f  fr(a)]2 
3a(*  +  a2)2  =  [x  +  a#  +  fr  (a)]  [*/  +  fr' (a)], 

worin  fr  eine  willkürliche  Function  ist. 

Es  ist  nicht  schwer   zu  beweisen,   dass  es  kein   singuläres 
Integral  giebt. 

2.  Aufgabe,     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  p»  =  z*  (1  -  p  q). 

(2)  p  =   (qy  +  «)"■ 

(3)  p(l  +  <Z2)  =  1  (*-o). 

(4)  1   —  p%p%  +  #3^  #  -f  ft  jp2  £2. 

(5)  K  -f  epi  +  «2i332  =  &s-PiPin- 
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§.  194. 

Die  Beziehung  zwischen  dem  Integral  und  der  Diffe- 
rentialgleichung gestattet  eine  geometrische  Interpreta- 
tion. Der  erste  Schritt  bei  dem  Lösungsprocesse  besteht  darin,  dass 
man  £  für  x  -\-  a  y  setzt,  und  dies  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Dre- 
hung der  Achsen  in  der  x  y  -Ebene  um  einen  Winkel,  welcher  gleich 
arc  tätig a  ist,  und  mit  einer  Vergrößerung  der  Coordinaten  in 
dieser  Ebene  in  dem  Yerhältniss  von  (1  -)~  ct2)1^  :  1.  Es  wird  dann 
angenommen,  dass  z  eine  Function  von  §,  aber  unabhängig  von  der 
Coordinate  sei,  welche  der  neuen  y- Achse  parallel  ist.     Nun  stellt 

einen  Cylinder  dar,  dessen  Achse  der  neuen  y- Achse  parallel  ist, 
und  daher  giebt  die  Gleichung  diejenigen  Cylinder,  welche  dieser  Be- 
dingung genügen.  Kehren  wir  nun  wieder  zu  unseren  ursprüng- 
lichen Achsen  zurück,  so  ist,  da  a  eine  willkürliche  Constante  ist, 
die  §-  Achse  eine  beliebige  Linie  in  der  Ebene,  und  dasselbe  gilt  von 
der  Linie,  welche  als  die  neue  y- Achse  genommen  war.  Es  folgt 
somit,  dass  das,  was  wir  durch  unser  Integrationsverfahren  finden, 
sämmtliche  Cylinder  sein  werden,  deren  Achsen  in  der  xy- Ebene 
gelegen  sind  und   die   der  gegebenen  Differentialgleichung  genügen. 

§.  195. 

III.  Hauptform.  Bei  dem  Versuch,  eine  gegebene  Gleichung 
auf  die  erste  Hauptform  zu  reduciren ,  kann  es  vorkommen ,  dass 
sich  z  wegschaffen  lässt,  so  dass  es  nicht  mehr  explicit  in  der 
Gleichung  auftritt,  dass  aber  x  und  y  bleiben  und  alsdann  die  Func- 
tionen von  p  und  x  und  gleicherweise  die  Functionen  von  q  und  y 
mit  einander  verbunden  werden  können.  Die  Gleichung  wird  als- 
dann die  Form  annehmen: 

cp  0,  p)  —  ^  (#,  q). 

Wir  nehmen  versuchsweise  als  Lösung  an,  dass  jede  dieser 
gleichen  Grössen  gleich  einer  willkürlichen  Constanten  a  sei.  Aus 
der  ersten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich  dann: 

jp  =  #!  (x,  d), 
und  aus  der  zweiten : 

q  =  #2  (#,  d). 
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Integrirt  man  jede  von  ihnen,  so  findet  man  ans  der  ersten: 
z  =  /i  (#,  Ol)   -f-  einer  von  #  unabhängigen  Grösse 
und  aus  der  zweiten  : 

z  =  f2  (y,  a)  -f-  einer  von  y  unabhängigen  Grösse. 

Diese  sind  offenbar  enthalten  in  der  Gleichung 

#  =  /i  fa  «0  +  /2  (y,  a)  +  b, 
und  äquivalent   mit   derselben ,   wobei  b  eine   willkürliche  Constante 
ist.      Dies  ist  eine  Lösung   der    ursprünglichen   Gleichung;    da   sie 
zwei  willkürliche  Constanten  enthält,   so  ist  es   das  vollständige 
Integral. 

Das  allgemeine  Integral  und  das  singulare  Integral,  falls  ein 
solches  existirt,  sind  aus  diesem  in  der  gewöhnlichen  Weise  abzu- 
leiten. 

1.  Aufgabe,     Man  löse  die  Gleichung: 
pi  -|-  q^  =  x  -\-  y. 
Schreibt  man  die  Gleichung  in  der  Form  : 
p2  —  x  =  —  (q2  —  y), 
so  fällt  sie  unter  diese  Hauptform,  und  wir  setzen  daher: 

p%  —  %  z=  y  —  q2  =  a. 

Hieraus  folgt : 

i 
p  -=.  (x  -\-  a)2 

i 

a  =  (y  —  ^)25 


und  daher: 


2  ä2  3 

-  0  -f  a)a  +  -  (y  —  a)»  +  b, 


welches    das  vollständige  Integral  ist. 

Das    allgemeine    Integral    erhält    man    durch   Elimi- 
nation von  a  aus 

9  8  9  8 

*  =  ^  0  +   «)*  +  3  (2/  —  «)ä  +  %  0) 

0  =  '     (a  +   a)a  —       (*/  —  a)a  +  Jt'(«), 
worin  %  eine  willkürliche  Function  ist,  und  ein  singuläres  Inte- 
gral giebt  es  nicht. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  #2(^2   _|_    g2)    =   X2   _|_    y2m 

(2)  q  =  äjjp  -f-  jA 
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1  I 

(3)  p2  |s2  =  2^ 

(4)  p2  —  y3  q  —  x2  —  y2. 

3.   Aufgabe.     Man   zeige,   dass   diese    Methode    angewendet    werden 
kann  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  von  der  Form : 

A  (#1,  <»i)  +  /a  tos.  «2)  +  /a  tos»  «3)  =  ° 
und  löse  hiernach  vollständig  die  Gleichung: 

pI  +  pt  +  p?  -  ^  +  *.a  +  *32- 


§.  196. 

IV.  Hauptform.  In  dieser  Classe  sind  diejenigen 
Gleichungen  mit  partiellen  Differentialquotienten  ent- 
halten, welche  analog  sind  den  zur  Clairaut'schen  Form 
gehörigen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Für 
zwei  unabhängige  Veränderliche  werden  sie  dargestellt  durch  : 

0  =  p  x  +■  q  y  +  (p  (jp,  2), 
wo  cp  eine  bestimmte  Function  ist. 

Eine  Lösung  hiervon  ist: 

0  =  ax  +  by  +  cp  (a,  b), 
was  unmittelbar  verificirt  werden  kann.      Da  sie  zwei  willkürliche 
Constanten  enthält,  so  ist  sie  das  vollständige  Integral;   das    allge- 
meine  Integral  wird  in  der   üblichen  Weise   gefunden  und  in  der 
Regel  existirt  auch  ein  singulare s  Integral. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  z  =  px  +  qy  +  jpg, 

(2)  *=px  +  qy  +  (l+p*  +  (fl*9 

1 

(3)  z  =  p  x  -r  qy  -f-  {ap2  +  ßq2  +  y)2, 

1    1 

(4)  z  ~  px  -\-  qy  -{-  3p3  qs, 

und  bestimme  in  jedem  Falle  sowohl  das   singulare    wie  das   vollständige 
Integral. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  z  =  p1x1  +  p2x2  ~r  p3x3  +  f(pnp2,  pB)> 

'.i—n  1 

(2)  g  =  ]gJ¥  a*  +  (n  +  1)  (^2 . . .  i>„r+\ 

,U=1 

und  bestimme  das  singulare  Integral  in  jedem  Falle. 


[§.  197.]     Partdelle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung.  353 


Dualitätsprineip. 

§•  197. 

Es  besteht  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen 
eine  beruerkenswerthe  Dualität,  vermöge  deren  jede  Glei- 
chung mit  einer  anderen  derselben  Ordnung  durch  [Rela- 
tionen von  vollkommen  reeiprokem  Charakter  verbunden 
ist.  Wir  werden  hier  mir  Gleichungen  erster  Ordnung  be- 
trachten. 

Betrachten  wir  nur  den  Fall  von  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen, so  setzen  wir  als  unsere  neue  abhängige  Veränderliche : 

Z  =  px  Ar  qy  —  #, 
und  daher: 

d  Z  =  x  dp  -\-  yd  q. 

Als  neue  unabhängige  Veränderlichen  nehmen  wir  nun  p  und  q^ 
die  wir  der  Symmetrie  wegen  mit  X  und  Y  bezeichnen,  so  dass 

X  =  p  und  Y  =  q 

ist,  und  haben  dann: 

_  dZ_  _  3Z  _ 

x~  dp  ""  öx 
d  z      dz 

iJ=H=VY=Q' 
und  somit: 

e  =  PX  +  QY  —  Z, 

so  dass  die  Relationen  zwischen  den  Veränderlichen,  wie  oben  be- 
hauptet, reciprok  sind. 

Wenn  wir  nun  eine  Gleichung  von  der  Form  haben : 
^  (#,  y,  0,p,  q)  —  0, 
so  transformiren  sie  die  obigen  Relationen  in: 

*  (P,  Q.PX+  Q  T  -  Z,  X,  T)  =  0. 

Ist  also  das  Integral  der  einen  von  diesen  bekannt ,  so  kann 
das  der  anderen  durch  einen  algebraischen  Eliminationsprocess  ge- 
funden werden.  Ist  z.  B.  eine  Lösung  der  zweiten  gegeben  oder 
ableitbar  in  der  Form: 

<p  (Z,  X,  Y)  =  0, 

jForsyth,    Differentialgleichungen.  23 
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so  haben  wir: 


d.  i. 


und: 


9Z+0Z"~  V9Z  +  9r' 

x  £*  4-  i£  -  o 
d(p        d(p 

vdcP  —  7d(P    *    Yd(P  -l  rd(p 


Die  Elimination  von  X,  Y,  Z  aus  diesen  vier  Gleichungen  wird  eine 
Gleichung  in  x,  y,  8  ergeben,  welche  eine  Lösung  sein  wird  von 

tl>  (x,  y,  z,  p,  q)  =  0. 

1.  Aufgabe.  Das  einfachste  Beispiel  einer  Gleichung ,  welche 
nach  dieser  Methode  behandelt  werden  kann,  ist  die,  welche  unter 
die  Hauptform  IY  (§.  196)  fällt.     Da  die  Gleichung  ist: 

8  =  px  -f  qy  -f/(jp,ä), 
so  ist  die  transformirte  Gleichung  keine  Differentialgleichung,  son- 
dern .eine  algebraische  Gleichung,  nämlich : 

—  Z=f(X,  T). 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Gleichung: 
8  =  px  +  ay  +  p2  +  q2, 
so  ist  die  transformirte  Gleichung  : 

—  z  =  x2 .  +  r2. 

Daher: 

x  =  77-^  =  —  2  X  und  ^/  =  tt^-  =  —  2  1, 
und: 

Eliminiren  wir  daher  die  Grössen  X,  Z,  Z,  so  erhalten  wir: 

—  4:0  =  x2  +  y2, 

die,  wie  leicht  zu  sehen,  die  singulare  Lösung  von 

8  =  px  -f  22/  +  P2  +  22 
ist. 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (xp  +  y  q)  (z  —  p  x  —  qy)  -f  p  q  =  0. 

(2)  *  -f  1  -  x  (x  +  p)  -  y  (y  +  ff)  =  0. 

(3)  p2  {x2~x)-\-2pqxy  -f  g2  (?/2  -  y)  —  2p  a;  *  —  2qyz  -f-  ^  =  0. 

'  '  '  j. 

(4)  (p  «  +  gy  —  z)  (p2x  +  22?/)2  =  p  gr. 

3.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen 

(1)  xf1{z—px~qy,p,q)  +  yf2(z~px  —  qy,p,q)^fs(z—px~qy1p,q), 

(2)  F  (z  —  p  x  —  qy,x,y)  =  0 

durch  die  vorhergehenden  Substitutionen   sich   auf  Hauptformen   zurück- 
führen lassen. 

4.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

xfi{y,pr2—px)  +  <iMy,p,z—p%)  —  fsiy^p^'—p^) 

auf  die  Lagrange'sche  Form  reducirbar   ist,  wenn   man    die  Veränder- 
lichen  so   ändert,   dass  p  und  y  die   neuen  unabhängigen  Veränderlichen 
sind  und  z — p  #-die  neue  abhängige  Veränderliche  wird. 
Hiernach  löse  man  die  Gleichung: 

q(y  —  b)2  4-  2  p  xz  ==  z2  -\-  xp1  (x  -\-  1). 

5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

[z  —  px  —  qtj)2  =  1  4-  p2  4-  q2. 


§.  198. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  dargestellte  Verfahren 
der  Herleituhg  einer  Differentialgleichung  aus  einer  anderen  ist  in 
Wirklichkeit  nur  eine  Uebertragung  des  geometrischen 
Princips  der  Dualität  zwischen  Flächen  in  die  Analysis. 
Wenn  wir  eine  feste  Oberfläche  zweiter  Ordnung  annehmen,  die 
mit  Z!  bezeichnet  sein  möge,  so  ist  mit  jeder  Fläche  S  eine  andere 
Fläche  S'  verbunden,  welche  ihre  reciproke  Polare  heisst  und  die 
Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  der  Fläche  S  mit  Bezug 
auf  2J  ist;  und  umgekehrt  ist  die  Fläche  S  die  reciproke  Polare 
von  Sf,  da  sie  die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  von  £' 
mit  Bezug  auf  2J  ist. 

Die  reciproke  Polare  einer  Fläche  hängt  von  der  Hülfsfläehe 
zweiter  Ordnung  2  ab  und  ist  verschieden  für  verschiedene  solche 
Flächen.  Die  am  häufigsten  gewählte  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
(wegen  der  geometrischen  Einfachheit)  ist  die  Kugel,  deren  Centrum 
der  Anfangspunkt  der  Inversion  ist. 

Als  Hülfsfläehe    ^weiter  Ordnung  wollen   wir   nicht   die 

23* 
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Kugel,    sondern    ein    Rotationsparaboloid    betrachten,    dessen 
Gleichung  ist: 

X2     _|_     y2    =     2  g. 

Der  Tangentialebene  im  Punkte  A  der  Fläche  S  entspricht  ein 
Punkt  A!  der  Fläche  S',  und  dem  Punkte  A  entspricht  die  Tan- 
gentialebene an  S'  im  Punkte  A! .  Es  seien  x,  y,  z,  p,  q  die  zum 
Punkte  J.  ■  gehörigen  und  X,  Y,  Z,  P,  Q  die  zu  A!  gehörigen  ent- 
sprechenden Grössen. 

Die  Tangentialebene  im  Punkte  x,  y,  z  der  gegebenen  Fläche 
S  wird  dargestellt  durch: 

£  —  *  =  P  (£  —  x)  +  Q.  (V  ~  «/)»" 
(wo    |,  17,  £    laufende    Coordinaten    sind)    und   die   Polarebene    des 
Punktes  X,  Y,  Z  mit  Bezug  auf  die  angenommene  Fläche   zweiter 
Ordnung  wird  gegeben  durch: 

X§  +  Yrj  —  %  -  Z  =  0. 

Da  aber  die  beiden  Flächen  S  und  Sf  reciproke  Polaren  sind, 
so  sind  diese  beiden  Ebenen  dieselben;  eine  Yergleichung  ihrer 
Gleichungen  giebt: 

X=p,    Y=q,    Z  =  px  +  qy~~z. 

Nimmt  man  ebenso  die  Tangentialebene  der  Fläche  S'  im 
Punkte  X,  Y,  Z  und  beachtet  man,  dass  sie  die  Polarebene  des 
Punktes  x,  y,  z  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  so 
müssen  wir  die  Gleichungen  haben : 

x  =  i>,    y=Qt    *  =  PX  +  QY-  Z. 

Diese  beiden  Reihen  von  Gleichungen  sind  dieselben,  wie  die, 
welche  wir  bei  der  vorhergehenden  Methode  angewandt  haben, 

Es  können  noch  andere  Beziehungen  abgeleitet  werden,  wenn 
man  eine  andere  Hülfsoberfläche  zweiter  Ordnung,  in  Bezug  auf 
welche  die  Inversion  ausgeführt  werden  soll ,  annimmt ;  die  vor- 
stehenden scheinen  aber  die  einfachsten,  welche  man  finden  kann. 

§.  199. 

Das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  enthält 
eine  willkürliche  Function.  Es  könnte  auch  erforderlich  wer- 
den, ein  Integral  zu  suchen,  welches  gewissen  Bedingun- 
gen genügt;  dieses  letztere  wird  man  dann  erhalten,, 
wenn    man    die    willkürliche    Function    richtig  bestimmt. 
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Das  Verfahren  ist  analog  demjenigen,  welches  man  bei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  einschlägt,  wenn  man  darin  die  will- 
kürlichen Constanten  durch  eine  oder  mehrere  besondere  Beziehun- 
gen zwischen  speciellen  Werthen  der  Veränderlichen  bestimmt. 

Bei  jedem  besonderen  Problem  wird  die  willkürliche  Function 
mit  Hülfe  der  speciellen  Bedingungen  bestimmt. 

1.  Aufgabe.     Bekanntlich  drückt  die  Gleichung 
ap  -\-  bg[  =  1 

aus,  dass  die  Normale  der  durch  die  Integralgleichung  dargestellten 
Fläche  senkrecht  steht  zu  einer  Linie,  deren  Bichtungscosinusse  zu 
a,  b,  1  proportional  sind.  Es  ist  dies  die  Eigenschaft  einer  cylin- 
drischen  Fläche,  deren  Achse  dieser  Linie  parallel  ist.  Das  ent- 
weder nach  der  Lagrange' sehen  Methode  oder  nach  der  auf  die 
Hauptform  I  angewandten  Methode  erhaltene  Integral  ist: 

x  —  a  z  =  cp  (y  —  bz), 

wo  cp  willkürlich  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  man  die  Gleichung  eines 
Cylinders  haben  wolle,  dessen  Achse  parallel  zu  der  Linie  (a,  b,  1) 
ist  und  der  durch  die  in  der  xy -Ebene  liegende  Curve  x2  —  y2~l 
hindurchgeht.  Den  Schnitt  der  obigen  Fläche  mit  der  xy- Ebene 
erhält  man,  wenn  man  z  =  0  setzt;  derselbe  ist  also  dargestellt 
durch 

x  —  cp  (y). 

Den  angenommenen  Bedingungen  zufolge  müsste  sein: 

X2  =    1    -f    lf. 

Eine  Vergleichung  beider  Gleichungen  zeigt,  dass 

<p  (y)  =  (i  +  2/2)% 

und  somit 

<p(y  -  M  =  {i  +  &  —  M2}v* 

ist.    Mithin  ist  die  gesuchte  Gleichung 

x  —  a*  =  {1  +  (y  —  bzy}V* 
oder,  von  den  Wurzelgrössen  befreit : 

(x  _  a,z)2  —  (y  —  M2  =  1- 

2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Gleichung 
p  (x  —  a)  +  q  (y  —  b)  =  z  —  c 
eine  Schaar  von  Kegeln   darstellt,   welche   den  festen  Punkt  (a,  b,  c)    zur 
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Spitze  haben,  und  zeige,  dass  diejenige  Fläche   der  Sohaar,   welche   durch 
den  in  der  x  y  -  Ebene  liegenden  Kreis 

x*  +  iß  .=  1 
hindurchgeht,  die  Gleichung  hat: 

(az  —  ex)2  -\-  (&#  ™  cy)2  =  iz  —  'c)2- 

3.  Aufgabe.     Man  bestimme  das  Integral  der  Gleichung 
p  (ny  —  mz)  +  #(^  —  w#)  =  wi#  —  ly 
derart,  dass  der  Schnitt  der   dadurch   dargestellten   Fläche  mit   der  xy~ 
Ebene    ein  Kegelschnitt  mit   der  numerischen  Excentricität  e  ist,   dessen 
Mittelpunkt  auf  der  Linie 

e2  +  (1  -  e2)  {Ix  +  my)  =  0 
liegt. 


Allgemeine  Aufiösungsmethod'e. 

§.  200. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  einer  allgemeineren  Auflösungs- 
niethode  über,  die  man  theils  Lagrange,  theils  Charpit  verdankt; 
sie  ist  anwendbar  auf  die  allgemeine  Gleichung,  welche  dargestellt 
sein  möge  durch 

F(x,y,s,p,q)  =  0, 

und  ihr  Erfolg  hängt,  wie  man  sehen  wird,  ab  von  der  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

Wenn  wir  ausser  der  vorstehenden  Beziehung  noch  eine  andere 
zwischen  den  Veränderlichen  und  den  Differential quotienten  haben, 
so  können  wir  die  beiden  als  ein  Paar  simultaner  Gleichungen  be- 
trachten, welche,  im  Falle  sie  gelöst  sind,  p  und  q  als  explicite 
Functionen  von  #,  y  und  z  ergeben.  Werden  die  so  erhaltenen 
Werthe  in  die  Gleichung 

ä%  ■=.  pdx  -\-  qdy 

eingesetzt,  so  wird  dieselbe  dadurch  entweder  unmittelbar  oder 
nach  Multiplication  mit  einem  gewissen  Factor  integrirbar  werden, 
und  das  Integral  wird  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung 
sein,  da  die  Werthe  von  p  und  q,  welche  aus  ihr  sich  ergeben, 
durch  den  umgekehrten  Process  aus  dieser  Gleichung  erhalten  wor- 
den sind.  Eine  andere  Beziehung  zwischen  den  Grössen  möge 
durch 

0  {x,  y,  8,  p,  q)  =  0 
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dargestellt   werden ;  können    wir  dann*  die  Form  v  von    ®  finden,    so 
werden  wir  uns  dieses  Auflösungsverfahrens  bedienen  können. 


§.  201. 

Nun  ergiebt  das  Integral  der  Gleichung  z  (und  daher  auch  p 
und  q)  als  Function  von  x  und  j/;  was  für  Functionen  dieses  auch 
sein  mögen ,  sie  werden ,  in  die  Gleichungen  F  =  0  und  ®  =  0 
eingesetzt,  beide  identisch., Befüllen.  Denkt  man  sich  die  Werthe 
von  #,  p,  q  (die  bis  jetzt  unbekannt  sind)  eingesetzt,  so  werden  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  linken  Seiten  von  beiden  Glei- 
chungen, genommen-  nach  x  und  y,  sämmtlich  verschwinden,  und 
somit  ist: 

dF  dp        dF  dg  ___  Q 

dp   dx         dq    dx 

d®  dp         d®  dg 

dp    dx         dq    dx 

d_F  dp        dF  dq  _Q 

dp    dy         dq    dy 

d®  dp         d®  dq  __ 

'dp    dy         dq    dy 

dp 
Eliminirt  man  7^—  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

dx 


dF 

dF 

dx 

+ 

dz 

p 

d® 

dx 

+ 

d® 

dz 

p 

dF 

dF 

dy 

+ 

dz 

g 

d® 

dy 

+ 

d® 

Tz 

a 

'dF  d® 

.dx    dp 

dF  d®\            /dF  d® 

dp    dx)            \dz    dp 

dF  d®\ 

dp    dz J 

dq   /dF  d® 

dx   \dq    dp 

dF  d® 

dp    dq. 

und  eliminirt  man  77—  aus  den  letzten  beiden,  so  wird : 

dy 

dF  d®        dF  d®\  /dF  d®        dF  d®\ 

JyYq~~FqJy)  +  q\dzdq         dq    dz) 

dF  d®        dF  d®\ 


dy  \dp    dq         dq    dp  ) 


Nun  ist  aber: 


dq  _    d2z    dp 

dx        dx  dy      '  dy  ' 
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es  verschwinden  daher,  wenn  wir  die  letzten  beiden  Gleichungen, 
so  wie  sie  dastehen,  addiren,  die  mit  diesen  Grössen  behafteten 
Glieder  aus  dem  Eesultat,  und  dieses  kann  geordnet  und  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

dF    ,        dF\  d®    ,    /dF    ,        dF\  d® 


o. 


dx    r  r  dz)  dp    '    \dy    '    *  dz)  dg 
^   3p        gagya^+\      dp)dx+\      dq)  dy 


Diese  Gleichung  können  wir  als  eine  lineare  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  ®  ansehen.  Die 
auf  diese  Gleichung  anwendbare  Methode  ist  daher  die  bei  der 
Lagrange'schen  Gleichung  benutzte  ;  wir  schreiben  die  Gleichungen 
nieder  (§.  189): 

dp  dq  dz 


dF 
dx 

dF 

dx 

dF 
dz 

äy 

dF 

dp 

"    0   ' 

<1 

dF 

dq 

dF    " 

dF 

dp 

dg 

und  bestimmen  deren 

Integrale. 

Damit  diese  Gleichung« 

en 

best« 

können, 
oder 

muss 

=  0 
=  A 

sein,  wo  A  eine  willkürliche  Constante  ist.  Kann  man  ein  anderes 
Integral  finden ,  indem  man  irgend  zwei  der  ersten  fünf  Brüche 
gleichsetzt,  so  lässt  sich  dasselbe  in  der  Form  schreiben : 

u  =  B. 

Nach  dem  Zusätze  in  §.  189  ist  u  =  B  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung,  welche  O  bestimmt.  Nun  ist  aber  ^  =  0 
die  Relation  zwischen  x,  y,  z,  p,  q,  welche  wir  suchen,  und  je  ein- 
facher diese  Relation  ist,  um  so  leichter  wird  die  Ableitung  der 
Werthe  von  p  und  q  aus  0  =  0  und  F  —  0  sein.  Wir  können 
daher  als  die  gesuchte  Relation  die  Gleichung 

u  =  B 
nehmen,  cl.  h.  wir  können  jedes  beliebige  Integral  des  obigen  Systems 
von    gewöhnlichen   Differentialgleichungen    nehmen ,    vorausgesetzt, 
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dass  entweder  p  oder  q  oder  beide  darin  vorkommen.  Haben  wir 
ein  solches  Integral  gefunden,  so  verbinden  wir  es  mit  F  =  0  und 
wenden  das  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebene  Ver- 
fahren an. 


§.  202. 

Der  folgende  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem 
Verfahren  des  vorigen  Paragraphen,  oder  er  kann  als  eine  blosse 
Wiederholung  des  dort  erhaltenen  Resultats  betrachtet  werden. 

Wenn  zwei  Gleichungen  erster  Ordnung,  welche  dar- 
gestellt werden  durch 

F  (a?,  y,  z,  p,  q)  =  0 
0  0,  y,  z,  p,  q)  =  0, 

so  beschaffen   sind,  dass  sie  der  Relation 

/dF  ^0  __  dF_  dO\ 

\dx    dp         dp    dxj 

^^{dz    dp  dp    dz)^q\dz    dq  dq    dz) 

identisch  genügen,  und  wenn  dieselben  als  zwei  simul- 
tane Gleichungen  betrachtet  werden,  durch  welche  sich 
p  und  q  als  Functionen  von  x,  y,  z  bestimmen  lassen,  so 
werden  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  q, 
in  den  Ausdruck 

dz  =  p dx  -\-  qdy 

eingesetzt,  denselben  zu  einem  vollständigen  Differen- 
tial machen. 

Der  Relation  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben. 
Setzt  man: 

dF  ,      dF 

F*  =  ^+Pdl 
cF    .        dF 
y         dy  dz 

und  analog  für  CP,  so  lässt  sich  die  Gleichung  leicht  auf  die  Form 
bringen : 

^   dO        .     dF    ,    ^    d®         .     dF 
dp  .  .-  dp  y   dq  y  dq 


'dF  d® 
~d.y    dq 

d  F  d  & 

dq   dyy 

dF  d® 

dz    dq 

dF  d& 

dq    dzy 
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1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

p2  -f~  q2  —  2p  x  —  2qy  +  2xy  =  0. 
Bildet  man  die  Hülfsgieichungen,  so  erhält  man  unter  anderen: 
dp        dq        dx  dy 

2y—2p  ~~  2x~  2q  ■       —  2p'-\-.2x        — -  2  g  +  2y" 

somit : 

dp  -\-  dq  ~  dx  -\-  dy, 
und  daher : 

p  —  x  ~\-  q  —  y  =  a. 

Verbindet  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Gleichung ,  welche 
in  der  Form 

(p  —  x)2  +  (q  —  y)2  =  (x  —  y)2 

geschrieben  werden  kann,  so  finden  wir: 

2  (p  —  x)  =  a  +  {2  (x  —  y)2  —  a2)^ 
2  (q  —  y)  =  a  ~  {2  (x  —  y)2  —  a2}\ 

Daher  geht  die  Gleichung 

dz  —  p  dx  -f  3  <#  # 
über  in: 

2  dz  =  (2  #  +  a)  dx  +  (2  #  -f  a)  dy  +  (da)  —  d#)  {2  (x  —  */)2  —  a2}1/*, 

deren  Integral  lautet: 

-^  %  [2V4  (*- y)  +  {2  (a;-y)» -«»}%], 

und  zwar  ist  dies  das  vollständige  Integral.  Das  allgemeine  Inte- 
gral kann  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  abgeleitet  werden  und  ein 
singulare s  Integral  existirt  nicht. 

Die  obige  Gleichung  kann  jedoch,  ohne  dass  man  zu  dieser 
Methode  seine  Zuflucht  nimmt,  gelöst  werden,  indessen  sind  erst 
einige  Transformationen  und  Substitutionen  erforderlich.  "Wir 
nehmen  die  Gleichung  in  der  Form: 

(p  -  xy  +  (3  —  yy  —  (x  -  yy- 

■und  setzen: 
so  dass 

dz  ,  dz 

— -  =  p  —  x   und   — —  ~  q  —  y 
dx        r  dy 
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ist.     Aendert  man  die  unabhängigen  Veränderlichen  vermittelst  der 
Gleichungen  : 

x  —  y  =  21/»  X    und    x  -f  y  =  21/«  Y, 
so  ist: 


cZ  _  /■    dZ        dZ 

dy   ~  \      dX  +  dY, 


2-V.  (Ö  -  P), 


und  daher: 


dxj  \dyy 


% )'  - " + «■• 


und  die  Gleichung  geht  über  in  : 

P2    _f_     Q2   —    2   X\ 

und  ist  somit  von  der  Form  der  III.  Hauptform.  Hat  man  das 
Integral  gefunden  und  ersetzt  man  die  neuen  Veränderlichen  durch 
die  alten,  so  wird  man  sehen,  dass  es  mit  dem  früheren  überein- 
stimmt. 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen 

(1)  p*  -f-  cf  —  2p  x  —  2qy  -f  1  =  0, 

(2)  2  (pq  +  py  +  q  x)  +  x*  +  2/2  =  0 
mittelst  der  Charpit' sehen  Methode. 

Ebenso  reducire  man  die  beiden  auf  die  eine  oder  andere  von  den 
Hauptformen  und  integrire  sie,  und  zeige  ,  dass  die  durch  die  beiden  Me- 
thoden erhaltenen  Integrale  übereinstimmen. 

§.  203. 

In  diesen  speciellen  Beispielen  ist  die  Charpit' sehe  Methode 
weniger  mühevoll  als  die  andere;  dies  ist  jedoch  keineswegs  immer 
der  Fall.  Es  trifft  sich  oft,  dass  eine  Gleichung,  welche  ein  ein- 
faches Beispiel  für  diese  Regel  bietet,  noch  leichter  integrirbar  ist, 
weil  sie  in  der  einen  oder  anderen  von  den  obigen  Hauptformen 
enthalten  ist,  und  dies  ist  die  Ursache,  weshalb  diese  Methode 
weniger  gebräuchlich  ist  als  es  sonst  der  Fall  sein  würde.  Sie  ist 
jedoch  allgemeiner  als  jede  der  anderen,  und  Gleichungen,  welche 
sich  durch  irgend  eine  der  anderen  Methoden  integriren  lassen, 
sind  auch  durch  diese  Methode  integrirbar;  sie  ist  ausserdem  wichtig 
für  die  allgemeine  Theorie,  da  sie  eine  Methode  angiebt,  wie  man 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung,  ohne  dass  der  Form  der  letz- 
teren irgend  eine  Einschränkung  auferlegt  wird,  erhalten  kann. 
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Die  Grenzen,  innerhalb  deren  diese  Methode  in  der  Praxis  von 
Erfolg  ist,  hängen  ab  von  der  Integration  der  Hülfsgieichungen. 
Diese  besonderen  Grenzen  sind  gerade  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  sie  zu  den  für  die  verschiedenen  Hauptformen  angewandten 
Methoden  führen,  und  in  Wirklichkeit  zeigen  sie  die  bei  diesen  be- 
nutzte Classification  an.  In  der  That  sind  alle  Hauptfornien 
in  der  Charpit'schen  Form  enthalten  und  die  Integration 
mittelst  der  letzteren  ist  immer  möglich,  wenn  sie  sich 
nach  irgend  einer  der  anderen  Methoden   ausführen  lässt. 

§.  204. 

Wir  wollen  z.  B.  zunächst  die  Lagrange' sehe  Form  betrach- 
ten, welche  lautet: 

B  —  Pp  — -   Q  q  =  0, 

worin  P,  Q,  R  Functionen  von  x,  y,  z  allein  sind  und  nicht  p  und 
q  enthalten.    In  diesem  Falle  ist: 

F  =  B  -  Pp  -   Qq, 
daher : 

dp  oq 

dF       dF       _  .      .      _ 

Demnach  sind  zwei  der  Charpit'schen  Gleichungen: 
äx       dy  ___ä  z 

~p=~q~"b' 

Gleichungen,  von  denen  gerade  die  Integration  der  Lagrange'- 
schen  Form  abhängt.  Indessen  ist  zu  beachten,  dass  dies  kein 
Beweis  der  Lagrange' sehen  Methode  für  lineare  Differential- 
gleichungen ist,  vielmehr  ist  das  Besultat  derselben  bereits  bei  der 
Ableitung  der  Charpit'schen  Gleichungen  vorausgesetzt  worden. 

§.  205. 

Wir  betrachten  nun  die -typische  .Gleichung- der  ersten 
Haupt  form,  nämlich: 

ty  (p,  q)  =  0, 

so  dass  also 

F  =  tp  (p,  q) 
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ist,  wobei  x,  y,  z  nicht  explicit  auftreten.     Alsdann  ist: 

dF       ^      dF       rt      dF       rt 
5-  =  0,    5-  =  o,     «-  =  o. 

Die  Hülfsgieichungen  sind  nun: 

dp   dq   dx      


0  0  c^ 

dp 

so  dass  wir  p  •=.  a  und  q  =  5  erhalten,  wo  a  und  &  dem  Anschein 
nach  willkürliche  Constanten  sind.  Der  Regel  zufolge  müssen  wir 
indessen  irgend  ein  Integral  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  ver- 
binden, so  dass  wir  erhalten : 

i>  0,  g)  =  o, 

und  somit,  wenn  q  =  b  ist: 

il>(a,b)-=  0. 
Mithin  : 

dz  =  p  dx  -f~  qdy 

—  adx  -)-  bdy, 
eine  Gleichung,  deren  Integral  ist 

$  =  ax  -\-  by  -{-  c, 
wo  a  und  b  obiger  Bedingung  genügen  müssen. 

§.  206. 

Wir  gehen  ferner  zur  typischen  Gleichung  der  zweiten 
Haupt  form  über,  welche  lautet: 

*P  (#,  p,  a)  =  o, 

eine    Gleichung,   in    welcher   x   und    y    nicht    explicit    vorkommen. 
Dann  haben  wir: 

F  =  il>  (s,  p,  q) 
und  daher: 

- —  =  0    und   tt —  =  0. 
dx  cy 

Die  aus  dem  ersten  Paar  der  Charpit'schen  Brüche  abgeleitete 

Gleichung  giebt: 

dp     d  q 

~~dF  ~~~~d~F' 
p  — —         q  —. — 
1    dz         *  öz 
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und  somit : 

p  =  mq. 

Verbindet  man  dies  mit  ty  =  0,  so  kann  man  p  und  q  aus- 
gedrückt durch  z  erhalten;  es  sei/(#)  der  Werth  von  p  und  daher 
mf(z)  der  von  q.    Substituirt  man  diese  in 

dz  =  pdx  -\-  qäy, 
so  wird : 

^  7  i  7 

dx  +  may, 


oder: 

-±+C  =  x+  my, 

was  mit  dem  früheren  Resultat  übereinstimmt. 


h 


§•  207. 

Grehen  wir  weiter  zur  dritten  Hauptform  über,  bei  welcher 

F  —  cp  (x,  p)  —  i>  (y,  q)  —  0, 
also 

dF  _      dcp      dF  _   ''  dq> 

ex  dx1    dp  dp 

dJl—  _^      ^E  —  J^A     —  —  o 
üy  dy \    d q  dq'     dz 

ist,  so,  erhalten  wir  aus  den  Hülfsgieichungen: 

dp    dx 

dcp  dq) ' 

dx  dp 

oder: 

~  dp  +■  -^-   dx  =  0, 

dp  dx 

also : 

cp  (x,  p)  =  a, 

und  somit  aus  der  ursprünglichen  Gleichung : 

t  (y,  2)  =  «• 

Löst  man  diese  respective  nach  p  und  q  auf,  so  erhält  man : 

JP  =  #i  (ff,  a),    2  =  #2  (V,  o), 

und  der  Eegel  zufolge  ist: 

^#  =  ^  (#,  a)  d#  4"  &2  ($•>  a)  äy. 
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und  hiervon  ist  das  Integral: 

#  -f-  c  =  /^  (x,  ä)  dx  -\-  f&2  (y,  a)  dp. 

1.  Aufgabe.  Man  leite  nach  der  Ch  arpit' sehen  Methode  das  In- 
tegral der  Differentialgleichung  von  derjenigen  Form  her ,  welche  der 
C la ir au t' sehen  Form   für  gewöhnliche  Differentialgleichungen  analog  ist. 

2.  Aufgabe.  Man  suche  nach  der  Ch'arpit' sehen  Methode  eine 
Lösung  der  Gleichung : 

px  +  qy  =  f{p,q), 
worin  f(p,  q)  eine  homogene  Function  nten  Grades  von  p  und.  q  ist. 
Man  löse  ebenso  die  Gleichung: 

xp1  -(-  y  q2  =  %p  g. 


Jaeobi's  Methode  für  die  allgemeine  Differentialgleichung 
mit  beliebig  vielen  unabhängigen  Veränderlichen. 

§.  208. 

Es  ist  in  §.  189  angegeben  worden,  dass  die  bei  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  von  der  L agr an ge' sehen  Form 
benutzte  Methode  sich  anwenden  lässt  auf  den  Fall,  wo  die  Anzahl 
der  Veränderlichen  n  beträgt.  "Wir  gehen  nun  dazu  über,  die 
von  Jacobi  angegebene  Methode  der  Lösung  der  allge- 
meinen partiellen  Differentialgleichung,  in  welcher  n  un- 
abhängige Veränderliche  auftreten,  darzulegen.  Diese 
allgemeine  Gleichung  möge  dargestellt  sein  durch: 

worin   x±,  x2,  ...,  xn  die  unabhängigen  Veränderlichen  und  die  p's 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  #  nach  den  #  sind. 


§.  209. 

Wir  werden  zeigen,  dass,  wenn  in  dieser  Gleichung 
die  abhängige  Veränderliche  explicit  vorkommt  (und  dies 
wird  gewöhnlich  der  Fall  sein,  da  die  Gleichung  vollkommen  all- 
gemein ist),  die  Gleichung  <P  =  0  durch  eine  andere  mit 
einer  neuen  abhängigen  Veränderlichen  ersetzt  werden 
kann,    in    welcher    die    abhängige    Veränderliche     nicht 
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explicit  enthalten  und  die  Anzahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen um  eine  Einheit  vergrössert  ist. 

Die   Differentialgleichung    0  =  0    hat    irgend    eine   Lösung ; 
wird  dieselbe  dargestellt  durch: 

U   ==/(#,   #i,   #a,   ...,-#n)   =  0, 

worin  /  bis  jetzt  noch  eine  unbekannte  Function  ist,  so  erhalten 
wir: 

du    .    du 

0#r  8# 

für  alle  Werthe  des  Index  von  r  =  1  bis  r  =  n.  Werden  diese 
"Werthe  der  p  in  die  ursprüngliche  Gleichung  eingesetzt,  so  geht 
dieselbe  über  in : 

d\i  du  du  \ 


0 


d.Xi  8%  dxn 

<?^  ÖM  du 

\  8#  8#  8# 


und  diese  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

m  /  8^     8m  8^*    8w\ 

*•  ^,*2,...,^,  *,  0^'.0^»---v  ^  äi;  — a 

Dies  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung; 
die  abhängige  Veränderliche  u  kommt  nicht  explicit  darin  vor,  und 
es  sind  n  -\-  1.  unabhängige  Veränderliche  X[ ,  x2,  . ..,  xn,  £  vor- 
handen;   Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  führt  zu  dem  Integral  der  ur- 
sprünglichen Gleichung;  wir  werden  beweisen,  dass  man  das  Inte- 
gral der  Gleichung  W  ■=.  0  in  der  Form  erhalten  .kann  r 

U    =  f{xx  ,  X2  ,   .  .  .  ,  Xn,  2,  Cli  •>  U-2  >   •  •  •  ,  «n)? 

in  welcher  % ,  a2 ,  . . . ,  «w  willkürliche  Constanten  sind. 

Ist  dieses  Integral  bekannt,  so  ist  das  vollständige  Integral 
der  Gleichung  (Z>  :=  0  dargestellt  durch: 

/(#!,  x2,  ...,  #w,  #,  %,  a2,  . ..,  «„).=  0, 

in  welcher  £  nunmehr  die  abhängige  Veränderliche  ist   und  die  ur- 
sprünglichen n  unabhängigen  Veränderlichen  vorkommen. 

Denn  es  ist  u  ==■  f  das  Integral  von  W  =  0  und  W  ist  bloss 
eine  andere  Form  von  <2>  =  0,  so  dass  die  letztere  befriedigt  wird 
durch  u  =  /  und  daher : 
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■M.       ^L  1Z 

■    ' 8/"'  ~"  "8/" '  ""'  ~  -gy-^i^2,  ...,  0»|=O. 

Da  aber  /  =  0  ist,  so  haben  wir : 
8/    ,    V 


also  : 


dxr      '      8# 


JPr  = 


8#r 
8* 


und  dies  gilt  für  alle  Werthe  des  Index  r  von  r  =  1    bis  r  =  w. 
Wir  erhalten  somit: 

^  (*,Pl,P2,  ---iPm  Ä?i,  «2,   •••>  Ä?n)   =  0, 

welches  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  ist. 


§.  210. 

Wir  brauchen  daher  nur  Differentialgleichungen  zu 
betrachten,  in  denen  die  abhängige  Veränderliche  nicht 
explicit  vorkommt.  Käme  sie  in  irgend  einer  gegebenen  Glei- 
chung explicit  vor,  so  könnte  man  sie  in  der  angegebenen  Weise 
fortschaffen  und  eine  Gleichung  W  =  0  herstellen ,  deren  Integral 
zu  dem  gesuchten  Integral  führen  würde.  Wir  können  daher  die 
allgemeine  Gleichung  in  der  Form  schreiben : 

F(Pl,P2,    •   •   •»#»»   «1»  #2>   •    •    •»  ßn)   =   0. 

Haben  wir  ausser  F  =  0  noch  n  —  1  andere  Gleichungen 
von  der  Form: 

J?x  =  cii,  F2  =  %,...,  Fr  =  $r>  •  •  •>  -^n— 1  r==  ^w— 1 , 
worin  JP1?  .F2,  •  •  • >  ^w-i  Functionen  von  jpx,  jp2,  •  •  •  >■  JPn  (oder  einiger 
von  ihnen)  und  möglicherweise  (und  in  der  Regel  wird  dies  der 
Fall  sein)  von  #l7  x2l  ...,  xn  sind,  und  worin  al5  a2,  •••>  an  willkür- 
liche Constanten  bedeuten,  so  können  wir  aus  diesen  n  Gleichungen 
Werthe  von  jpx,  p2,  . . . ,  pn  bestimmen  als  Functionen  der  x  und  der  a. 
Werden  diese  Werthe  in 

d %  —  pi  dxx  +  1h  dx2    f  • ' '   +  pnäxn 

Fors  yth,  Differentialgleichungen.  24 
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eingesetzt  und  sind  dieselben  von  der  Art ,  dass  für  sie  dieser  Aus- 
druck ein  vollständiges  Differential  wird,  so  ist  das  Integral  davon 
das  vollständige  Integral  von  F  =  0.  Denn  es  ist  ein  Integral, 
weil  die  Werthe  von  pu  p2, . . . ,  pn  aus  den  w  Gleichungen  abgeleitet 
sind,  deren  eine  F  =  0  ist,  und  es  wird  in  seinem  Ausdruck 
n  willkürliche  Constanten  enthalten ,  nämlich '  die  Gonstanten 
al5  a2,  ...,  an—\  und  die  Integrationsconstante.  Ueberdies  ist  das 
Integral  von  der  Form: 

&   =:   %    (^i,   X2,   .  .  . ,.  %m   ^1?   ®2i    '  '  '•>   ttn—l)    ~T    Mm 

welche  die  abhängige  Veränderliche  explicit  darstellt,  und  daher 
die  Annahme  rechtfertigt,  welche  wir  über  die  Form  des  Integrals 
von  ^=0  gemacht  haben. 

Die  n  —  1  Functionen  F  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  für 
die  Werthe  der  Grössen  p  der  obige  Ausdruck  ein  vollständiges 
Differential  ist,  und  die  nothwendigen  Bedingungen  hierfür ,  näm- 
lich dass 

dpr    dp8 

(j  Xg  (J  X  r 

sei  für  alle  Werthe  von  r  und  s,  werden  zur  Bestimmung  dieser 
Functionen  dienen. 

§.  211. 

Man  nehme  an,  dass  die  n  Gleichungen 

F  =  0,  F±  =  %,  F2  =  a2,  . . .,  Fn—i  =  an—i 
aufgelöst  seien,  so  dass  sie  die  Werthe  von  pi,  p2,  . .-,  $>n  als  Func- 
tionen der  Veränderlichen  x  darstellen ;  diese  Werthe  werden,  wieder 
in  die  Gleichungen  substituirt,  jede  derselben  identisch  erfüllen. 
Wird  diese  Substitution  in  irgend  zwei  solchen  Gleichungen,  z.  B. 
in  Fr  =  ar  und  Fs  =  a81  ausgeführt,  so  erhält  man: 


'dFr        dFr  dpL    .    dFr  dp2        ^ 
d Xi         dpi   dxi         dp2  dxi 

^           dFr    $Pn 

dpn  ex. 

=  0 

dFs        dFs   dPl        dFs   dp, 
dxi         dp1   dxx         d p2  d  xx 

,    dFs  dpn 

dpn  dxi 

=  0 

'dFr         dFr  dpx         dFr   d lh    , 
d  x2         dpi   dx2         dp2  d  x2 

^     .      dFr    dpn 
dpn    dx2 

=  0 

dFs        dFs   dp,        dFs   dp2 
dx2         dp,   dx2         dp2  dx2 

^        d_F\  dpn 
dpn  dx2 

=  0 
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und  zwar  giebt  es  insgesamnit  n  Paare  von  solchen  Gleichungen; 
jedes  Paar  enthält  die  nach  derselben  unabhängigen  Veränderlichen 
genommenen  Differentialquotienten  von  Fr  und  Fs,  nachdem  in 
diesen  die  Werthe  der  p  substituirt  sind. 

Wird  aus  dem  ersten  Paare  der  Werth  von  t~-    eliminirt ,    so 

CXX 

ergiebt  sich  die  Gleichung: 

LPn,2hA  oxx 


VFriFsl   = 

L  %  v  J 


dFr  dFs        dFr  dFs 
du    dv  dv    du 


L  v,  u  J  L  u,  v  J         L  v,  u  J 


Eliminirt    man    ebenso   ^ —  aus    dem   zweiten   Paare ,   so    er- 


giebt sich: 

[Fr,?,!        rFr,Fsl  d^        VFr,Fsl  dj^        _ 
L #2,  P2  J        LPi,  P2jdx2         LjPat  m  J  d  x2 

LPn,  P2  J   9  «2 

u.  s.  w.,  indem  jedes  Paar  zu  einer  Gleichung  von  dieser  Form  führt. 
Es  mögen  nun  alle  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt  wer- 
den;   dann  wird  der  Coefficient  von  -^-^-  (  welches  gleich  ^-— ist  ) 
bestehen  aus  der  Summe  zweier  Glieder,  nämlich  des  Gliedes 

bv,ivJ 

aus  der  r'ten  Gleichung  und  des  Gliedes 

VF„Fal 
LPr'iPfl'J 

aus  der  s'ten  Gleichung.     Die  Summe  dieser  beiden  Glieder  ist  aber 
gleich  Null,    daher  verschwindet  das  Glied  mit  ^-^-,   welches    auch 

24* 
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die  Werthe  von  r'  und  Sf  sein   mögen.     Die   resultirende  Gleichung 
ist  daher: 

L%i,PiA         1%2,P2A         L^.jPsJ  L^JPnJ 

Wird  die  linke  Seite  mit 

(Fri  Fs) 
bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung: 

(Fr,  Fs)  =  0, 
und  diese  muss  erfüllt  sein,  welches  auch  immer  die  Indices  r  und  s 
sein  mögen. 

Es  kann  daher  die  Gesammtheit  der  Gleichungen,  welche  von 
diesen  Functionen  befriedigt  werden  müssen,  dargestellt  werden  in 
der  Form: 

0  =  (F{,  F)  =  (Fh  F1)  =  (Fi,  F2)  =  •  •  •  ==  (Fi,  F^) 

für  alle  Werthe  des  Index  i  von  i  =  1  bis  i  =  n  —  1. 


§.  212. 

Von  diesen  Bedingungen,  welche  nothwendig  sind  für 
die  Integrabilität  der  Gleichung 

d  z  =  Zip  dx, 
muss   nun  bewiesen    werden,    dass    sie    auch   hinreichend 
sind;  dies  wird  dadurch  geschehen,  dass  wir  zeigen,  dass,  wenn  die 
Functionen  F  den  obigen  Gleichungen  genügen,  alsdann 

dpr' 9jV 

ist  für  alle  Werthe  von  rf  und  sf. 

Die  n  Gleichungen,  welche  aus  den  n  auf  irgend  zwei  gegebene 
Functionen  Fr  und  Fs  bezüglichen  Paaren  von  Gleichungen  abge- 
leitet sind,  gelten  immer ;  acldirt  man  sie  sämmtlich,  so  erhält  man : 

wobei  sich  die  doppelte  Summation  auf  alle  ganzen  Werthe  von  r' 
und  s'  von  1  bis  n  erstreckt,  aber  ausschliesslich  gleicher  Werthe 
dieser  Indices,   da  für  je  zwei  gleiche  Werthe  das  betreffende  Glied 
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verschwindet.      Wenn   aber   die   Functionen  die   nothwendigen   Be- 
dingungen erfüllen,  so  haben  wir: 


und  daher: 


ZJZ 


welche  Gleichung  gilt  für  alle  die  Werthe  von  r  und  s,  welche  durch 
die  verschiedenen  Functionen  geliefert  werden,  und  jede  Combination 
von    zwei    Functionen    wird    eine   solche    Gleichung    ergeben.     Die 


Gesammtzahl  dieser  Cornbinationen  ist  —  n  (n  - 
die  Anzahl  solcher  Gleichungen  gleich  -•  n  (n 


1),  und  daher  ist 

i). 


Nun  ist  jede  Gleichung  linear  in  den  Grössen : 

dpr>  dps> 

d  xs>        8  %r> ' 

und  solcher  Grössen  giebt  es  —  n  (n  —  1),  d.  h.  ebenso  viel,  wie  Glei- 
chungen vorhanden  sind.  Da  jede  rechte  Seite  Null  ist ,  so  folgt 
entweder,  dass  jede  von  diesen  Grössen 

d  xs>        d  xrt 
Null  ist,  oder  dass  die  aus  den  Coefficienten  dieser  Grössen  gebildete 
Determinante  verschwindet. 

Dass   das  letzte  nicht    der  Fall    sein  kann,    ergiebt   sich  wie 
folgt:     Bezeichnet  z/  die  Determinante 

dF        d_F  dF 

dpi  '  dp2  '  '    d  pn 

^        8Pi  dF1 

dj?i        dp2'  '  dpn 


dFn—l     d  Fn—1 
so  ist  jeder  der  Ausdrücke 


ÖPn 


\Fr,Fs 

UV,  Vs'. 


das  Complement  einer  zweiten  Unterdeterminante  von  d)  und  solcher 
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giebt  es  im  Ganzen  —  n2(n  —  l)2.     Bezeiclmet  ferner    ®  die   von 

ihnen  gebildete  Determinante,  so  dass  also  &  gerade  die  Determi- 
nante ist,  welche  nach  Voraussetzung  verschwindet,  und  ist  &  die 
Determinante ,  welche  aus  den  Complementen  der  Elemente  von  0 
in  der  Determinante  z/  gebildet  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  ® 
und  &  multipliciren : 

Nun  ist  aber  &  nicht  unendlich ;  wenn  demnach  ©  verschwindet, 
so  müssen  wir  haben : 

z/  =  0. 

Dies  würde  aber  aussagen,  dass  aus  den  n  Gleichungen  von  der 
Form  F=  0  die  n  Grössen  p  eliminirt  werden  könnten,  d,  h.  dass  diese 
Gleichungen  nicht  ausreichen  würden,  um  die  Grössen  p  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  bestimmen.  Dies  wider- 
spricht der  Annahme,  dass  die  Functionen  F  von  einander  unab- 
hängig seien.     Mithin  ist  ©  nicht  gleich  Null. 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  —  n  (n  —  1)  Grössen 

d  x8t        d  xrt 

verschwindet,  und  daher  auch,  dass  die  Bedingungen  ausreichend 
sind,  um  uns  zu  versichern,  dass 

dz  =  p1dxl    +  p2d%2    +    •"    +  Pnäxn 

ein  vollständiges  Differential  ist. 

§.  213. 

Wir  können  daher  die  erhaltenen  [Resultate  wie  folgt  zu- 
sammenfassen : 

Um  das  vollständige  Integral  irgend  einer  gegebenen 
Gleichung  1^=  0  zu  finden,  bestimme  man  zunächst  ein 
Integral  Fx  =  ax  der  Gleichung: 

(FuF)  =  0, 

sodann  suche  man  ein  gemeinschaftliches  Integral  F2  =  tf2 
der  beiden  Gleichungen: 
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ferner  ein  gemeinschaftliches    Integral  Foo  =  %   der    drei 
Gleichungen: 

(Fi,F)  =  (F3,  F)  =  (Ft,  Fa)  =  0 
u.  s.  w.,  so  dass  man  auf  diese  Weise  n  —  1  neue  Glei- 
chungen erhält,  in  deren  jeder  eine  willkürliche  Con- 
stante  vorkommt.  Diese  n  Gleichungen,  welche  die 
n  Grössen  p  enthalten,  löse  man  auf,  so  dass  man  die 
Werthe  der  _p's  als  Functionen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen und  der  willkürlichen  Constanten  erhält, 
und  substituire  diese  Werthe  in  die   Gleichung: 

d  0  =  px  d  Xi  4~  p2  ä  x2  -\-  •  •  •  -f"  Pn  äxn. 
Dann  giebt  dieselbe,  integrirt,    das  vollständige  Integral 
der  Gleichung: 

F=0. 

v  Jede  der  Gleichungen,  welche  irgend  eine  der  Functionen  Fr 
bestimmen,  ist  linear  in  den  partiellen  Differentialquotienten  von  Fr ; 
wir  haben  daher  eine  Methode  zu  suchen,  um  das  gemein- 
schaftliche Integral  eines  Systems  von  simultanen  linea- 
ren partiellen  Differentialgleichungen  zu  bestimmen. 

Aufgabe.     Man  beweise,  dass,  wenn  die  Gleichungen 

F1  (xlt  X2,   •   .   •  ,  OCn,   Z,  plt  p2,   .   .   •  ,  jOn)  =  0 

F2  (xv   X2,    .    .    .  ,    Xn,   Z,  pl9  p2,   •    •    •  ,  Pn)   =   0 


Fn{x^   %,...,   Xn>   Z,  Pi,  p2,   .-.-.,  pn)   —  0 
derart  aufgelöst   werden ,   dass  man  plt  p2,  .  .  .  ,  pn  als   Functionen   von 
#!,  x2,  .  .  .,  Xn,  z   erhält,  alsdann   die   notwendigen    und    hinreichenden 
Bedingungen  dafür,  dass 

d  z  =  p1dx1  -{-  p2dx2  -f-  •  •  •  -j-pndxn 
ein  genaues  Differential   sei,    darin  bestehen,    dass   das  System    von  Glei- 
chungen erfüllt  sein  muss  :.  • 

jFitF2\  ___ 


Xx,    p )  "•     l  z,    p  )        \x,  p  )    '     l  z,   p 

xx,    p    )    '     l  z ,     p     r 
/Fj,Fh\  =  rFit.F-kl    ,    VFi,Ficl    rFiiFitl 

\   X,    p   )  Vxu    p1J   ""*"   L%,    p2\  "T   "■■"•      Ixn,  pn\ 
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§•  214. 

Es  ist  zweckmässig,  an  dieser  Stelle  den  Beweis  eines 
wichtigen  Hülfssatzes  zu  geben,  der  bei  der  Betrachtung  über 
die  Integration  von  simultanen  Gleichungen  von  Yortheil  sein  wird, 

Sind  A,  B,  C  irgend  drei  Functionen  von  2n  unab- 
hängigen Veränderlichen  #1?  x2,  .  .  . ,  xm  px,  p2,  .  .  . ,  pn,  und 
bezeichnet  man  die  Function  (J5,  C)  mit  cc  und  die  Func- 
tion (A,  a)  mit 

[Ä,  {B,  C)], 

so  wird  die  Gleichung 

[Ä,  (B,  O]  +  [B,  (Ü,Ä)]  +  [G,  (A,B)]  =  0 
identisch  erfüllt  sein. 

Betrachten  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung;  dieselbe  be- 
steht aus  der  Summe  einer  gewissen  Anzahl  von  Gliedern  derselben 
Form,  deren  jedes  das  Product  von  zwei  ersten  Differentialquotienten 
von  zweien  der  Grössen  A,  B,  C  und  einem  zweiten  Differential- 
quotienten der  dritten  von  ihnen  ist.  Sie  ist  ferner  eine  cyklisch 
symmetrische  Function  von  A,  I?,  C  und  daher  werden,  wenn  die 
Glieder  mit  dem  zweiten  Differentialquotienten  irgend  einer  Func- 
tion, z.  B.  von  0,  verschwinden,  sämmtliche  Glieder  verschwinden, 
und  es  wird  demnach  die  Gleichung  erfüllt  sein. 

Bezeichnet  man  die  Grösse 

dB   dC        dB  d  C 
d  xr  d  pr        d  pr  d  xr 
mit  ArBG,  so  dass  /lr  als  ein  Operationssymbol  betrachtet  werden 
kann,  so  können  wir  schreiben  : 

(B,  C)  =  {Ax  +  Ja  +  .  .  .  +  Jn)  BC, 

da   die  Operationszeichen    offenbar    dem    distributiven   Gesetze  ge- 
horchen : 

(4r  +  As)  BC  =  4rBC  +  4S  BG. 

Alsdann  ist  zufolge  dieser  Bezeichnung: 
[A,  (B,  0)]  =  (A  +  z/2  +  ...  +Jn)A  (^  +  A  +  ...  +  zy  BC, 

und   daher   ist  [A,  (Z?,  G)]   die   Summe   einer   Reihe   von    Glieder- 
paaren wie 

JrAzf$BG  ■+  dsA4rBC 
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für  alle  Werthe  Yon  r  und  s  von  1  bis  n  inclusive;  in  dem  Falle, 
wo  r  und  s  denselben  Werth  haben,  kommt  an  Stelle  eines 
solchen  Gliederpaares  nur  ein  einziges  Glied  in  Betracht. 

Entwickelt  man  die  Functionen,  welche  auf  diese  Weise  sym- 
bolisch dargestellt  sind,  so  rindet  man,  dass  die  von  den  zweiten 
DifTerentialquotienten  von  G  abhängigen  Glieder  sind : 


dÄ 

dB 

d*C 

dÄ 

dB 

d*c 

dÄ 

dB 

82 

G 

8  Xr 

dxs 

dpr  dps 

d  xr 

dps 

dpr  d  Xs 

+ 

dpr 
dÄ 
dpr 

dxs 
dB 

dps 

dps 
82 

CXr 

dxr 

G 

O  Xs 

!  dem  ersten  Gliede  des  ob 

igen 

Paares, 

und 

dÄ 

dB 

8»C 

dÄ 

dB 

82C 

dÄ 

dB 

d' 

<G 

dxs 

dxr 

dpr  dps 

dxs 

dpr 

dpsdxr 

+ 

dps 

dÄ 
dps 

dB 

dpr 

dpr 

~82 
dxr 

C 

dxs 

aus  dem  zweiten  Gliede. 

Sucht  man  in  derselben  Weise  aus  [J5,  (C,  Ä)]  das  entsprechende 
Paar  symbolischer  Glieder  aus  und  betrachtet  irr  ihnen  die  Glieder, 
welche  zweite  DifTerentialquotienten  von  C  enthalten,  so  findet 
man  resp. : 


dB 

dÄ 

82C 

dB 

dÄ 

d*G 

dB  dÄ     82C 

dXy 

dps 

dpr  dxs 

dxr 

dxs 

dpr  dps 

+ 

dpr  dps  dxrdxs 
dB   dÄ     83(7 

d: 
dB 

dpr  dxs  dpsdxr 

■dÄ 

d^G 

dB 

dÄ 

d*C 

dB  dÄ     82C 

dxs 

dpr 

dpsdxr 

dxs 

dxr 

dpr  dps 

+ 

dps  dpr  dxrdxs 
dB  dÄ     820 

dps    d  Xr    Cprdxs 

Der   Ausdruck  [0,  (Ä,  B)]    wird    keine    zweiten    DifTerential- 
quotienten von  C  enthalten. 

Daher  ist  in 

{MB,  C)1  +  [bXä,C)]  +  [G,(AB)] 

d2G  ... 

der  Coefficient   des  Gliedes,   welches  mit  -^ — 77—     multiplicirt    ist, 

Opr  Cps 

gleich  der  Summe  der  Coefficienten  in  den  entsprechenden  Gliedern 
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der  obigen  Ausdrücke  und  somit  gleich  Null;    ebenso  verschwinden 
auch  die  Coefficienten  derjenigen  Glieder,   welche 

d*C        d*C        d^C 


d  pr  d  x>s    dps  d  Xr   d  xr  d  xs 
enthalten. 

Sind  r  und  s  einander  gleich,  so  brauchen  wir  nur  die  erste 
und  dritte  von  den  obigen  Reihen  von  Gliedern  zu  betrachten  und 
darin  r  =  s  zu  setzen;  man  wird  ohne  Weiteres  erkennen,  dass 
die  Glieder,  welche  mit 

d2C      d2C      d*C 

dpV     dprdxr'    d  Xr 

behaftet  sind,  sämmtlich  sich  aufheben. 

Da  dies  gilt,  welches  auch  die  Zahlen  r  und  s  sein  mögen,  so 
folgt ,  dass  alle  diejenigen  Glieder ,  welche  zweite  Differential- 
quotienten von  G  enthalten,  sich  gegenseitig  aufheben,  und  daher 
verschwindet,  wegen  der  Symmetrie,  der  ganze  Ausdruck. 


Lösung  der  Hülfsgleichungen. 

§.  215. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  die  Werthe  von  Fi,  F2,  •  •  ♦  >-^n— l 
aus  den  verschiedenen  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen 
müssen,  zu  bestimmen. 

Um  Fi  zu  bestimmen,  haben  wir : 

(F,  FJ  =  0 
oder,  was  dasselbe  ist: 

f    7  TP.  7)  TP    7  TP.  „  A.      WJL1 

0. 

Da  diese  Gleichung  linear  ist  in  den  Differentialquotienten  von 
Fi,  so  können  wir  ein  Integral  derselben  finden,  wenn  wir  als 
Hülfsgleichungen  (§.  189)  die  verallgemeinerte  Form  der  La- 
grange'sehen  Gleichungen  anwenden.  Wird  ein  Integral  des 
Systems 


dF  dFi 
d  Xi   dpi 

dF  dFi        dF  dFi 
dpi    dxi      -dx2    dp2 

dF  dFi 
dp2    dx2 

dF  dFi 

dxn    dpn 

dF  dFi 

dpn    dxn 
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d  x±             dx2                            dxn 

dF~~     dF —       ~~     dF 

(A) 

dPl                 dp2                                      dpn 

dpi             dp2                             dpn 

dF    —      dF    ~          ~       dF 

dxi             dx2                            dxn 

dargestellt  durch 

/i  (%  i 

•  #2 »    •  •  •  ?   %ni  Pl  ■>  P'2<,   •  '  '  •>  Pn)   ==z  Q>\  > 
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wo  ax  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  ist  Fi  =  fi  =  %  ein 
Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  (F,  F^  =  0. 

§.  216. 

"Wir  haben  nun.  eine  Function  F.2   zu  suchen,  welche  den  Glei- 
chungen 

(F,Fi)  =  0,    (F1,Fi)=(/1,  F2)  =  0 

genügt.  Die  erste  derselben ,  welche  eine  Gleichung  zur  Bestim- 
mung von  F2  ist,  ist  in  ihrer  Form  identisch  mit  derjenigen,  durch 
welche  sich  F±  bestimmte;  wir  werden  daher  dieselben  Hülfs- 
gleichungen  erhalten.    Ist 

9  (fl?l ,  X2  ,   .  .  .  ,   05»,  pX  ,  p2  ,   .  .  .,  #»)  =  CtWSf 

ein  Integral  der  Gleichungen  (A) ,  welches  verschieden  ist  von 
fx  z=z  %,  so  ist  (F,(f)  =  0. 

Ist  (p  eine  Function  ,  welche  der  Gleichung 

CA,  9>)  =  0 

genügt,  so  können  wir 

i^2  =  (p  =  a2 

als  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen  nehmen,  durch 
welche  F2  bestimmt  wird. 

Genügt  (p  der  Gleichung  aber  nicht,  so  werden  wir  erhalten : 

C/i,  <P)  =  %L> 
Die  Substitution  von  cpx  kann  wiederholt  werden  und  so  unbe- 
schränkt weiter,  so  dass  wir  eine  Eeihe  von  Functionen  cp  erhalten, 
welche  bestimmt  werden  durch: 

CA,  <Pi)  =  V*,  (/i,  ^)  =  9>3,  •••,  (/i.  9t-i)  =  <Pi>  ••• 
Diese  Functionen  genügen  nun   sämmtlich,  für  F2   substituirt, 

der  Gleichung  : 

(F,  F2)  =  0. 
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Setzt  man  in  der  Identität 

[Ä,(B,  0)}  +  [B,  (C,A)1  +  [G,(Ä,B)]  =  0 
F  für  A  und  f±  für  J9,  so  ergiebt  sich : 

[G,(A,B)]  =  [0,  (F,/,)]  =  (C,  0)  =  0, 
und  daher: 

[^(/i.C^t/i.^ö)], 
was  auch  immer  C  sein  möge. 

Es   sei  zunächst  C=(p,   dann  geht  die  Gleichung  über  in: 

[F,  (A ,  9>)]  =  [/j ,  (F,  9>)]  =  (A ,  0)  ==  0, 
so  dass 

(/i,  9)  =  9l  =  F.2 

eine  Lösung  ist  von : 

(F,  F2)  =  0. 

Ist  sodann  0=  (jp^  so  erhält  man: 

[F,  (/i,  9>i)]  =  [/i,  (^,<Pi)]  =  (/i.  0)  =  0, 
so  dass 

(/i,  9>i)  =  92  =  F2 
ebenfalls  eine  Lösung  ist  von 

(F,Fs)  =  0; 
u.  s.  f.  durch   die  ganze  Reihe    der  Functionen    cp,   deren  jede   eine 
Lösung  ist  der   ersten  der  beiden   Gleichungen,   welche  F2  bestim- 
men, und  daher   auch,  einer  Constanten  gleichgesetzt,  eine  Lösung 
ist  der  Hülfsgieichungen  (A). 

Nim  haben  diese  Hülfsgieichungen  höchstens  nur  2  n  —  1  von 
einander  unabhängige  Integrale.  Die  Functionen  cpi,  welche  aus 
der  unbeschränkt  oft  wiederholten  Substitution  in  (/1?  <pi—i)  ent- 
stehen, können  nicht  sämmtlich  von  einander  unabhängig  sein,  und 
daher  müssen  wir,  wenn  die  Reihe  der  Functionen  nicht  aufhört, 
schliesslich  zu  einer  Function  gelangen,  welche  sich  durch  die  be- 
reits gefundenen  ausdrücken  lässt. 

§.217. 

Es  sind  daher  drei  Fälle   zu  betrachten: 

1)  Eine  Function  <fi  der  Reihe  kann  identisch  Null 
sein. 

2)  Eine  Function  (pi  der  Reihe  ist  veränderlich,  aber 
ausdrückbar  mittelst  der  vorhergehenden  Func- 
tionen der  Reihe. 
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3)  Eine  Function  (pi  der  Keine  kann   eine   bestimmte 

Constante  c  sein. 
Wir  werden  diese  Fälle  der  Reihe  nach  betrachten. 

§.  218. 

Erster  Fall.  Ist  (pi  =  0,  so  wird  (pi—i  =  a2  das  gesuchte 
Integral  sein;  denn  sie  gehört  zu  der  Reihe  der  Functionen  und  ist 
daher  eine  Lösung  von  (F,  F2)  =  0.     Ferner  ist: 

(Fx,  (fi-!)  =  (,A,  (pi-0  =  (pi  =  0, 
und  somit  ist  (pi— i  eine  Lösung  von  (F1 ,  F2)  =  0.     Demnach  ist 
es  ein  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen,  welche  F2  be- 
stimmen,  und  giebt  somit   die   zweite    der   gesuchten  Gleichungen, 
nämlich  : 

(pi-i  =  F2  =  a2. 

■§.  219. 

Zweiter  Fall.  Ist  (pi  darstellbar  durch  die  vorhergehenden 
Functionen  der  Reihe,  so  setze  man : 

<p{  =  &  (F,/1?  (p,  <p1,  (p2,  ...,  ^-i), 

worin  &  eine  bestimmte  Function  bedeutet.    Geht  man  nun  zu  (pi+i 
weiter,  so  hat  man: 

<pi±i  —  (fi,9i) 

=  (/i,J?)||+(/i,/i)||  +  (/i,9)||  +  (/i,«Pi)||i+-. 

wenn  man  den  Werth  von  (pi  substituirt.    Es  ist  aber : 

da  fx   eine   Lösung  der  Gleichungen  ist,  und  (fi ,  /i)  verschwindet 
identisch,  so  dass  diese  Gleichung  wird: 

<Pi+i  -9i  ^  +  <PiWi  +  -  +  9*-i  ^~  +  Wg^' 

Nun  ist  aber  jeder  der  Differentialquotienten  von  #  eine 
Function  der  vorher  erhaltenen  Grössen  (p.  somit  ist  dies  auch  mit 
cpi+i  der  Fall. 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass  (pi  und  alle  Functionen  (p  der 
Reihe,  welche  auf  (pi  folgen,  ausdrückbar  sind  durch  diejenigen, 
welche  (pi  vorangehen. 
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"Wir  wollen  nun  eine  Function  dieser  Grössen  zu  erhalten 
suchen,  welche  den  Gleichungen 

(F,Ft)  =  0    und    (*\,  Fa)  =  (/i,  Ft)  =  0 
genügt.    Ist  dieselbe: 

F2  =  t  (F,  /x,  qp,  9?!,  . . . ,  <^_i), 

und   wird   dieser  Werth    substituirt,   so    geht   die    erste   Gleichung 
über  in: 

welche  identisch  erfüllt  ist,  da  jede  Function  <p  eine  Lösung  ist  von 

(F,  Fa)  =  0, 
und  die  zweite  Gleichung  wird  wie  vorher : 

Die  letzte  Gleichung  ist  daher  die  einzige,  welcher  ty  genügen 
inuss,  und  da  keine  Differentialquotienten  nach  F  oder  fx  in  ihr 
vorkommen ,  so  können  wir  uns  dieselben  durch  ihre  respectiven 
Werth  e  0  und  ax  ersetzt  denken.     Jedes  Integral  des  Systems 

dtp dcpi dcp2 d  (pi—i 


<Pl  <p2  <P3  <Pi 

_  d  yz-! 
~~ ~      8\ 

von  der  Form  <&  =  a2  wird  eine  Lösung  der  Gleichung  in  ty  sein, 
und  daher  können  wir  setzen: 

F2  =  0  =  a2, 
und  werden  so  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral  der   beiden 
Gleichungen,  durch  welche  F2  bestimmt  wird,  erhalten. 

§.  220. 

Dritter  Fall.  Ist  cpi  eine  bestimmte  Constante  c,  welche  nur 
von  den  Coefficienten  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ab- 
hängen wird,  so  hört  damit  die  Reihe  der  Functionen  auf,  da  keine 
Function  mehr  zu  substituiren  ist.  Wir  verfahren  dann  wie  in  dem 
letzten  Falle,  um  eine  Function   der  vorhergehenden  Grössen  cp  zu 
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finden,  welche  eine  gemeinsame  Lösung  der  beiden  Gleichungen  ist. 
Ist  dieselbe: 

*2  =  %(F,fx,  %  <Pi>  •••>  9i-i)i 

und  substituirt  man  diese  in  (JF1,  F%)  =  0,  so  wird  die  Gleichung 
identisch  erfüllt;  substituirt  man  sie  in  (t/i,  F2)  =  0,  so  ist  die 
resultirende  Gleichung  gerade  so  wie  vorher : 

T  -dtp      ^    dfpi  dcpi-2  d<Pi-i 

worin  wir  cpi  durch  c  ersetzen  können.  Ein  Integral  derselben  wird 
gegeben  durch: 

d  <fi-2  _  d  (pj-i 
<Pi~-i  ~      c      ' 
welche  durch  Integration  giebt: 

(jPiLi  —  2  c  cpi-2  =  const, 
und  daher  können  wir,  wie  im  letzten  Falle,  setzen : 

F2  —  (pi-!  —  2c  <jpf_2  =  a2 
als  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral. 

Diese  Lösung  ist  ausreichend,  vorausgesetzt,  dass  i^>l  ist. 
Nun  kann  i  nicht  Null  sein,   da  cp  als  eine  Function  der  Ver- 
änderlichen bestimmt  ist.     Die   einzige   zu  betrachtende  Ausnahme 
ist  daher  der  Fall  i  =  1,  in  welchem 

dy  dy 

T    dcp  dcp 

ist,  so  dass  also  %  unabhängig  von  cp  ist.     Nun  ist: 

und  F  und  /x  lassen  sich  ersetzen  respective  durch  0  und  %  ;  wenn 
also  %  unabhängig  von  cp  ist,  so  hört  es  auf  eine  Function  der 
Veränderlichen  zu  sein,  und  es  giebt  daher  keine  den  beiden  Glei- 
chungen gemeinsame  Lösung,  welche  aus  diesen  Functionen  ab- 
geleitet wäre. 

Sollte  dies  der  Fall  sein,  so  kehren  wir  zu  den  Hülfsgleichun- 
gen  (A)  zurück  und  bestimmen  ein  neues  Integral,  welches  von 
den  bereits  erhaltenen,  nämlich  von 

JF\  =  fx  =  ai,    cp  =  const 
verschieden  ist.     Ist  dasselbe : 

#Oi,  %2,  ...,  xni  #i,  jp2,  ,..,  jön)  =  const, 
so  nehmen  wir  zunächst  mit   der  Function  &  alle  die  Operationen 
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vor,  die  wir  vorher  mit  der  Function  cp  vorgenommen  hatten ;  dann 
werden  wir  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral 

F2  =  a2 

erhalten,  ausgenommen  den  einzigen  Fall,  wo  wir 

C/i,fr)  =  *i=c' 

erhalten,  wobei  c'  eine  bestimmte  Constante  ist. 

Aus  der  Combination  dieser  respectiven  Ausnahmefälle,  wel- 
ches die  einzigen  sind,  in  denen  das  gemeinschaftliche  Integral 
nicht  erhalten  worden  ist,  können  wir  ein  gemeinschaftliches  Inte- 
gral F2  herstellen.     Denn  setzt  man 

F2  =  /,  (cp,  d) 

in  (F,  F<j)  =  0  =  (fi,  F$)  ein,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

0  =  (*<P)d£  +  (**)*£ 

o=(/^)||  +  CA,*)^ 

Die  erste  Gleichung  ist  aber  identisch  befriedigt,  da  cp  und  & 
beides  Integrale  der  Hülfsgieichungen  (A)  sind,  während  die  letzte 
Gleichung  wegen 

(/i,  9>)  =  9>i  =  c 


und 

(/»,*)  = 

--»!■■ 

=  c' 

übergeht  in: 

dcp 

=  0. 

Dieser  wird 

genügt  durch 

ft  =  0(c> 

cp  - 

■c»), 

und  somit  ist 

Fi  —  &  (c'  cp 

—  c 

fr)  = 

«2> 

worin  &  eine  willkürliche  Function  bezeichnet  (die  nach  Belieben 
von  einer  einfachen  Form  gewählt  werden  kann),  das  gesuchte 
Integral. 

Es  kann  daher  in  jedem  Falle  das  gemeinsame  Integral  der 
Gleichungen,  durch  welche  F2  bestimmt  wird,  gefunden  werden; 
zur  Bequemlichkeit  bezeichnen  wir  dasselbe  durch : 
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§.  221. 

Wir  gehen  nun  weiter  zur  Bestimmung  von  J^8;  dasselbe  muss 
sein  ein  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen: 

<F,Fs)  =  0  =  (fuFi)  =  (fi,Fs). 

Um  ein  solches  zu  erhalten,  suchen  wir  nach  der  vorhergehen- 
den Methode  ein  den  beiden  Gleichungen 

(F,  Fs)  =  0  =  (fu  Fa) 
gemeinschaftliches  Integral,   welches   verschieden   ist  von  f2  =  a2. 
Dasselbe  wollen  wir  darstellen  durch: 

X(xx,   X2,   ...,  Xn,  Pl,'i?2»    •••»  Pn)   =  COriSt. 

Bilden  wir  dann  wie  vorher  die  Reihe  von  Functionen  : 
(^2,  X)  •=  Al7    (/2,  Xx)  =  Ä2,  . . .,  (/2,  ^— i)  =  >W,  ..., 
so    sind    sämmtliche   Functionen    X    dieser   Reihe    gemeinschaftliche 
Integrale  der  ersten  beiden  von  den  Gleichungen,  aus  denen  X  sich 
bestimmt.     Denn  in  der  Identität 

[A,  (B,  Q]  +  [S,  (G,  Ä)]  +  [C,  (Ä,  B)]  =  0 
sei  A  =  F  und  B  =  /2 ;  dann  erhalten  wir  wegen  (F,  /2)  =  0 :  ■ 

[F,(/2,  C)-]  =  [f„(F,  Ol 
Und  substituiren   wir  in   derselben   Identität  A  ='/i  und  5  ==  /2 
und  erinnern  wir  uns,  dass  (/i,  f2)  =  0  ist,  so  erhalten  wir: 

[/i,  (/*,  C)]  =  [/„  (A,  C)]. 

Diese  Gleichungen  gelten,  was  immer  auch  C  sein  möge.  Ist 
nun  G  =  A,  so  wird : 

oder: 

(^^)  =  (/»,0)  =  0, 

und: 

oder : 

(/i,  *i)  =  U.  o)  =  o. 

Demnach  ist  Xx  ein  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen: 

(F,  F,)  =  0  =  (A,  Ft). 

In  analoger  "Weise  würde  die  Substitution  von  X±  für  C  zeigen, 
dass  X2  ein  gemeinschaftliches  Integral  dieser  Gleichungen  ist,  und 
so  fort  für  die  ganze  Reihe  von  Functionen. 

Forsyth,  Differentialgleichungen.  25 
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Da  wie  in  dem  früheren  Falle  die  Anzahl  der  gemeinschaft- 
lichen Integrale  eine  begrenzte  ist,  so  werden  wir  in  der  Reihe  auf 
ein  Integral  A^  kommen,  welches  ebenso  wie  die  auf  dasselbe  fol- 
genden ausdrückbar  ist  mit  Hülfe  der  ihm  vorhergehenden  JF,  /l5 
/2,  A,  Al7  ...,  Afc-!.  Es  treten  auch  dieselben  drei  Fälle  auf,  und  der 
Werth  von  F3,  des  gemeinschaftlichen  Integrals,  bestimmt  sich  in 
jedem  einzelnen  Falle  ebenso  wie  vorher.  Der  einzige  Ausnahme- 
fall wird  entweder  umgangen  durch  die  Wahl  eines  neuen  von  A 
verschiedenen  Integrals,  oder  es  werden,  falls  sich  auch  dieses  als 
Ausnahmefall  ausweist,  diese  beiden  Ausnahmefälle  mit  einander  so 
verbunden,  dass  sie  ein  gemeinschaftliches  Integral  liefern.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir  unser  drittes  gemeinschaftliches  Integral, 
welches  wir  darstellen  können  durch: 

§.  222. 

Die  noch  übrigen  Functionen  JP4 ,  .  .  . ,  .FV-i  können  auf  die- 
selbe Weise  abgeleitet  werden  wie  die  vorigen ;  auf  diese  Weise 
werden  wir  zusammen  mit  F  =  0  im  Ganzen  n  Gleichungen  er- 
halten zur  Bestimmung  der  Werthe  der  p  durch  die  unabhängigen 
Veränderlichen  und  n  —  1  willkürliche  Constanten,  und  diese 
Werthe  werden,  in  den  Ausdruck 

dg  —  px  dXy    ~|~  p%  d0C2    +    V    -f"  pnäXn 

eingesetzt,  denselben  integrirbar   machen.     Das  Integral  desselben 
ist  das  vollständige  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Die  anderen  beiden  Integrale  werden  aus  ihm  nach  den  Re- 
sultaten in  §§.  179,  180  abgeleitet. 

§.  223. 

Das  Vorhergehende  ist  eine  Darlegung  der  Ja cobi' sehen 
Integrationsmethode  in  ihrer  einfachsten  Form;  es  giebt  jedoch 
Entwickelungen  und  Vereinfachungen  und  daraus  sich  ergebende 
Methoden  zur  Vermeidung  der  Ausnahmefälle,  die  wir  hier  nicht 
behandeln  können.  In  Bezug  hierauf  und  auf  die  ganze  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  müssen  wir 
verweisen  auf  die  Hauptquellen,  welche  sind:  Jacobi,  „Vorlesungen 
über  Dynamik"  (Ges.  Werke  Supplbd.,  S.  248  bis  269);  Jacobi, 
„Nova  methoäus  .  .  .  integrandi"  (Crelle's  J.  Bd.  LX,  S.  1  bis  181),; 


[§.  223.]     Partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung.  387 

eine  sehr  werthvolle  Abhandlung  yon  Imschenetsky  in  Grunert's 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Bd.  L,  Seite  278  bis  474;  eine 
Abhandlung  von  Graindorge  in  den  Memoires  de  la  societe  Boyale 
des  sciences  de  Liege,  IL  Serie,  Bd.  Y,  und  ein  Lehrbuch  von  Mansion 
„Theorie  des  equatims  aux  derivees  partielles",  wird  sich  von 
grossem  Nutzen  erweisen.  Weitere  Hinweise  auf  die  Originalquellen 
wird  man  in  dem  letzteren  Werke  finden. 

Die   Gleichungen  (A)   sind,   wenn  man   jeden  Bruch  gleich  dt 
setzt,  von  der  Form  : 

dxr d  F     dpr  _    d  F 

dt  d$)r      dt  d  xr 

Es  sind  dies  die  kanonischen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
eines  Systems  materieller  Punkte ;  eine  weitere  Discussion  derselben 
findet  man  bei  Imschenetsky.  (Siehe  auch  Bouth  „Bigid  Dy- 
namics".) 

Wir    gehen    nun    zur   Betrachtung    einiger   Beispiele 
über. 

1.  Aufgabe.     Es  soll  die  Gleichung 

S=f(Pl,I>2,  •.-,#*») 
gelöst  werden,  in  welcher  /  die  unabhängigen  Veränderlichen  nicht 
explicit   enthält.       Wir  müssen   die    Gleichung    zunächst    so    trans- 
formiren ,   dass    die    abhängige  Veränderliche   nicht    explicit    darin 
vorkommt.     Ist 

1>    fo,   #2>    •••>   #«»  #)   =   0 

die  Lösung   der   Gleichung ,   wobei   die  Form  von   ty  noch   zu  be- 

di>      .  dtp 

stimmen  ist,  und  bezeichnet  man  — —  mit  Pr  und  -^—  mit  Pn+u  so 

0  $r  G  & 


hat  man: 

Pr   +   Pn+lPr  =  0, 

und  daher  ist  die  Gleichung: 

r-f(        Pl              Pi      •- 

&  —  /   \             P          '               P          '           ' 

p«  ~ 

in  welcher  die  abhängige  Veränderliche  ij>  nicht  vorkommt.   Hieraus 
ergiebt  sich  für  unsere  allgemeine  Formel: 


■"-'V    ph+1'     pn+1'    •     pn+J 

und  die  Hülfsgieichungen  geben: 

dPx  _  dfy  _         _  äPn  _  äPn+x 

o    ~~    o    ~~  "  '  ~    0""—  1  ' 


8, 


25* 
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Aus  diesen  erhält  man: 

P\   z=z .^1?    -^2   ==  M'2i   •••*   -*n  ~   Mni 

und  diese   ergeben  n  Integrale ;   aus   der  Gleichung  F  =  0   erhält 


man  sodann: 

8 

='(- 

«! 

«2 

-Pn+1 

«n 

Pn+l' 

'               rPn+X 

Löst  man  diese  Gleichung  nach  Pn+i  auf?  so  ergiebt  sich: 

-Pn+l    =   #(*), 

worin  £  die  w  Constanten  cc  enthält,  und  daher: 

dlp  =  P1dx1    +   -?2  ^#2    +    •*•    +   Pndxn   -f-    PM+i  <^# 
=  «!  C^    -f"    #2  <##2    +    ••*    +  '«n$'#w    +    %(%)&%' 

Das  Integral  hiervon  ist: 

^  -!■«  =  «!«!  +  «2ÄJ3  +  ...  -f  «w#n  -\-  f  %(£)äz, 

worin  cc  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  man  sich  in  ip  aufge- 
nommen denken  kann.  Nun  ist  aber  das  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  ^  =  0 ;  daher  lautet  das  Integral  von 

#  =/(#L»2>2,  .-',iV) 
folgendermaassen : 

wo  %  gegeben  wird  durch  die  Gleichung : 

w<2  CCn 

T' ""'  x. 


2.  Aufgabe.  Der  Fall,  wo  /  eine  homogene  Function  fiter 
Ordnung  in  den  jp  ist,  lässt  sich  leicht  auf  eine  der  bereits  in  §.191 
betrachteten  Formen  zurückführen.  Wir  können  nämlich  die  ab- 
hängige Veränderliche  z  in  £  umändern,  wobei 

■  ii-i 

t  P       T 

s  =  — — r  * 
f*— l 

ist,  und  die  Gleichung  wird  dann:  . 

1    =/(5l»    §2?    •  •  •»   bn), 

7)  fc 
worin  §r  =  — —  ist.     Das  Integral  derselben  ist : 
C  Xy 

,u-l 

ss    ,u   =  I  =  c  -f  a{  xx  +  a2  x2  +  •  •  •  +  an  xn , 

ft       l 
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vorausgesetzt,  dass 

/(«!,-  a2,  . . .,  an)  =  1 
ist. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen; 

(2)  Z  +  2&   =  (jpi   +J92)2. 

(3)  (i?!  —  *)  (jpa  —  z)  (p3  —z)—  P!P2p3. 
4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

F  =  (x2p1  +  ^iJP'2)  ^3  "f  «i?3  OPi  —  P2)  —  1  =  0. 
Die  Hülfsgieichungen  sind: 

—  dx1       — dx2       _       — ^%       ^#1 

%#3  +  aPz  %  %  —  «P3  0  (Pi  —  i>2>  _  ^3J>2 

dp2   dpz 

fyJPl  %2Pl+%lP2 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten,  zweiten,  vierten  und  fünften  Bruches 
erhalten  wir: 

dx1  +  dx2  dpx  ~\-  dp2 

(x2  +  a?x)a?3  ~~  O1+.P2W 
und  dies,  integrirt,  führt  zu 

(Pi  +  P2)  (%  +  #2)  =  «l- 
Wir  setzen  daher  (mit  Benutzung  der  Bezeichnung  des  vorher- 
gehenden Paragraphen) : 

■Fi  =  (Pi  +  P2)  Oi  +  #2), 
und  haben  zu  bestimmen  eine  Lösung  F2  =  o2  der  Hülfsgieichungen, 
welche  der  Gleichung 

.(JPl,*i)  =  0 

genügt.     Aus  der  Gleichheit  des   vierten  und   fünften  Bruches   er- 
giebt  sich: 

Pi  dPi  =  P2  dp2, 
und  daher  können  wir  setzen  : 

Cp  r=r  p*  -r-  pl  —  COflSt. 

Nun  ist: 

(Fl5  cp)  =  (px  +  p2)  2jPi .+  (i?!  +  j>2)  (—  2p2) 
.=  29  =  91; 
das  fortgesetzte  Einsetzen  in  die  Gleichung 
(Fl5  9>i-i)  =  (fi 
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würde  dalier  nicht  zu  einer  Function,  wie  sie  gesucht  wird,  führen. 
"Wir  kehren  daher  zu  den  ursprünglichen  Hülfsgieichungen  zurück, 
um  ein  von  F1  =  ax  und  cp  =  const.  verschiedenes  Integral  zu 
suchen.  Ein  solches  kann  man  herleiten  aus  der  Gleichheit  des 
dritten,  vierten  und  fünften  Bruches,  welche  giebt : 

dp1  —  dp2  dx-d 

#3  (Pl   —  P*)   _   a   (Pl    —  P*Y 

und  daher  setzen  wir: 

i\)  —  a  (p1  —  p2)  —  —  xl  =  const. 
Nun  ist: 

(Fl9  ^)  =  (Pl  +  jp2)  ä  +  (Pi  +  p2)  (—  a)  =  0; 
somit  genügt  ty  den  beiden  Gleichungen,  und  es  ist  demnach: 

F2  =  a  (px  —  p2)  —  -  xg  =  Ü2' 
Wir  lösen  nun  die  Gleichungen 

F  =  0,    Fx  =  al5    jP2  =  ^2 
nach  Pi,  p2,  j?3  auf  und  erhalten  : 

1        ^1         ,      %     1       ■*•       2 

ft  —  2  ^TF^     2^  +  4^  X3' 

1       «fj  a3  1  .    2 

f2  ~~ '  2  %T^  _  2^  ~~  4^  *3' 
2  —  aiü;.    ,      1    .  . 


Mithin  : 

dz~ 


-axd log (xx  +  x2)  +  —  \( a2  -f  -  a?32J  (d%  —  äx2) 


+  (%--%) %  dxA  +  ~      a}\  dxz , 

J  Z  «2  T  Xo 

so  dass  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  ist: 

Z  +  ^  =  2  «1  %(%  +  <T2)  +  —    (%  —  ff2)(«2  +  g   ^32) 

-^1  %fe2+  2o,)  +  (|)  \rctang  {^j, 

wobei  i4,  al5  a2  die  willkürlichen  Constanten  sind. 

(Imschenetsky.) 
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5.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  plX*  =  p£  -f  ap%. 

(2)  xxp*  -f  x^pg  +  xzP*  =  PilHlh* 

(3)  p*  +  j}22  +  i?32  =  a*  +  #i  #2  +  ä? *  4-  «j  xs  +  #2  #3  -f  xl. 

(4)  i?i  +  2  Pi  +  Pz  xi  xs  +  Ps  xi  x2  =  0. 

(5)  #!  jp2#3  =jJiaJi+  JPö  x2  +  Ps  x3- 

Es  ist  bereits  (in  den  §§.  189  bis  196)  angegeben  worden,  dass 
einige  der  Formen,  in  denen  nur  zwei  unabhängige  Veränderliche 
vorkommen  und  die  eine  unmittelbare  Integration  gestatten,  ohne 
dass  man  die  Ch  arpit'  sehen  .Hülfsgieichungen  benutzte,  derart  ver- 
allgemeinert werden  können,  dass  sie  die  Fälle  in  sich  schliessen, 
in  denen  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen  grösser  als 
zwei  ist. 

6.  Aufgabe.  In  dem  Falle,  wo  eine  gegebene  Differential- 
gleichung in  der  Form 

/l  (#1,  #2,  •  •  •»  %r,PvP2,  •  •  .,#»•)  =/2  (xr+l,  Xr+2,  ♦  •  -,  xmPr+l,Pr+2,  •  •  .,  Pn) 

geschrieben  werden  kann,  ist  das  vollständige  Integral  das  gemein- 
schaftliche Integral  der  Gleichungen: 

/i  =  a  =  /2, 
in  denen  a  willkürlich  ist.     Denn  die  Hülfsgieichungen  sind: 
dx1       dpi     dxr      dpr 

dpi  dXi  dpr  dxr 


d  xr+\  dp. 


V+l 


d/9  df9 


.dpr+i  dxr+1 

Aus  den  ersten  erhalten  wir: 

|/l  dXl  +  |A  dPl  +  ...  +  dJk  dXr  +  |A  d        0i 

dxx  dpx  dxr  cpr 

und  daher : 

=/» 

zufolge  der  gegebenen  Gleichung. 

Als  ein  Beispiel  hierzu  wollen  wir  nehmen: 

XzPx  +  x±p2  +  (p1—p2)  (P>6  +%)  (Pi  +%)  —  1- 
Hier  können  wir  setzen: 


392  Neuntes  Capitel.  [§-223.] 

(i>3  '+  #*)  (jP4   +  %)  =  a 
x2px  +  xxp2  +  a(px  —  p2)  =  1, 
wobei  a   eine  willkürliche  Constante  ist.      Das  Integral   der  ersten 
Gleichung  ist: 

ÖC 

£  -\-  Xz  x±  =  A  %%   ~\ — -  #4   ~\-    0, 

worin  A  und  C  willkürliche  Constanten  sind.  Das  Integral  der 
letzteren  Gleichung  kann  man  nach  der  Charpit' sehen-  Methode 
erhalten.     Die  Hülfsgieichungen  sind: 

—  d  Xi  —  d  x2  dpi  dp2 

X2  -\-  CC  Xx  —  M  p2  Pi 

Hieraus  erhalten  wir: 

dpi  ~\~  dp2         dxi  -f-  dx2 

n zr~\ — ~ —  —  °' 


P\    +  P2  Xl    +    %2 

und  daher: 

(Pi  +  P2)  Ol  +  #2)  =  A  +  1. 
Verbinden   wir1    dies    mit  der    Gleichung ,    deren    Integral    wir 
suchen,  so  erhalten  wir: 

(x2  +  cc)  P!  +  Ol  —  «)  P2  =  1 
Oi  —  «)  jpi  +  O2  +  «)  #2  =  A, 
und  diese  geben: 

Pi  {Oi  —  a)2  —  O2  +  <*)2}  =  A  Oi  —  a)  —  O2  +  «) 
i?3  {(%  —  a)2  —  O2  +  w)2}  =  «1  —  «  —  A  O2  +  «). 

Demnach : 
dz  =  Pi  d%i  +  p2  dx2 

1    ]   #2  +  <* 


%i  —  cc 
und  daher: 

t  x.      ,  n,i   .   1  t    Oi — fl0  +  O2  +  #)  ,    •V 

.  =  A  log  {a,  -  «)»  -  fc  +  «)•}  +  ^ ?^(^4-fe+«)  +  Cl- 

Das  vollständige  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  ist  somit: 
cc 

#  +  %  #4  =  A xz  -f-  -j  #4  +  A  %  {Oi  —  °02  —  O2  +  aY] 

+  *  +  2  ^  (^T^T^p^ ' 
wobei  Ay  Ai,  I?,  w  willkürliche  Constanten  sind. 
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7.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 

(x2p1  -j-  x1p2)  x3  ~\-p3  (p1  -p2)  {p*  -f  (p6  +  x±)  (jp5  +  -x6)p6]  ==  a. 

(Imscheaetsky.) 


Simultane  partielle  DifFerentialgleienungen*). 

§.  224. 

Anstatt  dass  nur  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung 
zur  Bestimmung  der  abhängigen.  Veränderlichen  gegeben  ist,  kann 
eine  Anzahl  simultaner  Gleichungen  gegeben  sein.  Wenn  die  ab- 
hängige Veränderliche  explicit  in  jeder  von  ihnen  vorkommt,  so 
können  diese  sämmtlich  wie  in  §♦  209  derart  transformirt  werden, 
dass  sie  daraus  verschwindet.  Alsdann  können  die  Gleichungen 
von  der  Form  angenommen  werden : 

JF\  Ox,  %,  ...,  xn,pup2,  ...,  pn)  =  0. 

F2   (x1,  X2l   ...,  #n,  JP.U.P2,   ...,  jpw)  =   0. 


Fm(x1,  X2,   ...,   Xn,  JPi,  P2,   ->i  Pn)  —  0. 

Ist  m  grösser  als  n,  so  können  die  Gleichungen  nicht  unab- 
hängig von  einander  sein;  denn  die  n  ersten  der  Gleichungen  lassen 
sich  algebraisch  auflösen,  so  dass  sich  die  Werthe  der  p  durch  die 
Veränderlichen  x  ausdrücken,  und  diese  Werthe  müssen,  wenn  sie 
in  die  übrig  bleibenden  m  —  n  Gleichungen  eingesetzt  werden,  die- 
selben identisch  befriedigen,  da  sonst  Beziehungen  zwischen  den 
unabhängigen  Veränderlichen  bestehen  würden.  Es  können  daher 
in  der  Tja&t  nur  höchstens  n  simultane  Gleichungen  gegeben  sein, 
und  wir  können  somit  m  entweder  gleich  n  oder  kleiner  als  n  an- 
nehmen. 

§.  225. 

I.  Es  sei  m  =  n.  Wir  haben  dann  also  n  Gleichungen, 
welche  die  Werthe  der  n  Grössen  p  als  Functionen  der  Veränder- 
lichen bestimmen.     Werden  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

d  z  =  pi  d  x1  +  i?2  d,x2  -f-  •  •  •  -j-  pndxn 


*)  Diese   Theorie   verdankt  man   Bour;    siehe   die  in    §.  223,    S.  386 
erwähnten  Quellenschriften.  Anmerk.  d.  Verf. 
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eingesetzt,  so  nmss  derselbe  ein  vollständiges  Differential  werden, 
wenn  das  gegebene  System  eine  gemeinschaftliche  Lösung  haben 
soll.    Die  Bedingungen  hierfür  bestehen  darin,  dass 


C  Xg  (J  Xy 

sein  muss  für  alle  Paare  von  Werthen   der  Indices,  und  diese  füh- 
ren wie  in  §.  211  zu  Gleichungen  von  der  Form: 

(Fr,  F.)  =  0. 

Es  müssen  daher  die  gegebenen  Functionen  sämmtlichen  Glei- 
chungen für  die  verschiedenen  Combinationen  der  Indices  genügen; 
alsdann  wird  das  gemeinschaftliche  vollständige  Integral  erhalten 
durch  Integration  von 

dz  —  p1  dx1  -}-  i?2  ^2  -)-...-)-  pndxn 
und  enthält  daher  eine  willkürliche  Constante. 

Es  kann  indessen  vorkommen,  dass  die  Functionen  F  nicht 
unabhängig  von  einander  sind;  in  diesem  Falle  ist  die  Determinante 


z/  == 


dF1    dF\ 


dpn 


d-Fn    dFn  dFn 

dpx  5  dp2  '  '  dpn 

gleich   Null,   und   es  wird    dann    eine  identische   Eelation  von  der 
Form  bestehen: 

<^(Fl,  F2,  ...,  F»,  %,  x2,  •••,  #n)  =  0. 

Für  die  Integration  ist  aber  Fi  =  F2  =  •  •  •  =  Fn  =  0,  es 
wird  daher  diese  Gleichung: 

#(0,  0,  ...,  0,  xx,  x2,  ...,  xn)  =  0. 

Wäre  dies  keine  Identität,  so  würde  sie  eine  Eelation  darstel- 
len zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen,  was  unmöglich  ist; 
es  folgt  dann,  dass  die  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  im 
Widerspruch  stehen  und  kein  gemeinschaftliches  Integral  besitzen. 
Ist  es  aber  eine  Identität,  so  ist  die  Anzahl  der  gegebenen  von 
einander  unabhängigen  Gleichungen  kleiner  als  die  Anzahl  der 
Grössen  p ;  diese  können  daher  nicht  aus  den  gegebenen  Gleichun- 
gen allein  bestimmt  werden;  wir  müssen  daher  zu  der  Methode 
unsere  Zuflucht  nehmen,  welche  in  dem  Falle,  wo  m<^n  ist,  an- 
gewendet wird. 
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Sind  z.  B.  vier  unabhängige  Veränderliche  vorhanden  und  vier 
Gleichungen  JF\  —  F2  =  F$  =  F±  =  0  gegeben,  so  können  die- 
selben kein  gemeinschaftliches  Integral  besitzen,  wenn  etwa  zwi- 
schen ihnen  eine  Eelation  besteht  von  der  Form: 

Fi  =  Oi  —  %)  .Fi  +  (%  —  %)  F2   +  %l  %2  %  #4  5 
besteht  dagegen  eine  Eelation  von  der  Form: 

F4  =  (xx  —  %)  F3  +  (%  —  %)  ^!  +  (#3  —  %)F2, 
so  sind  nur  drei  unabhängige  Gleichungen  vorhanden. 

§.  226. 

IL  Es  sei  nun  m  kleiner  als  n.  Wir  können  annehmen, 
dass  die  Gleichungen  auf  eine  solche  Anzahl  reducirt  sind,  dass  sie 
sämmtlich  von  einander  unabhängig  sind,  selbst  wenn  sie  es  in 
der  Form,  in  welcher  sie  zuerst  gegeben  waren,  nicht  sind.  Es 
wird  ferner  vorausgesetzt,  dass  es  ein  gemeinschaftliches  Integral 
giebt,  so  lange  die  algebraischen  Relationen,  welche  die  abhängigen 
Functionen  vermittelst  der  anderen  ausdrücken,  darauf  hinweisen. 
Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  diese  Gleichungen  sich  identisch  auf 
Null  reduciren,  wenn  man  in  ihnen  von  den  Gleichungen  F1  =  0, 
. . . ,  Fm  =  0  Gebrauch  macht. 

Erster  Fall.  Die  Functionen  JF\  =  0  =  •••  =  Fm  mögen 
den  Gleichungen 

(Fr,Fs)  =  0 

genügen  für  alle  Werthe  1,  2,  ...,  m  von  r  und  S;  alsdann  sind  sie 
gleichzeitig  integrirbar.  Um  die  Werthe  der  Grössen  p  zu  bestim- 
men, muss  man  nach  der  J.acobi'schen  Methode  n  —  m  andere 
Gleichungen  suchen,  welche  n  —  m  willkürliche  Constanten  enthal- 
ten werden.  Aus  diesen  Gleichungen  und  den  gegebenen  m  Glei- 
chungen können  die  Werthe  der  p  abgeleitet  und  in 

äz  =  p1dx1  -f-  p2dx2  +  •••  +  pndxn 
eingesetzt  werden.     Das   Integral  hiervon    ist  das  gemeinschaftliche 
vollständige  Integral   der  ursprünglichen  Gleichungen  und  enthält 
n  —  m  -\-  I  willkürliche  Constanten. 

Zweiter  Fall.  Es  ist  möglich,  dass  sich  (Fr,  Fs)  für  eine 
oder  für  einige  Combinationen  der  In  die  es  aus  der  Reihe  1,  2,...,  m 
als  eine  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  allein  oder  als 
eine    bestimmte   Constante   herausstellt.      In    keinem    dieser    Fälle 
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könnte  (Fri  Fs)  zu  Null  werden.  Alsdann  sind  die  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Gleichungen  gleichzeitig  integrirbar  sein  sollen,  nicht 
erfüllt,  und  es  giebt  daher  auch  kein  gemeinschaftliches  Integral 
der  vorgelegten  Gleichungen, 

Dritter  Fall.  Es  kann  vorkommen,  dass  sich  für  eine  oder 
für  mehrere  Combinationen  der  Indices  aus  der  Reihe  1,  2,  ...,  m 
Resultate  von  der  Form  ergeben  : 

(Fr,  Fs)   =/  (a?i,    X2,   ...,  Xn,  Pl,  Pl,   .-,  Pn), 

worin  /  nicht  identisch  Null  wird,  wenn  man  die  gegebenen  Glei- 
chungen darauf  anwendet.  Giebt  es  l  solcher  Combinationen,  wo 
m  -f~  I  nicht  grösser  sein  darf  als  n,  so  sind  für  alle  anderen  Com- 
binationen ausser  für  diese  l  die  Gleichungen 

(Fr,  Fa)  =  0 
befriedigt.     Wir  setzen  nun: 

0  '=  Fm+i  =  /i ,  0  =  Fm+2  =  fa ,  . . . ,  0  =  Fm+\  =  fi 
und  substituiren  dies  in  die  Functionen 

(Fr,  Fs), 
in  denen  mindestens  entweder  r  oder  s  grösser  als  m  sein  inuss. 

Wenn  dann  diese  Functionen  sämmtlich  verschwinden,  so 
haben  wir  m  -j-  l  Gleichungen,  welche  simultan  integrirbar  sind, 
und  bestimmen  nach  der  Jacobi'schen  Methode  die  n  —  m —  l 
übrigen  Gleichungen,  welche  nothwendig  sind,  um  das  vollständige 
Integral  darzustellen,  das  demnach  n  —  m  ■ —  l  +  1  willkürliche 
Constanten  enthalten  wird. 

Wenn  für  irgend  eine  Combination  (Fm^i,  /&)  oder  für  eine 
(fi,  fic)  die  Function  eine  bestimmte  Constante  oder  eine  Function 
der  unabhängigen  Veränderlichen  allein  ist,  so  sind  die  Gleichungen 
nicht  simultan  integrirbar  und  sie  besitzen  kein  gemeinschaftliches 
Integral. 

Wenn  wir  für  irgend  eine  Combination  (Fm-{,  fi)  oder  für 
eine  (fi,  fi)  eine  Function  cp  (% ,  x2,  . . . ,  xn,  p1,  p2,  .  •  • ,  Pn),  welche 
mit  Berücksichtigung  der  bereits  erhaltenen  Gleichungen  nicht  ver- 
schwindet, erhalten,  so  verfahren  wir  mit  den  Functionen  (p  geraöle 
so,  wie  wir  es  vorher^  mit  den  Functionen /_get^an,  haben. 'Schliess- 
lich werden  wir  zu  einer  endlichen  Anzahl  (nicht  mehr  als  n)  von 
unabhängigen  Gleichungen  gelangen,  welche  simultan  integrirbar 
sind,  und  sodann  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  das  gemeinschaft- 
liche  Integral    erhalten;    oder   wir   werden    ein   Resultat    erhalten, 
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welches    die    Unmöglichkeit   einer    simultanen   Integration   anzeigt, 
in  .welchem  Falle  es  kein  gemeinschaftliches  Integral  geben  wird. 

1.  Aufgabe.      Man   suche   (falls   ein  solches    existirt)    ein    ge- 
meinschaftliches Integral  der  simultanen  Gleichungen: 

Fl   =PlP2   —  %^4   =   0 

]F2  =  Ihlh  —  %iä2  =  0. 
Wir  erhalten: 

(F1?  F2)  =  Pi  %i  +  p2  %2  —  P-d  %  —  Pi  #4  i 
worin  die  rechte  Seite  auch  mit  Berücksichtigung  von  Fi=F2  =  0 
nicht  verschwindet.     Wir  setzen  daher: 

F3    =  plX1    +  p2%2    —  Pl%l    —  Pi  #4   =   0. 

Auf  diese  Weise  wird: 

(Fl5  F2)  =  0 

(F1?  F3)  =  —  2piPa  +  2^  x,  =  0 

(F2,  F3)  =         2jp3i?4  —  2«!^  =  0; 

es  sind  daher  die  drei  Gleichungen  mit  einander  verträglich.    IstF4 

die  andere  gesuchte  Function,   so   dass  sie   also  bestimmt   wird   als 

ein  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen 

(Fit  *i)  =  0  =  (Fif  Ft)  =  (Ft,  FJ 

und  betrachten  wir  sie  als  ein  Integral  von: 

(Fi,Fz)  =  0; 
so  haben  wir  die  Gleichungen: 

d'Xi dx2 dx$  dx± dpx dp2  _____      dp% dp^ 

xx~~  "    X2   ~~   Xoö    ~~  x±   ~~  px    ~~  p2   ~~~        pz  Pi  ' 

von  denen  ein  Integral  ist: 

px  —  ax$, 

worin  a  willkürlich  ist.     Wir  setzen  daher  versuchsweise : 

JPi 


■uncL  finden  dann  : 
und: 


Fi 
(F^  Fx)  =  0 


(Fi>  Fi)  -  v,  ~  $ Pi- 


Löst  man  nun  die  Gleichungen 

Fx  =  0  =  F2  =  F3,  F4 
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so  findet  man: 

1  1 

px  —  a#3,  p2  =  —  ä?4,  Ps  —  a%,  Pi  —  —  a?2» 

und  daher: 

JPi  P*  =  #2  «3  > 
folglich : 

(2?4,  F8)  =  0. 

Hieraus  erhalten  wir  die  gemeinschaftliche  Lösung  in  der  Form: 

p1  =  ax%. 

Um    das   vollständige  gemeinschaftliche    Integral   zu  erhalten, 
haben  wir: 

dz  =  a  (#3  ^%  -f-  Xidx-i)  -f (#4^#2  +  #2  ^#4)? 

und  somit  ist  das  gemeinschaftliche  Integral: 

^  =  a  xx  %  +  —  x2  #4  +  fc, 
worin  a  und  &  willkürliche  Constanten  sind. 

2.  Aufgabe.    Man  bestimme  andere  Integrale  in  der  Form: 

(1)  z  =  ax1xi  -| ^2^3  ~f~  &• 

(2)  *  =  2  {#2  ^4  (ä?!  ^3  -  «)}V2  +  &• 

(3)  #  =  2  {x1x3(x2x4t  —  a)}  2  +  &. 

3.  Aufgabe.     Man  suche  gemeinsame  vollständige  Integrale  für  die 
simultanen  Gleichungen: 

(l)     (Pi  +  (xs  +  xi  %2  +  xi  X*)P±  +  (x2  +  %i  —  3  xx)  ps  =  0 


(2)  k- 


i3  +  (#,  #3  #4  +  x2  —  a?!  a?a)  £>4  +  (x3  x±  —     #2)  p3  =  0. 

2%j94  +  a^  =  0 

i>!  —  2x$P2  +  (x?%±  ~  2^5)j°3  —  2av^4  —  0. 

(Imschenetsky  und  Graindorge.) 


Vermischte   Aufgaben. 

1.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

(1)  {m(x-\-y)  —  n{x^rz)}p-\-{n(y-\-z)  —  l(y-]rx)}q 

=  l{s  +  x)  —  m(z  +  y). 

(2)  p(e-\-eX)  +  q(z  +  eV)  =  z*  —  e*+y 

(3)  x2(y  —  z)p+y2{z  —  x)'q  =  #2(x  —  y). 
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2.  Man  bilde  die  Differentialgleichung,   deren  vollständiges  Integral 
lautet : 

x2  -f  y2  +•  z2  =  2  «  o?  +  2  /fy  -f  2  y  £, 

wobei  «2  -(-  ß2  -f-  y2  =  a2  ist  und  ß  eine  gegebene  Constante  bedeutet, 
während  «,  ß,  y  sonst  willkürlich  sind.  Man  bilde  ferner  aus  der  Diffe- 
rentialgleichung das  singulare  Integral  und  erläutere  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  vollständigen,  allgemeinen  und  singulären  Integral  durch 
eine  geometrische  Interpretation  eines  jeden. 

3.  Man  integrire  die  Gleichung: 

x2p  -f~  y2  q  —  z2, 

und  suche  die  Gleichung  des  Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  dieser  Glei- 
chung genügt  und  durch  den  Punkt  (1,  2,  3)  geht. 

4.  Man  integrire  die  Gleichung  : 

(y  —  z)  X/2  - -  (^  —  x)  Y/2  — -  +  (aj  —  s/j  #    —  =  0, 

worin  X,  Y,  Z  dieselben  quadratischen  Functionen  respective  von  x,  y1  z  sind. 
Man  integrire  die  Gleichung  auch,  wenn  diese  Functionen  vom  vierten 
Grade  oder  wenn  sie  vom  sechsten  Grade  sind.  (Bichelot.) 


5.     Man  beweise,  dass,  wenn 


ist,  die  Gleichung  gilt: 


r?2 
e  dx*  e 


und  hieraus,  dass 

k  rc2 

ist. 


Man  zeige  ferner,  dass  man  hat: 


$2  "  hxy 

H k  X  y  —  1       : — r-r 

e   *<***  e         =  (1-ÄÄ)       e1-** 
Analog  beweise  man,  dass 

$2  Tcrc2 

eh^{xe~lix2}  -  X—w  e~™ 

X  (l  +  4/t/c)d/2 

ist. 

6.     Man  löse  die  Gleichung: 

(Xx  —  xx  X3)p1  +  (X2  —  x2  X3)p2  =  1 , 
worin 

Xfi  =  cili,i  Xx  +  «,«,2  x2  +  «jit,a 
ist.  (Hesse.) 
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7.  Man  löse  die  Gleichungen : 

(1)  p2  -\-  q2  ~  x2  -\-  xy  -]-  y2. 

(2)  p  q  —  p  x  +  q  y. 

(3)  pq  =  py  -f  qx. 

(4)  'lhlhP5  +  %i%2%s(%ilh  +  %2P2  +  x3lh)  —  x2x8p2ps 

+  x3x^p3p1  +  x1x2p1p2. 

8.  Man  bestimme  die  Gleichung  einer  Fläche ,  welche  zugleich  zu 
den  durch  die  Gleichung  py  —  qx  =  0  definirten  Rotationsflächen  und 
zu  den  durch  die  Gleichung  p  x  -f-  q  y  =  £  definirten  conischen  Flächen 
gehört. 

9.  "Wenn  #  ==/(#,  s/)  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 


F 


2   __. 


22  -f-  2_pgs  =  c2(l  +  z2f/z 


ist,  so  bilden  die  durch  die  Gleichung 

(äy\2 


Gi)-2'M 


d  # 


1  =  0 


dargestellten  Curven    ein    orthogonales  System   von  solcher  Art,   dass    das 
Product  der  Krümmungen  in  jedem  Punkte  constant  ist. 

Wenn  /  (x,  y)  nicht  y  enthält ,    so   wird   die  Form    der  Function    be- 
stimmt durch : 


f(x)  =  fang*  (2+  tg*&) 


ex  =  2%  JE(2    Vs» 


2kF  (2    V2,#) 


ist,  und  F  und  E  das  elliptische  Integral  erster  und  zweiter  Art  mit  dem 
Modulus  2     2  bedeuten. 

10.  Man  suche  die  Oberfläche,  welche  alle  Kugeln  unter  rechtem 
Winkel  schneidet,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  ihre  Mittel- 
punkte  auf  einer  gegebenen  durch   diesen  Punkt  gehenden  Linie  haben. 

11.  Man  suche  die  Oberfläche,  bei  welcher  die  Coordinaten  der 
Punkte,  in  denen  die  Normale  die  xy -Ebene  trifft,  proportional  sind  zu 
den  Coordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der  Oberfläche. 

12.  Man  bestimme  das  Flächensystem,  welches  zu  den  Curven 

cosh  x  :  cosh  y  :  cosli  z  =  a:  b  :  c 
orthogonal  ist. 

13.  Man  zeige,  dass  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 


lautet : 


7>u     *    ?>v   _,    t>w 
Yx  ~^~  Yy  "■    Tz 

=  0 

9>y, 

,        V   — 

%>    ^x 

,      tu  = 

9X> 


% 


worin  cp  und  \p  willkürliche  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 
Man  beweise  ferner,  dass  dies  die  allgemeine  Lösung  ist. 
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14.  Man  zeige,  dass,  wenn  die  simultanen  Gleichungen 

xl*,YZ»,z  iü  =  o 

'da?  ö y  ^  z 

X'  —  4-  Y'  —  4-  Z'  —  =  0 

?>x  ~         T>y     '  "ö^ 

eine  von  w  =  cows£  verschiedene  Lösung  haben,  alsdann 

(YZf  —  TZ)  dx  +-  (ZXr  —  XZ?)äy  +  {XT  ~  X'Y)dz  =  0 
auf  eine   exacte  Differentialgleichung   reducirbar   ist,    aus    deren   Integral 
eine  gemeinschaftliche  Lösung  hergeleitet  werden  kann. 
Haben  die  Gleichungen 

yz \-     zx h     #?/    - —  =  0 

(ii  —  z) \-(z  —  x)  -—-  -\-(x  —  y)  —  =  0 

eine  gemeinschaftliche  Lösung  ausser  w  —  constl 

15.  Man  löse  nach  der  Jacobi' sehen  Methode  die  Gleichung: 

1h  +  (3  %  +  2  x3)  p2  +  (4  x2  -f  5  a?3)  jp8  +  { #4  +  %  (p2  — p3) }  j95  -f  ^  ^  =  0. 

(Imschenetsky.) 

Man  zeige,  dass  man  durch  Verallgemeinerung  der  Formeln,  welche 
in  dem  Falle  zweier  unabhängiger  Veränderlichen  der  analytische  Aus- 
druck des -Princips  der  Dualität  sind,  diese  Gleichung  in  eine  andere  trans- 
formiren  kann ,  welche  linear  ist  in  den  partiellen  Differentialquotienten 
der  neuen  Veränderlichen,  und  integrire  hiernach  die  obige  Gleichung. 

16.  Man  löse  nach  der  Jacobi 'sehen  Methode  die  Gleichung: 

xi  Pi  +  X*P2  —  2x1z  —  b  log 2h  +  2  &  l°9  xi  = «• 

(Ampere  und  Graindorge.) 

17.  Man  bestimme  das  vollständige  gemeinsame  Integral  der  simul- 
tanen Gleichungen: 

(  2%2®tlh  +  x-?x±lh  ~~  xs  =  0 
|  2a52p2  —  X±1U  —  1  —  0 

l  x2  octlh  +  a?i  %3  x±2h  —  xi  xs  =  0.  ( 0 o  11  e  t. ) 

18.  Man  bestimme  das  vollständige  gemeinsame  Integral  von: 
(x?  —  xi)px  +  (xx  x3  ~  x2  a?4)  pQ  +-  (rc2  %  —  ^  ^4)  p4  =  0 


{Ci) '  (*42  —  ^32)  jp2  +  (#2  %  —  a?!  ap4)  i%  +-  (ajj  a?8  —  a?2  x±)  i>4  =  0, 

sowie  das  von: 

, }  «^i  Vi  —  x2lH  +  #3  JPs  —  x±lh  —  ° 
l  ^3  231  +  ^4^2  —  ^lPs  —  a?2i34  =  °-  (Ooliet.) 
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Zehntes    Capitel. 

Partielle  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer 

Ordnung. 

§.  227. 

Es  wird  durch  das  ganze  gegenwärtige  Capitel  hindurch  ange- 
nommen,  dass  nur  zwei  unabhängige  Veränderliche  vor- 
handen sind;  ferner  soll  die  bereits  benutzte  Bezeichnung  für  die 
partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung  beibehalten  werden, 
und  es  wird  zweckmässig  sein ,  analoge  Bezeichnungen  r,  s,  t  für 
diejenigen  zweiter  Ordnung  einzuführen,  die  demnach  definirt 
werden  durch : 

dx2"1  dx'dy'      '        dy2 

Eine  Gleichung  wird  von  der  zweiten  Ordnung  genannt,  wenn 
sie  wenigstens  einen  der  Differentialquotienten  r,  S,  t,  aber  keinen 
von  höherer  Ordnung  enthält.  Die  Grössen  p  und  q  können  eben- 
falls in  der  Gleichung  vorkommen,  so  dass  die  allgemeine  Form  der- 
selben sein  wird: 

F  (x,  y,  #,  ]),  q,  r,  s,  t)  ■=  0. 
Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  ist  die  allge- 
meinste Relation  zwischen  x,  y,  8,  welche  es  giebt,  von  der 
Art,  dass,  wenn  man  den  aus  ihr  sich  ergebenden  Werth  von  z  und 
die  betreffenden  aus  diesem  abgeleiteten  Differentialquotienten  in 
die  Differentialgleichung  substituirt,  dieselbe  identisch  erfüllt  wird. 
Der  Definition  ist  keine  Bedingung  auferlegt  in  Bezug  auf  die  Form 
des  vollständigen  Integrals,  welches  in  seinem  Ausdruck  entweder 
willkürliche  Constanten  oder  willkürliche  Functionen  oder  beides 
enthalten  kann. 
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Ein  Ewischenintegral  ist  eine  Beziehung  in  der  Form 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  aus  ihr  die  gegebene  Differential- 
gleichung wieder  abgeleitet  werden  kann.  Es  braucht  nicht  noth- 
wendig  von  dem  vollständigen  Integral  verschieden  und  aus  ihm 
unmittelbar  durch  blosse  Differentiation  ableitbar  zu  sein.  Wenn 
man  jedoch  ein  solches  Integral  erhalten  hat,  so  wird  die  An- 
wendung der  Methode  des  vorigen  Capitels  ein  Integral  geben, 
welches  wirklich  das  vollständige  Integral  oder  auch  bloss  ein  be- 
sonderer Fall  desselben  sein  kann. 


§.  228. 

Bis  heute  ist  man  nur  in  besonderen  Fällen  im  Stande, 
die  allgemeine  Gleichung  zu  integriren.  Der  wichtigste 
von  diesen  Fällen  ist  der,  wo  die  Differentialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  nur  im  ersten  Grade  vorkommen, 
so  dass  die  Gleichung  linear  ist.  Ihre  allgemeinste  Form 
ist  dann : 

Er  -f  Ss  +  Tt  =  F, 

worin  R,  S,  T,  V  Functionen  von  #,  y,  z,  <p  und  g  sind.  Diese 
Gleichung  soll  nun  discutirt  werden;  bevor  wir  aber  die  Methoden 
angeben,  die  man  zu  ihrer  Integration  benutzt  hat,  ist  es  wünschens- 
werth,  einige  specielle  Formen  zu  betrachten,  welche  einfach 
sind  und  sich  unmittelbar  lösen  lassen ;  wir  werden  dann  später 
diese  Fälle  bei  der  allgemeinen  Discussion  ausschliessen  können. 
Einer  der  einfachsten  Fälle  ist: 

r  =  f(x), 

so  dass 

—  =  j ,f{x)dx  +  cp(y), 

worin  (p  eine  willkürliche  Function  ist;  eine  nochmalige  Integration 
giebt : 

z  =  fff(x)  dx*  +  x<p(y).+  i\>  (y), 
worin  sowohl  <jp  als  ty  willkürlich  ist. 

1.     Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 
s  —  const. 

In  analoger  Weise  können  wir  die  Gleichung  integriren  : 
r  +  Mp  =  2V", 
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worin  M  und  N  Functionen  respective  von  x  und  y  sind.     Dieselbe 
kann  geschrieben  werden  in  der  Form  : 

(ll+Mp  =  N, 

dx 

da  y  in  Bezug  auf  Differentiation  und  Integration  nach  x  constant 
ist.    Demnach  ist: 

p  —  eSMä*[fefMdxNäx  -f  <p  (y)l 
wobei  q)  eine  willkürliche  Function  bedeutet,  und  daher: 

z  =  fäxe-fMäx[fefMäxNdx  +  <p  (y)]  +  i>  (y) , 
wo  i\>  eine  willkürliche  Function  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

(1)  s  -f  Mp  =  N. 

(2)  s  +  Mq  —  N. 

Die  Methode  von  Monge  zur  Integration  der  Gleichung: 

Er  -f  Ss  +  Tt  =  V. 

§.  229. 

Das  Monge' sehe  Verfahren  besteht  in  einem  gewissen  Processe 
zur  Ermittelung  eines  oder  zweier  Zwischenintegrale  von  der  Form 

wo  u  und  v  Functionen  von  #,  y,  8,  p,  q  sind  und  /  eine  willkür- 
liche Function  bezeichnet;  es  wird  daher  bei  dieser  Methode  still- 
schweigend die  Annahme  gemacht,  dass  die  Differentialgleichung 
ein  solches  Integral  zulässt.  Es  ist  somit  an  erster  Stelle  zu  unter- 
suchen, ob  diese  Annahme  in  dem  allgemeinen  Falle  gerechtfertigt 
ist,  und,  wenn  es  sich  zeigen  sollte,  dass  dem  nicht  so  ist,  anzu- 
geben, wie  die  allgemeine  Gleichung  zu  beschränken  sei,  damit  diese 
Annahme  unbedenklich  gemacht  werden  könne.  Zu  diesem  Zwecke 
brauchen  wir  nur  von  dem  angenommenen  Zwischenintegral  aus- 
zugehen und  die  entsprechende  Differentialgleichung  aufzustellen, 

§.  230. 

Da  u  =f(v)   ist   und   u  und  v   Functionen   von    x,  y,  8,  p,  q 
sind,  so  erhalten  wir: 
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elf  /dv    ,       dv    ,       dv    ,       dv\ 


c?^  \dx 


und 


du    ,        du    .       du    ,       du 
8«/  tf#  8p  dq 

cv    ,       8t>    .     ,  dv\ 


df/dv    ,        8  v    .       8  #    ,     ,  8  v\ 
dt;  \8#  8#  8p  8  3/ 


Eliminiren  wir   die  Grösse  -r-    aus  diesen  beiden  Gleichungen, 

d  v 

so  finden  wir  als  die  entsprechende  von  der  willkürlichen  Function 
freie  Differentialgleichung : 

(1)      rü1  +  sS,  +t'J\  +  Di  (rt  -  s»)  =  FX) 
worin  ü^ ,  S1?  T1?  üi,  Fi  gegeben  werden  durch  die  Relationen: 


CTn 


P,  ff. 


*=«^+*a+a- 


(0,  iX' 


Hierin  bezeichnen  die  Symbole  f  ~^~  ) ,  •  •  •  wie  gewöhnlich  die  Aus- 

\^j  yJ 

du  dv       dudv 

dx  dy       dy  d%* 

Soll  dann  diese  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung   dieselbe 
sein  wie  die  ursprüngliche  Gleichung,  so  müssen  wir  haben: 

Ux  —  0 
und 

BS         TV 

was  im  Ganzen  vier  Gleichungen  sind.    Wenn  nun 
(2)       Br  +  Ss  +  Tt  =  V 
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als  die  zu  lösende  Gleichung  betrachtet  wird,  so  werden  diese  vier 
soeben  erhaltenen  Gleichungen  befriedigt  werden  durch  die  Grössen 
u  und  v,  aus  denen  das  Zwischenintegral  von  (2)  gebildet  werden 
kann.  Da  aber  nur  zwei  Gleichungen  erforderlich  sind,  um  die  ab- 
hängigen Veränderlichen  uxvadv  als  Functionen  ihrer  unabhängigen 
Veränderlichen  zu  bestimmen,  so  kann  man  sich  diese  Grössen  %i 
und  v  aus  irgend  zwei  von  diesen  Gleichungen  bestimmt  denken, 
wenn  auch  ihre  Auflösung  in  der  Praxis  grosse  Schwierigkeiten 
bereiten  könnte.  Werden  diese  Werthe  in  die  anderen  beiden  Glei- 
chungen eingesetzt,  so  müssen  die  letzteren  identisch  erfüllt  wer- 
den, und  sie  werden  in  diesem  Zustande  die  Functionen  B,  S,  T 
und  V  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  enthalten.  Mithin 
wird  es  zwischen  diesen  Functionen  von  x,  y^  2,  p,  q  zwei 
Relationen  geben,  welche  identisch  befriedigt  sein  müs- 
sen, wenn  die  Differentialgleichung  (2)  ein  Zwischen- 
integral von  der  Form 

u—f(v) 
besitzen  soll. 

§.  231. 

Eine  wichtige  Folgerung  hieraus  ist  zu  bemerken,  obwohl  die- 
selbe unseren  gegenwärtigen  Zweck  nicht  berührt;  es  würde  unnütz 
sein,  ein  Integral  von  der  vorausgesetzten  Zwischenform  zu  suchen 
für  irgend   eine  Differentialgleichung,   welche  nicht   von    der  Form 

Er  -f  Ss  +  Tt  +  U(rt  —  s2)  =  V. 
Und  gerade  wie  in  dem  bereits  betrachteten  speciellen  Falle, 
wo  U  '■=  0  ist,  lässt  sich  beweisen,  dass  eine  Differentialgleichung 
von  dieser  Form  nur  dann  ein  Zwischenintegral  von  der  angenom- 
menen Form  besitzen  kann,  wenn  zwischen  den  Coefficienten  B,  S 
T,  Z7,  V  zwei  identische  Relationen  bestehen. 

Aufgabe.  Sind  drei  unabhängige  Veränderliche  gegeben,  so  kön- 
nen dieselben  zweckmässig  durch  xx,  x2o  %?,  und  die  entsprechenden 
Differentialquotienten  von  z  durch  px  ,  p2 ,  p%  bezeichnet  werden.  Man 
beweise,  dass,  wenn  jede  erste  Unterdeterminante  der  Determinante 

ö  (p       'ö  r/)       "ö  cp 

12t    AI'    ^-xt- 

*Pl  '    ^P2  '    ^3 


+    *81    d^T   =    V, 
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(in  welcher  cp,  \p,  /  Functionen  von  £,  xu  x2>  #3,  plt  p2,  Pa  sind.)  ver" 
schwindet,  alsdann  die  Gleichung 

F(<P,  V,  X)  =  0, 
in  welcher  .F  eine  willkürliche  Function  ist,  zu  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  von  der  Form  führt: 

1  *x?  ~     2  *x%     '       3  öo?|     '       12  öxiö^a  d#2d#3 

ö  #3  ö  Xx 

in  welcher  J?j,  JR2  >  •  •  •>  -^31?  I7  Functionen  der  Veränderlichen  und  der 
ersten  Differentialquotienten  von  z  allein  sind,  und  dass  die  Coefficienten 
M  der  Bedingung  genügen: 

1^  Bi3+B2B$1+B3B&—±B1B2B3-BlfiB2aBa1  =  0. 
Belehrung  über    diese    Classe  von    Gleichungen  wird    man   finden    bei 
Euler,  Inst.    Calc.    Int.   Vol..  III,    p.    448    und    Legendre,  Memoires  de 
l'Academie  des  Sciences  1787,  p.  323. 

§.  232. 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass  wir  als  allgemeinsten  Fall  die 
Gleichung  betrachten   können: 

Br  -f  Ss  +  Tt  .+   U(r.t  —  s*)  =  V. 

Die  lineare  Gleichung  ist  in  dieser  enthalten,  da  sie  aus  ihr 
für  den  besonderen  Werth   U  =  0  entsteht. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Beziehungen  zwi- 
schen den  Grössen  JR,  S,  T,  U,  V,  welche  erforderlich  sind, 
wenn  die  Gleichung  ein  Zwischenintegral  von  der  voraus- 
gesetzten Form  besitzen  soll,  erfüllt  seien,  und  gehen 
dazu   über,   dieses    Integral  zu  bestimmen. 

Wir  haben  stets : 

dp  =  rdx  +  sdy 

dq  =  sdx  -{-  tdy. 
Werden  die  aus  diesen  Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  von  r  und 
t  in   die   obige    allgemeine   Gleichung  substituirt,   so   nimmt   sie   die 
Form  an : 

B dp  dy  -f-   Tdq d x  -\-   U dp  dq  —  Ydxdy 

=  s  (Bdy*  —  Sdxdy  -f  Tdx*  -f  Udpdx  -f   üdqdy). 

Sind  nun 

u  ■=.  a    und    v  ■=  b 

(wo  a  und  b  willkürliche  Constanten  sind)  zwei  Integrale  der  Glei- 
chungen : 
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Bdpdy  -f-   Tdqdx  -\-   Udpdq  —  Vdxdy  =  0 

Rdy2  -\-    Tdx2   -\-   Udpdx  -j-   Udqdy=  Sclxdy 
dg  =  pdx  -\-  qdy, 
so  dass  u  und  v  Functionen  von  x,  y,  #,  p,  q  sind,  so  erhalten  wir: 

du    .       du\    -,      .  (du    ,       ()m\    .,      ,    du  7      .    9^ 

ö N^-^+U \~  0.  t-  )  dy  -{-  —  dp  +  ^—  da  =  0 

ex  dz)  \dy  dz/  dp  dq 

und 

d v  d v\    .       .    /9 «?    .       ö «A    7      , ■    9 ^   7       ,    8»   ,  A 

— -  +  »  —  )  dx  4-1  ^ h  q  —  )  du  4-  ^—  ««  4-  —  da  =  0, 

dx    !    f  6^/  \92/  dz)     J    l     dp     1     ]    dq     £ 

und  diese  müssen  den  Gleichungen,  deren  Integrale  u  =  a  und 
y  =  b  sind,  äquivalent  sein.  Löst  man  nun  diese  nach  dp  und 
dq  auf  und  benutzt  die  Bezeichnungen  des  §.  230,  so  findet  man: 

-*."=*M&)+e?M* 


und  daher: 

—  Ux  dp  d  x  —  TJ\  d  q  dy 

=r,„+ÄV+{(£)+(£),+(ä)+(£),),,4, 

—  Tidx2  -\-  Bidy2  —  Sidxdy, 
und  analog  erhält  man: 

(Ui  dp  +  Txdx)  (üidq  +  E1dy)  =  (üx  Vx  +  B1Tl)dxdy 
oder: 

Bi  dp  dy  -\-  l\dq  dx  +   Z7X  c^jp  dq  —  Vi  dx  dy  =  0. 

Da  diese  identisch   sind  mit   den  früheren  Gleichungen,  so   er- 
giebt  sich: 

^i  =  Ii^Ei  =  h  =  ^ 

B  T  U         V  S  ' 

und  daher  wird  die  zu  lösende  Gleichung: 

BLr  +  SxS  +  Txt  +  Ux  (rt  —  s2)  =  Vv 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  kennen  wir   aber  bereits,  da   sie 
aus  einem  Zwischenintegral  abgeleitet  war,  und  dieses  Integral  ist: 

n  =f(v). 

Es  ist  dies  somit  ein  Zwischenintegral,  wie  es  gesucht  wird. 
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Wir  erhalten  daher  das  Integral,  indem  wir  die  eine  der  aus 
den  beiden  Hülfsgieichungen  abgeleiteten  Functionen  zu  einer  will- 
kürlichen Function  der  anderen  machen. 


§.  233. 

Betrachten  wir  insbesondere  den  Fall  der  linearen  Glei- 
chung, in  welchem  £7=0  ist,   so  haben  wir  die  Hülfsgieichungen: 

Bdy2  +  Tdx2  —  Sdxdy  =  0 

Bdpdy  -j-  Tdqdx  =  Vdxdy. 

Da  die  erste  von  diesen  vom  zweiten  Grade  ist,  so  lässt  sie 
sich  im  Allgemeinen  zerlegen  in  zwei  verschiedene  Gleichungen 
ersten  Grades;  jede  von  diesen  wird  sodann,  wenn  man  sie  mit  der 
letzten  Gleichung  und,  wenn  nothwendig,  mit 

dz  =  pdx  -f-  qdy 

verbindet,   zu  einem   Integralsystem  führen ,   welches  u  und  v  be- 
stimmen wird. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  zwei  Zwischenintegrale  von  der 
Form  : 

%ix  —  f{vx) ,    %h  —  f(v2), 

ausser  in  dem  Falle,   wo  S2  =  4  B  T  ist,  in  welchem   sich  nur  ein 
einziges  Integral  von  dieser  Form  ergiebt. 

§.  234. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeineren  Falle  über,  in  wel- 
chem U  nielit  gleich  Null  ist,  so  können  wir  beweisen, 
class  sich  aus  den  Hülfsgieichungen  im  Allgemeinen  zwei 
Zwischen  integrale  ableiten  lassen.  Multipliciren  wir  die 
Hülfsgieichung,  welche  V  enthält,  mit  einer  bisher  noch  unbestimm- 
ten Grösse  A  und  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  ist  das  Resultat: 

Bdy2  +  Tdx2  —  (S  +  lV)dxdy  +   Udpdx  +   Udqdy 
-f-  k  Bdpdy  -\-  &  Tdqdx  +  ^Udpdq  —  0. 

Dasselbe  lässt  sich  nun  zerlegen  in  zwei  lineare  Factoren  von 
der  Art,  dass  es  äquivalent  ist  zu: 

(Bdy  -f  hTdx  +  mV dp)  (dy  -\-  -  dx  +  ~  dq  )  =  0, 
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vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  #,  m,  X  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Glieder  des  entwickelten  Products 
dieselben  sind  wie  zuvor.  Damit  dieses  der  Fall  sei,  müssen  diese 
Grössen  den  folgenden  Beziehungen  genügen: 

JcT+  i  B  =  —  (S+  A  V) 

—  kB  =  U 

m 

m 
mU—  kB 

m 

-=-  U  =  U. 
k 

Dieselben  werden  sämmtlich  befriedigt  durch: 

m  —  h  —  k  -— , 

wenn  man  k  durch  die  Gleichung  bestimmt : 

k^(BT  +  UV)  +  kUS  +  W  =  0. 

Die  beiden  Werthe  von  /l,  welche  diese  Gleichung  liefert,  seien 
X1  und  k2  ;  dieselben  werden  verschieden  sein,  ausser  wenn 

S2  =  4(ET+   UV) 

ist.  Die  beiden  Hülfsgieichungen  können  ersetzt  werden  durch  die 
beiden  Gleichungen,  deren  jede  in  lineare  Factoren  zerlegbar  ist, 
sobald  man  die  Werthe  von  ft,  m,  k  in  ihnen  substituirt.  Diese 
beiden  Gleichungen  können  nach  einer  kleinen  Vereinfachung  ge- 
schrieben werden: 

(Udy  -f  kx  Tax   +  K  Udp)  (Udx  -f  kxBdy  +  kx  Udq)  =  0 
(Udy  +  k2  Tdx  +•  k2  Udp)  (Udx  +  k2Bdy  +  k2  Udq)  =  0. 

Um  die  Functionen  u  und  v,  aus  denen  ein  Zwischenintegral 
hergestellt  werden  kann,  zu  finden,  müssen  wir  paarweise  einen 
Factor  der  ersten  Gleichung  mit  einem  Factor  der  zweiten  verbin- 
den. Indessen  sind  von  den  vier  möglichen  Combinationen  zwei 
auszuschliessen,  nämlich  die,  welche  man  durch  Verbindung  der 
beiden  ersten  Factoren  dieser  Gleichungen  erhalten  würde,  da  diese 
zu  einem  Resultate 

Udy  =  0 
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führen  würde,  welches  augenscheinlich  keine  Lösung  liefern  könnte, 
und  die,  welche  man  durch  Verbindung  der  beiden  zweiten  Fac- 
toren  dieser  Gleichungen  erhielte,  da  diese  zu  einem  Resultat 

Uclx  =  0 
führen  würde,   welches   ebenfalls  augenscheinlich   keine  Lösung  lie- 
fern würde.    Daher  können  die  Gleichungen  durch  die  beiden  Paare 
von  Gleichungen  ersetzt  werden : 

\TJdy  +  Ai  Tax  +  X1  Udp  =  0 

[üdx  -f  L2Brhj  -f  ;2  Udq  =  0 
und: 

(üdx  -f  lxBdy  +  A:  Udq  =  0 

\Udy     -f    ;2  Tcta    +    ;2   ET  dp   rrrr   0. 

Aus  jedem  Paare  erhalten  wir  zwei  Integrale  von  der  Form 
u  =  a  und  v  =  6,  und  finden  somit  auch  aus  jedem  Paare  ein 
Zwischenintegral.     Diese  beiden  Integrale,  welche  wie  vorher  durch 

%    = /0>l)i   *h    =    9(^2) 

dargestellt  sein  mögen,  sind  Zwischenintegrale  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung,  und  sie  sind  verschieden,  ausser  wenn 

S*  ==  4(JßT  +   J7F) 

ist,  in  welchem  Falle  nur  ein  einziges  Zwischenintegral  gefunden 
werden  kann. 

§.  235. 

Wir  können  nun  weiter  fortfahren  in  der  Integration,  sei  es 
der  linearen  Gleichung  oder  der  allgemeineren  Form.  Betrachtet 
man  eins  von  den  Zwischenintegralen  in  den  betreffenden  allgemei- 
nen Fällen  (oder  in  den  Ausnahmefällen,  in  denen  die  Relation 
zwischen  den  in  der  Gleichung  als  Coefficienten  auftretenden  Func- 
tionen besteht,  das  eine)  als  das  einzige  erhaltene  Zwischenintegral, 
so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  das  voll- 
ständige Integral  derselben  (und  die  anderen  damit  verbundenen 
Integrale)  kann  nach  den  Methoden  von  Capitel  IX  gefunden  wer- 
den und  dieses  Integral  wird  das  schliessliche  Integral  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  sein. 

§.  236. 

In  den  allgemeinen  Fällen  können  wir  einen  (jetzt  zu  bewei- 
senden) wichtigen  Satz  zur  -Anwendung  bringen,  durch  welchen  die 
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weitere  Mühe,  dieses  schliessliche  Integral  zu  erhalten,  beträchtlich 
abgekürzt  wird.  Dieser  Satz  kann  folgendermaassen  ausgespro- 
chen werden: 

Wenn  wir  zwei  Zwischenintegale  von  der  Form 

%H  =f(v1),  %h  =  /(«>2) 

gefunden  haben  und  wir  betrachten  dieselben  als  simul- 
tane Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p  und  q  als  Func- 
tionen von  x,  y,  8,  so  werden  die  durch  diese  Gleichungen 
gelieferten  Werthe  von  p  und  q  so  beschaffen  sein,  dass 
der  Ausdruck 

-dz  =  p  clx  +  qdy 

sich  integriren  lässt. 

Nimmt  man  diesen  Satz  als  bewiesen  an,  so  hat  man  also  nur 
die  beiden  Zwischenintegrale  als  simultane  Gleichungen  in  p  und  q 
aufzulösen,  sodann  die  hieraus  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  q  in 

dz  —  pdx  -f-  qäy 

einzusetzen  und  zu  integriren.  Das  Resultat  wird  das  schliessliche 
Integral  sein. 

§.  237. 

Wir  wollen  nun  jetzt  den  oben   ausgesprochenen  Satz 
beweisen.    Man  bezeichne   diese   Integrale  bezüglich   mit  F  =  0 
und  0  =  0,  so  dass  F  —  u±  —  f(v±)   und   <P  =  u2  —  <p  (v2)  ist, 
und  es  sei  zunächst  F  =  0  eine  Lösung  der  Gleichung: 
Er  +  Ss  +  Tt  +   ü(rt  —  s2)  =  V. 

Wir  haben  nur  die  eine  Gleichung  F  =  0  und  diese  ist  nicht 
ausreichend,  um  uns  in  den  Stand  zu  setzen,  r,s  und  t  als 
Functionen  von  x,  y,  z,  p,  q  auszudrücken;  wir  können  nur  zwei 
von  ihnen  durch  die  dritte  und  durch  Grössen  ausdrücken,  welche 
explicit  unabhängig  von  ihnen  sind.  Werden  diese  Werthe  in  die 
Differentialgleichung  substituirt,  so  wird  die  letztere  eine  Reihe  von 
Gliedern  enthalten,  welche  mit  diesem  zweiten  Differentialquotien- 
ten der  abhängigen  Veränderlichen  behaftet  sind,  und  eine  andere 
Reihe,  welche  denselben  nicht  enthält,  und  die  Gleichung  muss 
ohne  Rücksicht  auf  diesen  Differentialquotienten  identisch  erfüllt 
sein.    Da  nun  F  =  0  ist,  so  haben  wir: 
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dF  ,    dF       ,    dF  ,    dF 

3.F  ,    dF          dF  ,     dF  ^ 

dy        d#           dp  dq 

Setzen  wir  der  Kürze  halber : 

dF  .      dF  __ 

ö h  jP  ^ —  =  ^ 


-9F 
dy 

+  «  97  =  F" 

so  geben  dieselben: 

9F 

—  r  — 
dp 

=  —  —  s  —  Fx 
cq 

=     —     —      S     —     Fy. 

op 

Werden  diese  Werthe  von  r  und  t  in  die  Differentialgleichung 
substituirt,'so  geht  dieselbe  über  in: 


+  {r 


dF  dF  dFdF 

BFX  |£  +  TFy  ^  +.  V  p  ^  -  CTFBFV 
tfg  y  ojp  dp   dq 

dFV       „dFdF  ,    JW_W8P       ^   8-JF" 


ö#/  ■         dp  dq  \dpj  dq  dp] 


Diese  Gleichung  niuss  identisch  befriedigt  sein  ohne  Rücksicht 
auf  den  Werth  von  s,  und  daher  muss  der  Coefficient  von  s  sowie 
das  von  s.  unabhängige  Glied  verschwinden.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  würde  diese  Gleichung  s  und  somit  auch  r  und  t  als  Func- 
tionen von  x,  y,  #,  p,  q  bestimmen  —  ein  Resultat,  weiches,  wie 
bekannt,  nicht  aus  der  einen  Gleichung  F  =  0  abgeleitet  werden 
kann. 

Wir  haben  daher: 

dF  dF  dFdF 

d.q  Jdp  dp   dq 


EFX~  +  TFV--  +  Vf-  z--üFxFt  =  0 


Bm>-a™™  +  T(§*y  -  UF™-  uf™=o. 

\dqj  dp  dq  \dpj  dq  dp 

Dieselben  Gleichungen  werden  bestehen,  wenn  wir  F  durch  0 
ersetzen  ;  wir  können  daher  F  und.  0  als  die  Lösungen  der  Glei- 
chungen betrachten : 
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dq  dp  dp    d q 

B(|?V_  sf  ?*  +  r(3*Y  -  US™  -  ÜB™  =  0. 

\dqj  dp   dq  \dpj  dq  dp 


§.  238. 

Wir  müssen  nun  zwei  Fälle  betrachten. 
1)  Die  lineare  Gleichung,  falls   TJ  =  0  ist. 
Sind  alsdann  §t  und  £2   c^e  Wurzeln  der  Gleichung  : 

B£»  -  s|  +  r=o, 

so  geht  die  zweite  Gleichung  über  in  : 

IL®  _  £     '^  ^  _    £    ?®\  — 


^3  X   9 IV  \0£         2  dp  / 

und  wir  können  daher  setzen: 

^-£  dF  -o 

S^  t    d0  —  n 

indem   wir  so   ^  mit  .F  und   |2  m^  ^   verbinden.     Die   erste   Glei- 
chung wird,  wenn  wir  sie  durch  — —    dividiren: 

ö  dp 

Rl~®x  +  T@y  +   F£  |7  =  0, 
und  daher: 

Da  aber  T=  12  |i  §2  ^s^   so  kann  die  letzte  Gleichung  geschrieben 
werden : 

F  9F 

Analog  ist : 
Aus  den  letzten  beiden  erhalten  wir: 


B$XFX  +  TFy  +  Fix  ^  =0. 


&*  +  li  ^  +  15  "  =  o. 


d<£        ^8^        .  ^   3F        y  r,    d®  dF        ^  d® 

dp  dp         ~l     y  dp        b~    v   d#  ydq  y  dq 
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und  daher : 


®fl 


dF 


Fv 


d® 


—  %  o-  =  o. 


8  p  ~  "*  8  p    '   ~  ^  8  2 

Dies  ist  aber  die  Bedingung  (§.  202),  welche  von  den  Functionen 
F  und  O  befriedigt  werden  muss,  wenn  für  die  aus  F  =  0  =  & 
als  simultanen  Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  von  p  un(l  <Z  der 
Ausdruck 

dz  ■=  päx  -{-  tiäy 

integrirbar  sein  soll.  Damit  ist  der  Satz  für  den  Fall  U  r=r:  0  be- 
wiesen. 

2)   Die    allgemeine   Form,   in   welcher    U  nicht    gleich 
Null  ist. 

"Wir  verfahren  genau    so  wie   in   §.  234.     Die   erste  Gleichung 
für  ©  multiplicire  man  mit  einer  Grösse  A,  welche  durch  die  Gleichung 

P{BT  -f  UV)  ±  XUS  +  W  =  0 
bestimmt  wird,  und  addire  sie  dann  zur  zweiten;  die  resultirende 
Gleichung  zerlege  man  in  Factoren  für  jeden  der  beiden  Werthe 
von  A  und  combinire  die  linearen  Factoren  zu  je  zweien;  von  die- 
sen Paaren  sind  nur  zwei  beizubehalten.  Dieselben  sind,  wenn  Ax 
und  A2  die  beiden  Wurzeln   sind  : 

dF  dF' 

Ax  T  ~  =  K  UFX  +  U  — 
dp  öq 

,    ^dF         ,    TTT1     .     TTdF 

A2  B  z—  —  A2  UFy  -f  U  — 

dq  dp 


und 


A2T 


d® 

dp 


dO 

Ax  B  —  ■ 

dq 


d® 

A9  UOx  +  U^- 
d  q 

d  ® 

A,  r/^  +  u  ~~ 

dp) 


Aus   der  ersten   und   dritten   von    diesen  Gleichungen    erhalten 


8j.7  ^  8  p        A2  8  p    8g        Ax  8  g  dp 


und  aus  der  zweiten  und  vierten 

OU>  A      ÖJF'  1 


^  __         8F  _  ___  2_  8^  8^  ,    1  ö -F  80> 

17  8g  '  y  üq  A2    8  p    8g        Ax  8g    dp  ' 


mithin : 


^  — ®x 

Op 


dF  do 

8p    .  ög 


^ 


8_F 

87 : 


0. 
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Dies  beweist,  dass,  wenn  für  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
F  =  0  =  0  als  simultane  Gleichungen  betrachtet  werden,  die 
daraus  sich  ergebenden  Werthe  von  p  und  q  so  beschaffen  sind, 
dass  für  sie 

d#  =  päx  +•  qdy 
integrirbar  ist. 

Damit  ist  der  Satz  allgemein  bewiesen.  Werden  diese  Werthe 
von  p  und  q  substituirt,  so  ist  das  Integral  der  resultirenden  Glei- 
chung das  schliesslich e  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung ; 
dasselbe  wird  in  seinem  Ausdruck  entweder  implicit  oder  explicit 
die  beiden  willkürlichen  Functionen  enthalten,  welche  in  den  beiden 
Zwischenintegralen  auftreten. 

§.  239. 

Es  wird  daher  die  Auflösungsmethode,  wie  sie  sich 
aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergeben  hat, 
durch  die  folgenden  Regeln   näher  angegeben: 

I.  Regel.    Wenn  die  Gleichung 

Er  -f  Ss  -f  Tt=  V 
nach  dieser  Regel  integrirbar  ist,   so  transformiren  wir   sie  vermit- 
telst der  Gleichungen 

dp  —  rdx   +  sdy 

dq  =  s  dx   -f-  t  dy 
in  : 

Edpdy   +  Tdqdx  —  Vdxdy  =  s  (Edy9-   — ■  Sdxäy   +  Tax*) 

und  zerlegen  die  Gleichung 

Edy2  —  Sdxdy  +  Tdx2  =  0 

in  die  beiden  : 

dy  —  ^dx  =  0 

dy  —  £><idx  =  0. 
Aus  der  ersten  von   diesen  linearen  Gleichungen   und  aus   der 
Gleichung 

Edpdy  -j-  Tdqdx  —  Vdxdy  =  0 

in  Verbindung   noch,  wenn   es   nöthig  ist,   mit  dz  =  pdx  -f-  q^y, 
erhalten  wir  zwei  Integrale  %  =  üi ,  l\  =  bi.    Alsdann  ist 

worin  fi  eine  willkürliche  Function  bedeutet,   ein  Zwischenintegral. 
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Aus  der  zweiten  linearen  Gleichung,  in  Verbindung  mit  denselben 
Gleichungen,  finden  wir  ein  anderes  Paar  von  Integralen  ti2  z==z  ch* 
v2  =  ft2,  un(i  es  ^ 

%    =  /2  (^2)9 

wo  f2  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  ein  anderes  Zwischen- 
integral. 

Um  nun  das  schliessliche  Integral  zu  erhalten ,  können  wir 
jedes  dieser  Zwischenintegrale,  welches  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  sind,  integriren  und  müssen  diese  Integration  wirk- 
lich durchführen,  falls  die  beiden  Werthe  |x  und  £2  einander  gleich 
sind.  Wenn  aber  die  Werthe  von  ^  und  £2  nicht  einander  gleich 
sind,  so  lösen  wir  die  beiden  Zwischenintegrale  als  Gleichungen 
für  p  und  q  auf  und  substituiren  die  Werthe  dieser  Grössen  in 

dz  =  p  dx  -\-  qcly. 
Diese  Gleichung  giebt,  integrirt,  das  vollständige  Integral. 

II.  Hegel.     Wenn  die  Gleichung 

Er  +  Ss  +■   Tt  +   ü(rt  —  s2)  =  V 
auf  diese  Weise  integrirbar  ist,  so  suchen  wir  zwei  Integrale  u1-=a1 
und  vx  =  bx  aus  den  Gleichungen : 

[TJdy  +  K  Tax  -f  lx  Üdp  =  0 
[üdx  +  k2Bdy  +  X2Udq  =  0, 
und  zwei  Integrale  %i2  =  a2  und  v2  ■=  b2  aus  den  Gleichungen: 
(Üdx  +  hxRdy  +  Aj  Udq  =  0 
Wtf  #  +  12  Td^  4-  /l2  üdp  =  0, 
worin  Ax  und  A2  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

X*(RT  -f-  r/F)  4.  A  *7S  4-   ^2  =  0> 
Alsdann   sind  ux  =  fx  (^1)    und  u2  =  f2  (v2),   worin  fx  und  /2 
willkürliche  Functionen  sind,  zwei  Zwischenintegrale.   Von  hier  aus 
verfahren  wir   dann  genau  so  wie  in  Regel  I. 

§.  240. 

Es  kann  jedoch  der  Fall  eintreten,  dass.es  nicht  möglich  ist, 
aus  den  beiden  Zwischenintegralen  Werthe  von  p  und  q  zu  finden, 
welche  sich  zur  Substitution  in 

dz  =  päx  4-  q_dy 
eignen;  alsdann  können   wir,  um   das    schliessliche  Integral  zu    er- 

Forsyth,    Differentialgleichungen.  27 
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halten,  eins  der  Zwischenintegrale  integriren,  zu  welchem  Zwecke 
wir  die  Charpit'sche  Methode,  wie  sie  in  §.  201  angegeben  wor- 
den ist,  benutzen.  Ohne  aber  die  Rechnung,  welche  bei  dieser 
Methode  erforderlich  ist,  um  die  zwischen  p  und  q  und  den  Ver- 
änderlichen anzunehmende  zweite  Relation  zu  bestimmen,  wirklich 
durchzuführen,  genügt  es,  wenn  wir  als  eine  solche  zweite  Relation 
irgend  ein  particuläres  Integral  des  allgemeinen  Systems  nehmen, 
welches  von  dem  durch  directe  Integration  erhaltenen  verschieden 
ist.     So  können  wir  z.  B.  nehmen  : 

ux  =  f(vi)    und    u2  =  a, 
wo   a  eine   willkürliche    Constante   ist.     Da    eine   willkürliche   Con- 
stante  ein  specieller  Fall   einer  willkürlichen  Function  ist,   so  wer- 
den die  aus   diesen  Gleichungen   abgeleiteten  Werthe   von   p  und  q 
so  beschaffen  sein,  dass  sich  für  sie 

dz  =  pdx  -(-  q  dy 
integriren  lässt,  und  zwar  wird  das  Integral  eine  willkürliche  Func- 
tion /  und  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten,  nämlich  die  Con- 
stante a  und  die  Integrationsconstante.  Dieses  Resultat  bildet  das 
vollständige  Integral  des  Zwischenintegrals ;  das  allgemeine  Inte- 
gral kann  nach  der  Vorschrift  von  Lagrange  (§.  180)  erhalten 
werden,  wenn  man  eine  der  willkürlichen  Constanten  in  eine  will- 
kürliche Function  der  anderen  verwandelt  und  diese  übrigbleibende 
Constante  eliminirt  aus  der  so  transformirten  Gleichung  und  aus 
derjenigen,  welche  aus  ihr  durch  Differentiation  nach  dieser  Con- 
stanten entsteht. 

§•  241. 

Diese  Methode  führt  jedoch  nicht  mehr  zum  Ziele  in  dem  Falle, 
wo  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  in  A  einander  gleich 
sind;  es  giebt  dann  nur  ein  System  von  Integralen,  welches  durch 
ux  =  a  und  vl  =  b  dargestellt  wird,  und  daher  giebt  es  auch  nur 
ein  Zwischenintegral,  welches  gegeben  wird  durch 

«i  =  /OiX 

und  dieses  ist  zu  integriren.  Gerade  so  wie  vorher  können  wir  die 
Anwendung  der  allgemeinen  Methode  zur  Integration  einer  Glei- 
chung erster  Ordnung  umgehen,  indem  wir  das  allgemeine  und  ein 
particuläres  erstes  Integral 

ih  =f(v])1    i\  =  h 
mit  einander  verbinden.    Die  hieraus   sich   ergebenden   Werthe  von 
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p  und  q  werden  offenbar  den  Bedingungen  des  §.202  genügen  und 
daher,  wenn  sie  in  die  Gleichung 

dz  =  pdx  .+■  qdy 
eingesetzt  werden,  ein  anderes  Integral  von  der  Form 

wL  =  c 
liefern. 

Kommen  p  und  q  in  tvL  vor,  so  kann  man  sie  mit  Hülfe  der 
früheren  Gleichungen  v x  =  b  und  %  =  f(b)  eliminiren,  so  dass 

'Wv  — .  c 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  ist,  da  es  zwei  willkürliche 
Constanten  b  und  c  enthält.  Um  das  allgemeine  Integral  zu  finden, 
müssen  wir  c  zu  einer  willkürlichen  Function  von  b  machen  und  b 
aus  der  so  entstehenden  Gleichung  und  derjenigen,  welche  sich  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  b  ergiebt,  eliminiren. 

Wir  gelangen  daher  sowohl  in  dem  Falle,  wo  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  ungleich  sind,  als  auch  in  dem,  wo  sie 
gleich  sind,  zu  einem  allgemeinen  Integral,  in  dessen  Ausdruck  zwei 
willkürliche  Functionen  vorkommen. 

Es  mag  bemerkt  werden,   dass  die  vorhergehende  Schlüssreihe 

in  gleicher  Weise  Anwendung  findet,  wenn  man   an  Stelle   des  par- 

ticulären  Integrals 

ti2  =  a 

irgend  ein  anderes  particuläres  Integral,  z.  B. 

Jcu2  +  lv2  =  a 
(wo  Je  und  l  disponible  Constanten  sind)  nimmt.    Dieses  particuläre 
Integral  kann  man  in  der  That  so  annehmen,,  dass  die  nachfolgende 
Integration  so  leicht  wie  möglich  wird. 

Beispiele  hierzu  wird  man  weiter  unten  finden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 
r  =  aH. 

Substituirt  man  für  r  und  t  die  Ausdrücke  in  s,  so   erhält  man : 
dpdy  —  a2dxdq  =  s(dy2  —  a2dx2), 
so  dass  die  Hülfsgieichungen  sind: 

d%f  —  a?dx*  —  0 

dpdy  —  a2dxdq  =  0. 

Die  erste  lässt  sich  zerlegen  in  die  beiden: 

dy  —  adx  =  0    und    dy  ■}-  adx  =  0, 

27* 
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deren  Integrale  respective  sind  : 

y  —  ax  =  A     und    y  -{-  ax  ■=  B. 

Nimmt  man  das  erste  von  ihnen  und  verbindet  man  dasselbe 
mit  der  zweiten  von  den  Hülfsgieichungen,  so  findet  man,  dass  die 
letztere  übergeht  in  : 

dp  —  adq  ■=  0, 

und  diese  giebt,  integrirt : 

p  —  aq  —  A* . 

Demnach  ist  ein  Zwischenintegral  :^ 

p  —  aq  =  cp^y  —  ax). 

Nimmt  man  die  zweite  Gleichung  y  -f"  ax  =  B  und  verfährt 
in  derselben  Weise,  so  findet  man 

dp  ~\-  adq  =  0, 
also  : 

p  +   a  q  =  B', 

und  daher  ist  ein  zweites  Zwischenintegral: 

p  -f  aq  =  <p2(y  +  ax). 

Unserer  Regel  zufolge  behandeln  wir  nun  diese  als  simultane 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p  und  q  und  erhalten  : 

dz  —jdx{(p2(y  4-  ax)  +  (pi{y  —  ax)) 

+  TT,  dy\*p2  (y  +  ax)  —  9i  (y  —  «*?)} 

(dy  -\-  adx)  qp2  (y  4~  ax)        (dy  —  adx)  cpx  (y  —  ax) 

__  __       .  __ 

was  sich  integriren  lässt.     Setzt  man : 

so  ist  das  Integral: 

#  =  9  (V  +  ax)  4-  ^(y  —  a x). 

Die  willkürliche  Constante  der  Integration  kann  man  sich  in 
eine  der  Functionen  cp  und  ip  aufgenommen  denken.  Da  (px  und  cp2 
willkürlich  sind,  so  sind  cp  und  ty  ebenfalls  willkürlich. 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(b  +  cq)*r  —  2  (b  +  cq)  (a  ~\-  cp)  s  +  (a  +  cp)2t  =  0. 

Transformirt  man  dies  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Beziehun- 
gen, so  findet  man,  dass  die  Hülfsgieichungen  lauten : 

(/)  +  c  qy  dy2  +  2  (b  +  cq)  (a  +-  cp)  dx  dy  -f  (a  +  cp)2  dx9-  =  0 
(b  -f-  cd)2  dp  dy  +  (a  +  cp)2dq  dx  —  0. 
Die  erste  von  diesen  giebt  nur  die  eine  Gleichung : 
(b  4  cq)  dy  -f-  (a  +  c#)  ^#  ~  0, 
so  dass  wir   nur  ein   einziges  Zwischenintegral  der  Gleichung,  von 
der  wir   annehmen,    dass    sie    sich    nach    dieser  Methode  integriren 
lasse,  erhalten  können.     "Wird  diese  Gleichung  mit 

dz  =  pdx  -|-  Qdy 
verbunden,  so  giebt  sie: 

adx  4~  bdy  -j-  cdz  =  0, 

so  dass  ein  Integral  der  Hülfsgieichungen  ist: 

ax  -{-  by  -\-  cz  =  A. 

Eliminirt  man  das  Yerhältniss  äy:dx  aus  der  zweiten  Hülfs- 
gieichung  und  der  veränderten  Form  der  ersten^jso  erhält  man : 

(b  +  cq)dp  =  (a  +  cp)dq, 
deren  Integral  ist: 

a  4-  cp  =  B  (b  -{-  cq), 
wo  B  eine  willkürliche  Constante  ist.    Hiernach  wird  das  Zwischen- 
integral : 

a  4-  cp  =  (b  4~  cq)cp(ax  4~  &#  4   c#), 

Dieses  muss  nun  integrirt  werden,  und  zwar  kann  man  das 
Lagrange 'sehe  Verfahren  für  lineare  Gleichungen  anwenden.  Be- 
zeichnet man  <p  (ax  4~  ^V  4"  c#)  mit  (p,  so  erhält  man  als  die 
Hülfsgieichungen : 

dx   dy     dz 

c  —  c(p        bep  —  a 

Hieraus  ergiebt  sich : 

adx  +  bdy  -\-  cdz  =  0, 
also : 

ax  4-  by  4*  <?£  =  C, 

und  (p  ■==■  (p{ax  +  bi/  4*  e#)  =  qp  (C)  ist  eine  Constante. 
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Für  ein  zweites  Integral  ist  also : 

cly  +  dx<p(C)  =  0 
y  +  x<p(C)  =  0. 
Das  schliessliche  Integral  der  Differentialgleichung  ist  daher: 
y  -\r  x(f  (ax  -\-  by  i-  cz)  =  ip  (ax  -^  by  -\-  cz), 

worin  (p  und  ty  willkürliche  Functionen  sind. 

Es  lässt  sich  auch  darstellen  in  der  Form : 

z  =  x%(ax  +  by  +  cz)  -\-  y%(ax  -f  by  -f-  cz), 
worin  #  und  %  willkürliche  Functionen  sind. 

3.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

(1)  r-\-ka2t  —  2as     [1)  wenn  Je  von  1  verschieden  ist,  2)  wenn  ft~l  ist]. 

(2)  x2r  -f  2xys  +  y2t  =  0. 

(3)  q2r  —  2p  qs  +  p2t  =  0. 

(4)  x2r  —  2/2^  =  0. 

(5)  r  —  a2t  +  2ab(p  +  aq)  —  0. 

4.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 

ar  -\-  bs  -\-  et  +  e(rt  —  s2)  =  /?, 
in  welcher  a,  b,  c,  e,  h  Constanten  sind. 
Die  Gleichung  in  A  ist : 

l2(ae  +  eh)  +  Xeb  +  e2  =  0, 
oder,  wenn  wir  Xm  +  e  =  0  setzen,   so  ist   die  Gleichung,   welche 
m  bestimmt: 

m2  —  bm  -f~  ac  -f-  eh  =  0, 
deren  Wurzeln   ^    und   m2    sein   mögen.      Das    erste    System   von 
Integralen  ist: 

cdx  -f-  edp  —  mxdy  =  0 
ady  -\-  edq  —  m2dx  =  0, 
so  dass  ein  Zwischenintegral  lautet: 

ex  -j-  ep  —  m1y  =  F(ay  -f  ß#  —  m2x). 
Das  zweite  System  von  Integralen  ist: 

ady  -j-  edg  —  m1dx  =  0 

und  daher  würde  ein  zweites  Zwischenintegral  sein : 

ex  -\-  ep  —  m2y  =  Q(ay  -\-  eq  —  m^x). 
Wenn  es. möglich  wäre,  diese  Zwischengleichungen  aufzulösen, 
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so  dass  man  p  und  q  ausgedrückt  erhielte  durch  x  und  y,  so  würde 
sich  das  schliesslich e  Integral  ohne  Weiteres  ableiten  lassen;  da 
dies  jedoch  nicht  der  Fall  ist,  so  verbinden  wir  irgend  ein  parti- 
culäres  Integral  des  zweiten  Systems  mit  dem  allgemeinen  Integral 
des  ersten.     "Wir  können  z.  B.  setzen : 

ex  -f~  ep  —  m2y  =  w, 
und   sodann  ist: 

F(ay  -\-  eq  —  m2x)  =  (m2  —  m\)y  4~  ai 
so  dass  wir,  wenn  W  die  Umkehrung  der  Function  F  und  daher  eine 
willkürliche  Function  ist,  erhalten: 

ay  -f-  eq  =  m2x  -f   ?IX  {(m2  —  ^i)y  4"  oc). 

Daher  wird: 

edz  =  —  cxclx  —  ayäy  +  (ni2y  4  a)dx 

4  [m2  x  +  W{(m2  —  mi) y  4  «}]  <fy, 
und  hiervon  ist  das  Integral: 

ez  4"  r^2  +  17  ay2  =  m2xy  -\-  oex  -\-  @  {(m2  — ni^y  -\-  a}  4-  ß, 

wobei  ®  eine  willkürliche  Function  (da  sie  gegeben  wird  durch 

(m2  —  m{)  0  (z)  =  fW(z)  dz 
und  W  willkürlich  ist)  und  ß  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral;  um  das  allgemeine  Integral 
zu  erhalten,  haben  wir  a  aus  den  Gleichungen 

ez  -\-  -  {ex2  4-  ciy2)  =  nh  xy  -\-  ax-\-  0{ (w2  —  mi)  y  +  a)  4"  %  (a) 
0  =x+ —  Wiim.  —  mjy+cc}  -f  %», 

f/fcj  w/'i 

in  denen  %  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  zu  eliminiren. 

5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  s2  —  rt  —  a2. 

(2)  ^•-f(p  +  ^)s  +  2/^-^4?/(s2-4. 

(3)  2pqyr-\-  (p2y-\-  qx)s -\~  xpt=p2q(rt —  s2)-\-xy. 

6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

z(l+q2)r  —  2pqzs  +  z(l  +p2)t~z2  (s2  —  r  t)  -f  1  +  p2  +  q2^0. 

Die  Gleichung,  welche,  m  bestimmt,  ist : 

m2  4~  %pqzm  -\-  p2q2z2  =  0, 
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so  dass  die  beiden  Werthe  von  m  einander  gleich  und  zwar  gleich 
—  pqz  sind  und  das  System,  von  Integralen  sich  auf  eins  reducirt, 
welches  bestimmt  wird  durch: 

z  (1  -f-  p2)  dx  +  £2  dp  -f-  pqzcly  =  0 
z{\  +  q2)äy  -\-  z2  dq  -\-  pqzdx  —  0. 

Mit  Hülfe  von 

dz  =  p  dx  +  <ldy 

giebt  die  erste  nach  Division  durch  z : 

äx  -f-  pelz  -\-  zdp  =  0, 

wovon  das  Integral  ist: 

x  -f-  pz  =  a. 

Ebenso  führt  die  zweite  zu 

dy  -j-  qdz  ~f-  zdq^=^  0, 

und  hiervon  ist  das  Integral: 

y  +  qs  =  b. 

Daher  ist  das  Zwischenintegral : 

F(x+pz,  y+  qz)  =  0, 
wo  F  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Geht  man  weiter,  wie  in  §.  241  angegeben,  so  hat  man: 

x  -f-  pz  —  a 

y  Ar  qz  ='b, 
und  daher: 

zdz  =  pzdx  4"  g^?/ 

.=  (a  —  x)äx  4"  ^  —  2/)  <%> 
und  hiervon  ist  das  Integral: 

(x—ay  4-  («/  —  ly  4-  ^  _  c2# 

Ein  allgemeines  Integral  findet  man ,  wie  an  der  erwähnten 
Steile  auseinandergesetzt  wurde,  durch  Elimination  von  c  aus  den 
Gleichungen : 

[x~  <p(e)}2  4-  {y  —  ^(c)}2  4-  z2  =  c2 
und 

{s-9>(c)}9>'(c)+  {y-lKc)}^'(c)  +  c  =  0, 

wo  9)  und  i/j  willkürliche  Functionen  sind. 
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7.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1 )  x  q  r  -\-ypt-\-  x  y  (s2  —  rt)  —  pq. 

(2)  qH  +  4:pqs+pn  +  &  q^  (r  *-*»)  =  3. 

(3)  (1+g2)  r~2p  q  s  +  (1+J92)  t  =  (s2  -  rt)  (1+  p2 f  #2)       - (1  +p  2+  22)    • 

8.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Umkehr ung  des  vorigen  allgemeinen 
Resultats,  nämlich:    Ist 

cp  (x,  y,  z,  a,  &,  c)  =  0 

die  Gleichung   einer  Fläche,    wobei  a,  b,  c    durch   zwei  Bedingungen    von 
der  Form 

X(a,  h,  c)  =  0  =  i//(a,  &,  c) 

mit   einander  verbunden    sind,    so    zeige   man,    dass   die  Gleichung  ihrer 
Enveloppe  einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 

Er  -f  Ss  +   Tt  +   ü(rt  —  s2)  =  F 
genügt,  deren  Coefficienten  die  Relation  befriedigen: 

&  =  4(i^r+  uv). 


Dualitätsprinoip. 

§.  242. 

Dieses  Princip,  welches,  wie  (§.  197)  gezeigt  wurde,  dazu  dient, 
um  aus  der  Lösung  einer  Gleichung  erster  Ordnung  die  einer  an- 
deren abzuleiten,  welche  mit  der  ersten  durch  Relationen  von  voll- 
kommen reciprokem  Charakter  verbunden  ist,  lässt  sich  auch  auf 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  anwenden.  Der  analytische  Zusam- 
menhang bestand  darin,  dass  man  neue  Veränderliche  einführte, 
welche  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen  : 

X  =  p,    Y  =  q,    Z  -~  px  -f-  qy —  z, 
aus  denen  sich  die  reciproken  Gleichungen  ergeben : 

x  =  P,    y  =  Q,    z  =  PX  +   QY  —  Z. 

Aus  diesen  erhalten  wir: 

äx  —  dP  =  BäX  +  SdY 
dy  —  clQ  =  SdX  +   TdY, 


und  daher : 


Tdx  —  Sdy 

— Sdx-j-Rdy 

~~RT  —  S*~' 
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Nun  ist  aber: 

r  dx  +  sdy  =  dp  =  d  X 
sdx  +   t  dy  =  dq  =  dY, 

somit  erhalten  wir  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten : 

T  —S  B 

r  =  --— -      S  r=  — — —       t=- 


BT—S2'  BT—S*'  BT—S2' 

folglich  : 

rt  —  s? 


BT  —  S2 

"Wendet  man  diese   Substitutionen   auf  irgend   eine  Gleichung 
von  der  Form 

kr  +  fts  +  vi  +  6(rt  —  s2)  =  0 

an,  in  welcher  A,  [i,  v,  6  Functionen  von  %,  y,  #,  p,  q  sind,  und  be- 
zeichnet man  ihre  Werthe,  nachdem  die  Transformationen  ausge- 
führt sind,  mit  A',  fi',  1/,  ö',  so  giebt  das  Resultat  der  Substitutionen: 

VT  —  p' S  +  v'B  +  6'  —  0. 

Wenn   dann    die   Lösung  der  früheren   Gleichung  bekannt  ist, 
so  kann  man  auch  die  der  letzteren  finden  und  umgekehrt. 

So  sind  insbesondere  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

ry(p,q)  +  s*l>(p,q)  +  t%(p,q)  =  0 
und 

aus  einander  ableitbar. 

1.  Aufgabe.     Aus  der  Lösung  von 

x2r  -f-  2xys  -j-  y2t  =  0 

leite  man  die  von 

q2r  —  2p  qs  -\~  p2t  —  0 
her. 

2.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

(1)  px  -f-  qy  —  sxy  =  z. 

(2)  q2(z  —  px  -—  qy)  =  (pt  —  qs)  xz. 

(3)  p2r  -f  2p  qs  -f  q2t  =  (xp  -f  y  q)  (rt  —s2). 

(4)  (1  Arpq)  (r  —  t)  =  (p2  —  #2)  s+jj**  —  #2?\ 
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Die  Laplace'sehe  Methode  zur  Transformation  der 
linearen  Gleichung. 

§.  243. 

Die  lineare  Differentialgleichung 

'    Er  +  Ss  +•  Tt  +  Pp  -f   Qq  +  Zz  =  ü, 

in  welcher  B,  S,  T,  P,  Q,  Z,  U  Functionen  von  x  und  y  allein  sind, 
lässt  sich  auf  einfachere  Formen  zurückführen.  Das  Verfahren 
besteht  in  der  Aenderung  der  Veränderlichen. 

Werden  die  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  in  §  und  % 

die  noch  unbestimmt  sind,  geändert,  und  bezeichnet  man  ttz,  tt  ,  •  *  • 

mit  pf,  q\  . . . ,  so  geht  die  Gleichung  über  in : 

'KM  IM®'} 
+<KD'+<#H+<2)') 

[       ex  öx  \cxcy      öy cx_ 

(     82£  d2£  d2£  ^£ 


dy  öy. 

f  Qdy\ 

' 'dx2  dxdy  dy2  dx  dy) 

Sind  m  und  n   die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  in  7c: 
El2  +  Sk  +  T=  0, 
und  setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  diese  Wurzeln  ungleich  seien, 
so  wählen  wir  £  und  r\  so,  dass 

d  x  d  y 

dw  ein 

ist,  welche  Gleichungen  §  und  ^  bestimmen.  Die  Glieder,  welche 
r'  und  if  enthalten,  verschwinden  dann;  dagegen  verschwindet  der 
Coefficient  von  s',  welcher  gleich 
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dydy\  B 

ist,  nicht,  da  die  Wurzeln   der   quadratischen  Gleichung  von  einan- 
der verschieden  sind. 

Wird    die    Gleichung    durch    diesen    Coefficienten    dividirt,    so 
nimmt  sie   die  Form  an : 

£*-  +  LU  + *¥+*'  =  *■ 

0£CY]  €£>  örj 


§.  244. 

In  zwei  Fällen  kann  man  das  Integral  dieser  Glei- 
chung ohne  weitere  Transformation  erhalten.  Wir  können 
dieselbe  in  der  Form  schreiben: 

MM,+L«) + *(H +  *•)  +  <N- LM-  S) = F' 

so  dass,  falls  die  Bedingung 

N—  LM  —  ~f  =  0 

erfüllt  ist,  die  Gleichung  übergeht  in: 

—  ArMn  =  F, 

dz 
wo  u  für  t^-  4-  Lz  gesetzt  ist.     Hieraus  kann  man  einen  allgemei- 
orj 

nen  Werth  von  u  und  sodann  aus  diesem  einen   allgemeinen  Werth 

von  z  finden. 

Man  kann  die  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

k  (H + *•) + L  (H +M°)  +  •('-"- t?) = r- 

so  dass,  wenn  die  Bedingung 

N  —  LM  —  —  =  0 
o  rj 

erfüllt  ist,  die  Gleichung  übergeht  in: 

dv 

- \-  Lv  =  V, 

CYl 

dz 
wo  v  für  ^-y  -f-  Mz  gesetzt  ist.   Hieraus  kann  man  einen  allgemei- 
nen Werth  von  v  und   aus  diesem    einen   allgemeinen  Werth   von  8 
finden. 
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§.  245. 

Wenn  jedoch  keine  von  diesen  Bedingungen  zwischen  den 
Coefficienten  in  der  transformirten  Gleichung  erfüllt  ist,  so  kann 
sie  stets  durch  eine  Aenderung  der  abhängigen  Veränder- 
lichen transformirt  werden.     Setzen  wir  zum  Beispiel: 

dz 

^  +  L*  =  e, 

Ö-Y] 


so  erhalten  wir : 

7)* 

e  U  _  LM  -  ^)  =  F. 

Bezeichnen  wir 

LM  + 

~  —  N  mit  K, 

so  können  wir  schreiben: 

z  = 

1   et    ,    M  f        V 
K  öt         K          K 

und  somit: 

L  dt    ,LM 
fe        K  0£  ^    K    ^  ' 

LV         d  (l   dt       M 
K    +  dn\K  öi^  K  G 

V 
~  K 

und  dieses  ist  äquivalent  mit : 


dH     +  L'  ||  +  M'  ^  +-  N't  =  r, 


9|  öi^  ^£  ^'7 

worin 

R    Cr] 

M'  =  M 

N'  =  LM  -  X  -V  K  'i-  (~ 

gesetzt  ist,  so  dass  wir  wieder  dieselbe  Form,  nur  mit  veränderten 
Coefficienten,  erhalten  haben.  Die  Gleichung  in  ihrer  neuen  Form 
lässt  sich  integriren,  wenn  die  entsprechenden  Bedingungen  zwi- 
schen den  neuen  Coefficienten  bestehen.  Aus  den  "VVerthen  von 
L\  M\  N'  erhalten  wir: 

er] 

=  K™ 
drj 
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so  dass,  da  K  (nach  Voraussetzung)  nicht  gleich.  Null  ist,  die  Re- 
lation 

UM'  -f  |^-'  —  N'  ==  0 

OY] 

nicht  erfüllt  ist.   Die  andere  Bedingung,  nach  welcher  die  Gleichung 

UM'     +|y    —    tf'    =    0 

erfüllt  sein  müsste,  lautet,  in  den  ursprünglichen  Coefficienten  aus- 
gedrückt: 

+  dg      ö^       K  drj  8g  +  ä:2  ^  dt  ~~   ' 

Ist  auch  diese  nicht  erfüllt,  ebensowenig  wie  die  entsprechende 
aus  der  Betrachtung  des  anderen  Ausdrucks 

LM+l^-N 
dri 

abgeleitete  Relation,  so  kann  man  das  Transformationsverfahren, 
so  oft  man  will,  wiederholen  und  man  wird,  wenn  an  irgend  einer 
Stelle  des  Processes  die  gesuchte  Bedingung  erfüllt  sein  sollte,  die 
Lösung  finden  können. 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  für  jede  Substitution  von  der  Form 

worin  %t  die  neue  abhängige  Veränderliche  sein  soll  und  (p  eine  Function 
von  £  und  tj  ist,  die  Grössen 

LM  —  N-\-  -^  und  II-  N  -f  || 

absolute  Invarianten  sind,  und  dass  somit  eine  derartige  Transformation 
für  den'  Zweck  einer  Lösung  von  keinem  Nutzen  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass,  wenn 

Kr  =  Nr  —LrMr    —  -^  und  Ir  =  Nr  —  Lr  Mr  ~  V1 

(die  Functionen  der  Coefficienten  nach  r  Transformationen)  gesetzt  wird, 
alsdann 

j!M  +  2If.Jr 

Ir  +  1   =  Kr 

ist. 

Hiernach  löse  man  die  Gleichung: 

s  4-  x  yp  '■=  2y  z. 

(Im  seh  e  netsky.) 
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§.  246. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  die  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung  einander  gleich  sind,  also 

S2  —  41?  T  =  0 
ist. 

Die  beiden  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  §  und  r\ 
dienten,  fallen  jetzt  zusammen,  so  dass  man  aus  ihnen  nur  eine 
von  diesen  Grössen  finden  kann.  Ist  £  diese  Grösse,  welche  gege- 
ben wird  durch 

öx  'd  y 

und  nehmen  wir  an,  dass  £  und  y  die  neuen  unabhängigen  Ver- 
änderlichen sind,  so  ist  Yj  =  y  zu  setzen.  Dann  ist  in  der  trans- 
formirten  Gleichung  der  Coefficient  von  r  gleich  Null,  der  von  t' 
ist  T  und  der  von  sf  ist: 

ex  oy 

Da  aber  m  eine  doppelte  Wurzel  von 

BW  +  .Sk  +   T  =  0 
ist,  so  haben  wir: 

S    _        2T 

m  ~~        2R~  S  ' 

so  dass  also  der  Coefficient  von  s'  wird: 


8| 


(»-£> 


welches  gleich   Null   ist.    Daher   wird   die   transformirte   Gleichung 
nach  Division  durch  T: 

dy*  d£  dy 

Der  Fall,  welcher  sich  für  die  Behandlung  mittelst  dieser  Me- 
thode eignet,  ist  der,  in  welchem  L  =  0  ist;  die  Gleichung  kann 
dann  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  in  y  betrachtet 
werden,  während  X  als  Constante  gilt.  Die  willkürlichen  Integrations- 
constanten  sind  sodann  durch  willkürliche  Functionen  von  x  zu 
ersetzen. 
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Die  Poisson'sche  Methode. 

§.  247. 

Poisson  hat  gezeigt,  wie  man  ein  particuläres  Integral  einer 
jeden  Differentialgleichung  von  der  Form 

P  =  (rt  —  s2)nQ 
finden    könne,   wobei    P    eine    Function   von   p9  q,  r,  s,   t    ist,    die 
homogen  ist  in   Bezug  auf  die  letzten   drei  Grössen,  und   Q  irgend 
eine   Function    der   Veränderlichen    #,?/,#    und    der   Differential- 
quotienten von  8  darstellt,  welche  endlich  bleibt  für   rt  —  s2  =  0. 

Er  setzt: 

q  —  y  (p) 

und  daher: 

s  =  r(p'(p)    und    t  =  s  (p'  (p)   ™  r[cp'  (p)]'2. 

Für  diese  Werthe  wird 

rt  —  s2  =  0, 

und  daher  die  Differentialgleichung  zurückgeführt  auf: 

P  =  0. 

Da  nun  P  homogen  ist  in  Bezug  auf  r,  s,  t,  so  wird,  wenn  die 
vorigen  Werthe  substituirt  werden,  überall  ein  gemeinschaftlicher 
Factor  auftreten,  der  eine  gewisse  Potenz  von  r  ist.  Wird  dieser 
abgeworfen,  so  wird  die  übrigbleibende  Gleichung  nur  jp,  q)  (p)  und 
cpf  (p)  enthalten,  und  diese  wird,  integrirt,  den  Werth  von  cp  (p) 
bestimmen  und  so  zu  einem  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung 
führen.     Da  dieses  Integral  von  der  Form  ist: 

q  =  cp  (pl 
so  kann  es  stets  weiter  integrirt  werden. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Poisson'sche  Methode 
äquivalent  ist  mit  der  Auffindung  der  abwickelbaren  Flächen,  welche 
in  der  gegebenen  Differentialgleichung  enthalten  sind,  da 

q  =  <p  (p) 
die  Differentialgleichung  der  abwickelbaren  Flächen  ist. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 
r 2  __  f2  =  rt  —  s2. 
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Verfährt  man  wie  oben,  so  findet  man : 

1    _    j(jp'(_p)j4==0? 

so  dass,  wenn  man  nur  den  reellen  Wertli  beibehält, 

•SP'  (P)  =  ±  1, 

also 

q  =  <jp  (p)  =  a  ±  p 

ist,  wobei  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Das  vollständige 
Integral  dieser  als  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
betrachteten  Gleichung  ist: 

g  =  ay  Ar  X(x-¥_y)  -\-  v, 

wo  X  und  v  willkürliche  Constanten  sind.  Das  allgemeine  Integral 
ist: 

z  =  ay  Ar  <p  (x  ±  y\ 
wo  cp  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  t  A~  %P  s  -f  (p2  —  aP)r  =  0. 

(2)  (l  +  q2)r  —  2pqs~T-(l-1-p>2)t=:'0. 


Lineare  partielle  Differentialgleichungen  mit  constanten 
Coefficienten. 

§.  248. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  von  Gleichungen  über,  welche 
linear  sind  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  höchster 
Ordnung,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die  abhängige  Veränder- 
liche und  alle  ihre  Differentialquotienten ,  und  in  welchen  die  ver- 
schiedenen Glieder  nur  mit  Constanten  multiplicirt  sind.  Eine  der- 
artige Gleichung  ist 

\dx'  dy/ 

worin  &  eine  rationale  ganze  algebraische  Function  ist,  deren 
sämmtliche  Coefficienten  constant  sind.  V  kann  jede  beliebige 
Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  sein. 

Wie  bei  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  besteht 
das  vollständige  Integral  aus  der  Summe  zweier  Theile, 
nämlich: 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  28 
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Erstens:     Aus  dem   allgemeinsten  Integral  von 

\cx    cyj 
Zweitens:     Aus    irgend    einem   particulären   Integral 


Diese  werden   gesondert    gefunden.      Der  Kürze  wegen  mögen 

—  und  ^—   respective  mit  D  und  D'  bezeichnet  werden. 

ex  oy 


§.  249. 

Der  einfachste  Fall  der  allgemeinen  Gleichung  ist  der, 
in  welchem  nur  Differentialquotienten  wter  Ordnung  vor- 
kommen, so  dass  sie  geschrieben  werden  kann: 

(Dn  +  AlL*-1D[  +  A2JDn-2D,!i  -f-  •••  -f  AnD'»)z  =  V. 
Sind  #l5  a2>  •  •  •  j  an  die  n  Wurzeln  von 
|»  +  At-1  +  A2t~2  +  •  -  •  +  A.-i£  +  An  =  0, 
so  kann  die  Gleichung  transformirt  werden  in: 

(D  —  Uiiy)  (D  —  cc2D')  .  .  .  (D  —  anD')*  =  F. 

Um  die  Complementärfunction  zu  erhalten,  setzen  wir 
y=  0;  alsdann  wird  eine  Lösung  von 

(D  —  ar  I)')  z  =  0 

ein  Glied   in   der  Complementärfunction  sein,   und   da    es  n  solcher 
Factoren  giebt,  so  wird  es  auch  n  solcher  Glieder  geben. 

Nun  ist  die  Lösung  von 

(D  —  A)  z  =  0, 
wo  A  unabhängig  von  x  ist,  gegeben  durch 

z  =  elx  C, 
wobei    C   gleichfalls    unabhängig   von   x   ist.      Die   Grösse    G  kann 
daher  in  der  Lösung  von 

(D  —  aD')'tf  =  0 
zu  einer   willkürlichen  Function  von  y  gemacht   werden,   und   wir 
erhalten  dann: 
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=  <p(y  +  ««). 

Eine  solche  Lösung  giebt  es  für  jeden  Werth  von  tf,  und  die 
Summe  dieser  verschiedenen  Lösungen  ist  ebenfalls  eine  Lösung, 
so  dass  die  Complementärfunction  ist: 

z  =  <P\(y  +  <*!%)    +  q)-2(y  +  tt2x)  +  ...  -f  (pn(y  +  otnx), 
wobei  <p1 ,  9?2  ?  •  • . ,  <Pn  lauter  willkürliche  Functionen  sind. 

In  dem  Falle  jedoch,  wo  zwei  Wurzeln  cc  einander  gleich  sind, 
hört  diese  Lösung  auf,  allgemein  zu  sein,  da  die  Summe  zweier 
willkürlichen  Functionen  desselben  Arguments  nur  eine  willkür- 
liche Function  dieses  Arguments  ist;  die  entsprechenden  Glieder 
werden  dann  gefunden,  wie  folgt. 
Die  Lösung  von 

(D  —  ky  0  =  0 
ist: 

0  =  ekx{A-\-  Bx), 

worin  A  und  B  unabhängig  von  x  sind.   Daher  lautet  das  Integral  von 

(D  —  aD'Y  0  =  0 
folgendermaassen  : 

0  =  eaXäy{(p(y)  +  x$(y)) 
==  cp  (y  +  ccx)  +  %i>(y  +  ax), 
worin  (p  und  ty  willkürlich  sind.  Die  Summe  dieser  beiden  Glieder 
tritt  an  die  Stelle  der  Summe  der  beiden  Glieder,  welche  zu  einem 
verschmolzen  waren,  und  der  allgemeine  Charakter  der  Lösung  ist 
wieder  hergestellt.  Ebenso  werden,  wenn  beliebig  viele  der  Wur- 
zeln es  einander  gleich  sind,  die  entsprechenden  Glieder  der  Comple- 
mentärfunction ,  welche  in  eins  verschmelzen,  ersetzt  durch  eine 
Reihe  von  Gliedern,  welche  in  derselben  Weise,  wie  oben,  erhalten 
werden. 

§.  250. 

Um  das  particuläre  Integral  zu  erhalten,  stellen  wir 
dasselbe  symbolisch  dar  durch: 

1 


(D  —  «!  D')  (B  —  a2  Bf) . . .  (D  —  anB') 
1  1 


B'n(B  \(B  \       (B 


V 
F. 


28* 
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Um   dieses    zu   berechnen,    zerlegen  wir    den  zweiten    symbo- 
lischen Bruch  in  die  Summe  von  n  symbolischen  Partialbrüchen,  in 

deren  Nennern   nur  je   eine  der  Grössen  — ,  —    u  vorkommt.      So 

erhalten  wir,  wenn 

r  =  n  ,, 

1  -^  Nr 


(I -«!>(!-  %)...(! 


-«.)"  S; 


ist: 

*   =    Jß'n   ^J    ]) 


L   v         ^-    V 


Nr 


1_     ^  3-  F 


r  —  l 


wobei  Nr  eine  Constante  ist   und  nur  allein   von   den  Constanten  a 
abhängt.     Ist  dann 

so  erhalten  wir  wegen 


—  «  x  - 


(D  —  ciD')-1  =  eUX*yj  dxe  "~^ 

3  ...'S  v    fl 

i  a  x  - — -     /  —  a  g  — 

J_7==e     B»/    die       BV(|,J/) 


/"^y  rf^(s,y-«ö 


Daher  ist  das  particuläre  Integral  der  Gleichung: 

Dies  ist  der  Werth  in  dem  allgemeinsten  Falle,  der  möglich 
ist;  in  besonderen  Fällen  ist  die  wirkliche  Berechnung  desselben 
viel  leichter.  Ist  z.  B.  V  eine  Function  von  x  allein,  so  können 
wir  uns  {<£  (D,  D')}-1  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von 
Df  entwickelt  denken  und  dann  jedes  Glied  mit  Ausnahme  desjeni- 
gen, welches  D'  nicht  enthält,  weglassen  (so  lange  es  nur  auf  das 
particuläre  Integral  abgesehen  ist).  Entsprechende  Vereinfachun- 
gen bieten  sich  bei  anderen  Beispielen  dar. 
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1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung  : 

TT- -  —  a2  ;r— r  =  x.  (Siehe  1.  Aufgabe,  §.  241.) 

ex2  öy2 

Für  die  Complementärfunction  haben  wir : 

'd  9  \  /  8  d  \ 

TT-  —  a  —  )  [5-   +  a  5-  )  %  =  ü, 
\ox  oyj  \cx  cyj 

und  daher: 

a  x  —  ~  -  a  x  — 

u  =  e     **   <p(y)  +-  e        dy  ty{y) 
=  <p(y-{-ax)  +  i>(y  —  ax), 
worin  (p  und  ty  willkürliche  Functionen  sind. 
Für  das  particuläre  Integral  haben  wir: 

1 


tv 

D2_ 

-a2D' 

2   * 

= 

U' 

-\-a2 

D'2 

l)2 

■= 

1 

X3 

= 

3\' 

Daher 

ist  das  vollst! 

Indige 

Integral  : 

u  —  (p  (y  -f  ax)  +-  i\)(y  —  ax)  -f  —  • 

2.  Aufgabe.     Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung: 

ö*2  ~~  a^  0J2 

von  der  Art,  dass  ?/  =  F  (x)  und  —^  3=    \        ist  für  #  =  0,  wo  F  (x)  und 

O  v  Cl  X 

f  (x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)    ^+^2^cosmxcosny- 

(3)      — jr  —  2  a h  a2  — r,  =/0/  +  ft  #)  • 


(4) 


33^       ö3£'  „    0 

—   ^jd  ,l/ot 

c)#3         3  ?/3  J 

(5)  (D  -  aD>)*g  =  y  (x)  +i,(y)  +  x(x+ly) 

(6)  (D-D')**  =  x  +  <p(x  +  y). 
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4.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

8#3       oy°       dz3  cxcydz 

Für  die  Complementärfunction  haben  wir: 

/d.d.    8\/8     ,        8     ,      98\/ 8    .       98    .        8\ 
\8#      8#     8£/\8#  8#  8^/\8x  8#         8^/ 

wo  co  eine  cubische  Wurzel  der  Einheit  ist.     Die  Lösung  von 

(  —  +A—  +  p— )m  =  0 

\8#         dy  dzj 

ist: 

—  X\l J-  JLfc  ) 

=  <P  (2/  —  ^xi  # —  llx)- 

Daher  ist  die  Complementärfunction: 
(pi(y  —  x,z  — -  x)  -f  9)3  (y —  cjx,  z  —  cxi2x)  +  <jp3  (y  —  co2#,  £  —  ra#), 
wo  g>x,  qp2>  <P3  willkürliche  Functionen  sind. 

Der  Theil  des  particulären  Integrals,  welcher  #3  entspricht,  ist : 

/VO  ^^  'TO  ; ;    _ — . 

8  V    ,   (d  V    ,/8_y*__3       ^3  /8\3  4.5.6' 


^8#/         \8#/  dxdydz  \dx, 

und  ebenso  für  die  anderen  Glieder;  der  vollständige  Wferth  ist: 

^6    _|_    y§    _|_    #6  x2  y2  02 

~~~ ~4  .5.6  — ~—  • 

Das  vollständige  Integral  ist  die  Summe  aus  der  Complementär- 
function und  dem  particulären  Integral. 

5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

?)2u   .     tfu         tfu         tfu 

(1)      — s  -4 — t  — =  x  y  z. 

w      3#2  '   (>#<)#       3?/2       aydtf  J 


^3^    __o       ^      __  o     ^u     __  q   _J^ 
^x^y~~     YxYy2  ^x2^z  a#a< 

c)2/2d£   '        Dy'dz2    '        üx^y~bz 
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§.  251. 

Gelien   wir  nun    zu   der   allgemeinen   Gleichung  über, 
so  haben  wir  zu  suchen  die  Lösung  von 

worin  <&  von  der  Form  ist: 

g»  gn  g« 

io87»  +  Äl  d^d~y  +Ä2  9as"-»8y»  +  '" 


gn-1  gn-1 

+  *°    ä^    +  Sl  da«-* dp    + 


+  *!  +  *£   +£' 

Wir  nehmen  versuchsweise  als  Lösung  an: 

z  =  Ä<Px  +  hv, 
wo   h    und  Je  noch  zu  bestimmende   Constanten  sind.    Für    diesen 
Werth  ist: 

dz  ,   dz 

~--=hz  und   — "  =  ß#i 

ex  cy 

und  demnach  erhalten  wir: 

0  (h,  Je)  z  =  0, 

und    diese   wird   erfüllt  sein,  wenn  Ji    und   Je  so   bestimmt   werden, 
dass  die  Gleichung  befriedigt  ist: 

0  (Ä,  Je)  =  0. 
Durch  diese  Gleichung  wird  offenbar   die   eine  der  Constanten 
von  der  anderen   abhängig  gemacht;   lösen  wir   sie  nach   Je  auf,   so 
werden  wir  n  Resultate  von  der  Form 

Je  =  #  (h) 
erhalten.     Nehmen  wir  eines  derselben,  z.  B.  Je  =  ^  (/&),  so  erhal- 
ten wir  die  Lösung  in  der  Form: 

z  =  Aehx  +  ydl(h\ 
für  alle  Werthe  von  A  und  Ä.    Da  nun  die  Summe  einer  beliebigen 
Anzahl   von  Lösungen   selbst  wieder   eine  Lösung  ist,    so  ist   eine 
andere  Lösung  dargestellt  durch: 

z  =  2JAehx  +  yd'lih\ 
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wo  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  Werthe  Ton  h  erstreckt;  und 
A,  welches  eine  willkürliche  Constante  ist,  kann  als  eine  willkür- 
liche Function  von  li  angesehen  werden,  die  sich  von  einem  Gliede 
der  Reihe  zum  anderen  ändern  kann. 

Ebenso   wird   ein    anderer  Werth  von  &,  z.  B.  #2  (/?),    zu   einer 
anderen  Lösung  führen,  welche  dargestellt  werden  kann  durch: 

z  =  ZJBeh'x  +  yßz(h'), 
und  da  jeder  Werth  von  h  zu  einer  entsprechenden  Reihe  führt,   so 
wird    die    allgemeine    Lösung    dargestellt    werden    können    als    die 
Summe  von  n  Reihen  in  der  Form: 

z  —  Z{Aehx  +  y*i(V}  -\- £{Beh'x  +  yd^\  +  «••, 
wobei  sich  die  Summation  in  jeder  Reihe  auf  die  Glieder  erstreckt, 
die  sich  aus  allen  möglichen  Werthen  von  h  ergeben.  Der  Um- 
stand, dass  der  zu  jedem  einzelnen  Gliede  gehörige  Coefficient  als 
eine  willkürliche  Function  der  in  diesem  Gliede  auftretenden  Con- 
stanten betrachtet  werden  kann,  zeigt,  dass  jede  Reihe  in  ihrem 
Ausdruck  eine  allgemeine  willkürliche  Function  enthält,  und  daher 
werden  wir  in  der  Complementärfunction  n  willkürliche  Functionen 
erwarten  dürfen. 

§.  252. 

Dieses  allgemeine  Resultat  in  Form  einer  Summe  von  n  Reihen, 
deren  jede  willkürliche  Elemente  enthält,  scheint  von  geringem 
Werthe  zu  sein.  Zuweilen  wird  jedoch  durch  die  Form  der  Diffe- 
rentialgleichung eine  Vereinfachung  herbeigeführt,  wie  sie  im  näch- 
sten Paragraphen  angedeutet  wird.  Zuweilen  auch  wird  durch  die 
Bedingungen,  welche  der  abhängigen  Veränderlichen  ausser  der, 
dass  die  Differentialgleichung  befriedigt  werden  soll,  noch  auferlegt 
werden,  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihen  beschränkt  auf  solche, 
welche  specielle  Werthe  der  als  Parameter  dienenden  Constanten 
enthalten. 

So  kann  zum  Beispiel  immer,  wenn  eine"  Lösung  der  Glei- 
chung, durch  welche  h  bestimmt  wird,  von  der  Form  ist : 

h  =  ah  -\-  /3, 
wo  a   und  ß  bestimmte    Constanten  sind,    die   entsprechende  Reihe 
in  endlicher  Form  dargestellt  werden.    Denn  sie  ist: 

e?vZAeh(x  +  av\ 
d.  h.  sie  ist  (abgesehen   von    dem   vor   dem  Summenzeichen  stehen- 
den Factor)  die  Summe    einer  beliebigen  Anzahl   von  willkürlichen 
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Potenzen  von  ex  +  ay,  deren  jede  mit  einer  willkürlichen  Constanten 
multiplicirt  ist.  Eine  solche  Summe  ist  eine  willkürliche  Function 
von  ex+ay  oder,  was  dasselbe  ist,  eine  willkürliche  Function  von 
x  -f-  ocy,  und  es  kann  daher  die  Reihe  ersetzt  werden  durch: 

eßv  cp(x-{-  ccy), 
worin  (p  willkürlich  ist.     Entsprechend  den  Bedingungen,  welche  in 
jedem   besonderen  Falle  die  Zahl   der   in  der  Reihe  vorkommenden 
Glieder   beschränken,   wird  es   analoge   Bedingungen   geben,    durch 
welche  die  Form  der  willkürlichen  Function  bestimmt  wird. 

Aufgabe.     Man  beweise,  dass,  wenn  die  Wurzel 
Je  =  et  h  -f-  ß 
(r  4-1) mal   vorkommt,    der   entsprechende    Theil    der    Complementärfunc- 
tion  ist : 

*' y[>o(s4-:«y)  4-  yvi(x  +  "y)  4  •••  +■  y<pr(x  +  ciy)l 

worin  (p0)  ^1?  . .  .  ,  qr    sämmtlieh  willkürlich  sind. 

§.  253. 

Um  das  particuläre  Integral  zu  finden,  wollen  wir  es  darstellen 
durch  : 

1  F. 


0(1),  D') 

Die  Bestimmung  des  Werthes   dieses  Ausdrucks  wird  abhängen 
von  der  Form  von   V.    Wäre  z.  B. 

Y  =  gax  +  ty 

so  würden  wir  erhalten: 

1 

pa  x  +  by 


0(a,b) 

als  gesuchten  Werth  von  z.  Wenn  V  eine  rationale  ganze  alge- 
braische Function  von  x  und  y  wäre,  so  würde  man  den  Ausdruck 
berechnen  können,  indem  man  das  umgekehrte  Operationssymbol  in 
eine  Reihe  von  steigenden  Potenzen  von  D  und  D'  (wenn  dies  geht) 
oder  von  einer  derselben  entwickelt.  Die  Methoden,  welche  auf  die 
speci eilen  in  §.  46  für  den  Fall  gewöhnlicher  Differentialgleichun- 
gen betrachteten  Formen  angewandt  sind,  werden  auch  die  ent- 
sprechenden Methoden  anzeigen,  welche  hier  für  die  verschiedenen 
Formen  von   V  in  Anwendung  zu  bringen  sind. 


442  v  Zehntes  Capitel.  [§•  253.] 

1.   Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

c2z       d2z       n  dz    ,    n  dz  ,        .  0„ 

Zunächst  müssen  wir,  um  die  Complementärfunction  zu  finden, 
die  Gleichung  lösen : 

(D  —  D')  (D  +  D'  — ■  3)  -9  =  0. 

Substituirt  man: 

z  =  ,4^*  +  ^, 
so  ißt: 

(h  —  fc)(Ä  +  h  —  3)  =  0, 


Je  —  h    und    ft  =  3  —  7^ 
die  Kelationen  zwischen  ^  und  &  sind.    Hieraus  ergiebt  sich: 

z  =  2  A  eh(x^  +  e3  v  £  5  e7*'  ^-irt 
=  cp(x  +  y)  -f  e3*>  ^  (#  — #)> 
worin  9?  und  t/>  willkürliche  Functionen  sind. 

Der  Theil  des  particulären  Integrals,  welcher  zu  ex+2v  gehört, 

1 


ist 


(D  —  i)')  (D  +  Df  —  3) 
1 


ßx+2y 


ßx+2y 


(1  -1  D')  (X>'  —  2) 
1 


(1— JD'— 2)(D'4-2  — 2) 


• —  —    fx+2y .  1 

JDf  (D'  +  1) 

=  -—  yex+2y. 

Das  Resultat  zeigt  an,  dass  ein  Glied  von  der  Form  ex+2y  in  der 
Complementärfunction  vorkommen  wird;  dass  dies  der  Fall  ist, 
erhellt  aus  der  Identität: 

ex+2y  __  giy  ßX—yt 

Der  xy  entsprechende  Theil  des  particulären  Integrals  ist: 
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__  1  _  ' 

g   _     —-^-^-—-—-.^    Xy 

1        1       [  D  +  I)'/D  +  D'y\ 

=  — sM1  +  ^)(afy+l-a;+ly +l) 

=  -Jd(X»  +  3X  +  3»+9+2X'  +  3X 

Die  Entwiekelungen  sind  in  jedem  Falle  nur  so  weit  aus- 
geführt, als  nöthig  ist,  um  nicht  verschwindende  Glieder  zu  erhal- 
ten. Es  könnte  vorkommen,  dass  durch  ein  verschiedenes  Verfahren, 

z.  B.    durch  Entwickelung  nach   Potenzen    von  —-7 ,  ein  particuläres 

Integral  von  .scheinbar  verschiedener  Form  erhalten  würde;  man 
würde  dann  aber  finden,  dass  die  beiden  in  einander  transformirt 
werden  könnten  mit  Hülfe  der  Complementärfunction. 

Das  allgemeine  Integral  ist  wie  gewöhnlich  die  Summe  der 
drei  vorher  angeführten  Theile. 


■§.  254. 

Jede  Gleichung,  in  welcher  der  Coefficient  eines  Differential- 
quotienten jeder  Ordnung  ein  constantes  Vielfaches  der  Veränder- 
lichen von  demselben  Grade  ist,  lässt  sich  auf  eine  Gleichung  von 
der  vorigen  Form  zurückführen. 

Eine  solche  Gleichung  wird  von  der  Form  sein : 

dxr  -^        .  dx$oiß  ctf 

"Wir  können  entweder  die  unabhängigen  Veränderlichen  in  u 
und  v  verwandeln,   wo   x  =  eu  und   y  =  ev  ist,  oder  wir   können 

X  7T~  durch  0'  und   tj  ^—  durch  cp  darstellen  und  erhalten  dann: 

ex  cy 


x' 


dx'> 


_  =r#(#_i)(#~-2)  ...  (&  —  r+  \)z 
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In  jedem  Falle  wird  die  Gleichung  auf  die  bereits   betrachtete 
Form  zurückgeführt. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

x2  7—  ±2xy  £-. 7--  +  y27r~,  =  xmyn-, 
dx2         ■       cxoy  cy2 

Wir  erhalten,  wenn  wir  u  =  log x  und  v  =  log y  setzen: 

l-H-^^  +  r-1)^^"'- 

Oll        ov/\ou        ov  / 

Das  Integral  hiervon  ist : 

ptn  u "-}-  n  v 

e  =  e"  Fi  (v  -  u)  +  fx  (v  -  «)  + 


(m  -f-  n)  im  -\-  n  —  1 ) 

xF  (£\  +  f(t\  + J£HL _N 

\x)  ^  J\x)  r  (ni  +  n)(m  +  n—  l)' 


wo  J1  und  /  willkürlich  sind. 


2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

-tfz  2  tfz 

^x2        y   "dy2 


3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)     #2  — 5  4-  2xy  4-  v2  --t;  +  ?& -m  =  n[  x \-  y  — -  ) 

+  a2  +  y2  +  #3- 

/r.v  o'Ö2^  1  „  <>2M  I  o      <>2W  /      O      1  ov^*1 

2      #2  — -5   -f    2#y  - — —   +   2/2  r— 0=  (#2  +  2/2)      • 
w         ö  x2     '  J  ^x^y     ]     J    ^y2       v       '   J  ; 

(3)        (a>  -5-  +  y  —  +  £  — Y\*  -f  rcaw  =0. 

4.  Aufgabe.      Man  löse  die  Gleichung: 

=  2^(l-x'2)  ^  +  (^  +  t/-2^v)  ^> 

5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

/1X  ^Ö2^  9     ^2*  ,         0         7     Ö^  |         o       97      ^ 

(1)  — ^  —  a2  — r  +  2ao  —  4--2a2l)  —  =0. 
w      dx2  ty2  ^x     ■  ^y 

(2)  m  n  ( — 0  H 0  )  —  r>^  4-  w  ) r  ^  w-  (  n wt  —  ) 

=  6U5  (mx  -{-  ny)  ~\-  cos  (kx  +  ly). 
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6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

/(»)*  =  H„, 
wo  n  das  Operationssymbol 

X-, +    Xo \-   '   '    •    4-   Xm 

1   ö  Xx  ö  X2  ü  Xm 

bezeichnet,  /  eine  rationale  ganze  algebraische  Function  von  n  und  Hn 
eine  homogene  Function  der  Grössen  xlt  x2,  . . . ,  xm  von  n  Dimensio- 
nen ist. 


Vermischte  Methoden. 

§.  255. 

Es  giebt  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen,' welche 
bei  physikalischen  Untersuchungen  häufig  vorkommen:  Lösungen 
von  diesen  hat  man  oft  nur  durch  Methoden  erhalten,  die  sich  auf 
andere  Gleichungen  als  die  sind,  welche  dazu  Veranlassung  gegeben 
haben,  nur  selten  anwenden  lassen. 

Die  beiden  hauptsächlichsten  Methoden  sind  die 
Integration  mittelst  bestimmter  Integrale  und  die  Inte- 
gration durch  Eeihen.  Da  aber  jede  Methode  nur  von  specieller 
Anwendung  ist,  und  da  die  vorkommenden  Verschiedenheiten  ihren 
Ursprung  nur  den  Bedingungen  verdanken,  welche  der  Function, 
deren  Werth  gesucht  wird,  auferlegt  sind,  nicht  aber  irgend  einer 
Verschiedenheit  in  den  Differentialgleichungen,  auf  welche  sie  An- 
wendung finden ,  so  ist  es  nicht  möglich,  hier  eine  erschöpfende 
Auseinandersetzung  zu  geben.  Die  Discussion  soll  vielmehr  hier 
nur  auf  wenige  Beispiele  beschränkt  werden;  zur  weiteren  Beleh- 
rung muss  man  sich  an  die  Lehrbücher  über  diejenigen  Zweige  der 
mathematischen  Physik  wenden,  in  denen  diese  Differentialgleichun- 
gen vorkommen. 

§.  256. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  Gleichung,  welche 
durch  beide  Methoden  integrirt  werden  kann. 

Eine  solche  Gleichung  ist: 

du d2u 

dt       '  dx2 ' 
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welche  bei  Untersuchungen  über  Wärmeleitung  auftritt.  Es  ist 
nicht  ohne  Interesse,  die  verschiedenen  Methoden,  welche  zu  ihrer 
Lösung  führen,  anzugeben. 

Nach  der  Methode  des  §.  249  können  wir  schreiben: 


u  ~ 

—  e          cp  (x), 

worin  (p 

willkürlich 

ist 

.     Entwickeln   wir  das  Operations sy 

mbol, 

so 

erhalten 

wir  : 

u  = 

=  <P  (4  + 

aH 

d2(p 

dxl 

aH2  d*q> 

a^t1  dQcp 
~JV  dxY    ' 

' » 

so  dass  die  Lösung  nur  eine  willkürliche  Function  enthält.  Wir 
können  aber  auch  so  verfahren:  die  Lösung  von 

dHi 

lautet : 

u  =  elxA  -\-e~lxB, 

worin  A  und  JB  unabhängig  von  x  sind.  Wir  können  daher  die 
Lösung  von 

d2u 1   du 

~dx1  ~~  a^"dl 
darstellen  in  der  Form: 

wo  i\>  und  %  willkürliche  Functionen  sind.  Um  das  Resultat  von 
symbolischen  Operationszeichen  zu  befreien,  welche,  wenn  sie  blie- 
ben, eine  Erläuterung  erheischen  würden,  verwandeln  wir  die  will- 
kürlichen Functionen  in  /  und  JP,  wo 


(0V(*)-z(O); 


alsdann  sind,  da  'ip  und  %  willkürlich  sind,  auch  /  und  F  willkürlich, 

welche  Erklärung  man  auch  für  (  —  J      geben    inöge.       Wenn     die 

Operationssymbole  in  der  ersten  Form  der  Lösung,  welche  ip  und  % 
enthält,  entwickelt  werden  und  die  Glieder  von  derselben  Ordnung 
der  Differentiation  zusammengenommen  werden,  so  wird  die  Lösung : 


[§.  257.]     Partielle  Dififerentialgl.  zweiter  und  höherer  Ordnung.  447 

^     ,       X2      df    ,        **      cPf     , 

+  «      {)  ^3!  «s  d*  +  51a»   <«2   +'"' 
und  diese  enthält  zwei  willkürliche  Functionen. 


§.257. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Anblick  paradox  erscheinen,  dass 
man  für  die  nämliche  Differentialgleichung  zwei  vollkommen  all- 
gemeine Lösungen  von  anscheinend  so  verschiedenem  Charakter  er- 
halten kann.  Die  Schwierigkeit  wird  aber  gehoben  sein,  wenn  be- 
merkt wird,  dass  die  Gleichung  nur  von  der  ersten  Ordnung  in 
Bezug  auf  £,  dagegen  von  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  x  ist. 
Die  frühere  Lösung  enthält  nur  eine  einzige  willkürliche 
Function  von  x,  wie  es  eben  in  dem  Falle  einer  Gleichung  erster 
Ordnung  zu  erwarten  ist;  die  zweite  Lösung  enthält  zwei 
willkürliche  Functionen  von  t,  also  gerade  so  viel  willkürliche 
Functionen,  als  in  dem  Falle  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  er- 
wartet werden  können. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  die  willkürlichen  Functionen  sämmt- 
lich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  ihres  Argumentes  entwickelt 
werden  können,  so  sind  wir  im  Stande,  eine  von  diesen  Lösungen 
in  die  andere  zu  transformiren.     Denn  ist 


n=co 


^)  =  |;^(r» 


An /x\n 
aj 


w*=  0 

worin  der  Coefficient  An  willkürlich  ist,  und  setzt  man  diesen  Werth 
in  die  erste  Lösung  ein,  so  wird  das  von  X  unabhängige  Glied: 

welches  eine  Keine  mit  willkürlichen  Coefficienten  ist  und  daher  mit 
f(t),  worin  /  willkürlich,   bezeichnet  werden   kann.    Der  Coefficient 


von 


—  )    — -  lautet : 
a)   2! 


A2  +  AJ  +  fj*2  +  "•' 

d.  h.    j-,  und  so  für  die  anderen  geraden  Potenzen   von  x.    Daher 
et  v 
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ist  der  Theil  der  Lösung,  welcher  von  den  geraden  Potenzen  von  x 
abhängt : 

JKJ  ^   2!  a2  dt  ^   4!  a4  dt'2   ^ 

Sammelt  man  ebenso  die   Glieder,  welche   von    den  ungeraden 
Potenzen  von  x  abhängen  und  setzt  man: 

F(t)  =  Äi  +  A,t  +  ^P  +  ••• 

(welches  eine  andere  willkürliche  Function  ist),  so  erhält  man  den 
zweiten  Theil  der  zweiten  Lösung.  Es  ergiebt  sich  daher,  dass  die 
beiden  algebraischen  Ausdrücke  äquivalent  sind,  unabhängig  von 
der  Thatsache,  dass  sie  beide  Lösungen  der  Differentialgleichung 
sind. 


Lösung  durch  bestimmte  Integrale. 

§.  258. 

Wir  wollen  nun  die  Methode  des  §.'  251  anwenden.    Substitui- 
ren  wir 

u  =  eax  +  P\ 

so  ist  die  nothwendige  Beziehung  zwischen  den  Constanten  a  und  ß: 

ß  =  a^a\ 
so  dass 

u  ==  Aeax  +  a*c(2t 

für    alle  Werthe  von  A  und  a  eine  Lösung  ist.     Anstatt    cc  setzen 
wir  cci,  so  dass  Lösungen  dargestellt  werden  durch 

ß—aPa*t+aa}i     Und      ß~  niJ- ^2 1  —  a  x  i 

und  daher  durch 

Ae~  a2«2*  +  «0»  —  *)i     und      ße~a2^t~a(x—/.)i 

wo  X  eine  beliebige  Constante   und   A  und  B  willkürliche  Functio- 
nen von  A  sind.     Diese  können  ersetzt  werden  durch 

Ä  er  a2  a2 *  cos  cc  (x  —  X)  und  Bf  er cfi aH  sin  a  (x  —  l\ 
wo  A'  und  B'  willkürliche  Functionen  von  X  sind.  Ferner  ist  die 
Summe  irgend  einer  Anzahl  von  Lösungen  ebenfalls  eine  Lösung. 
Wir  betrachten  diejenige,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form  der  ersten  für  alle  Werthe 
von  X  und  a  summiren  und  annehmen,  dass.  während  A'  eine  will- 
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kürliche  Function  von  X  ist,  doch  die  Form  der  willkürlichen  Func- 
tion dieselbe  ist  für  die  verschiedenen  Werthe  von  X.  (Die  ent- 
sprechenden Glieder,  welche  aus  der  zweiten  entstehen  würden, 
können  als  in  dieser  enthalten  betrachtet  werden,   da  wir,  so  lange 

71 

es   nur   auf  den   veränderlichen    Theil   ankommt,   nur  X  in  X  —  — 

2a 

zu  verwandeln  brauchen,  um  die  erste  zu  erhalten.) 
Ist  dann 

A'  =  ipß)dX, 

und  nimmt  man  an,  dass  die  Summation  sich  erstrecke  auf  alle 
Werthe  von  X  zwischen  —  co  und  -f"  ao  ,  so  ist  die  entsprechende 
Lösung: 


f 


7 1  cos  a(x  —  X)ty  (Ä)  d  X. 


Dies  kann  ferner  mit  einer  beliebigen  Function  von  a  multi- 
plicirt  und  die  Summation  für  alle  Werthe  von  a  ausgeführt  wer- 
den. So  wie  sie  dasteht,  ist  die  Function  eine  gerade  Function  von 
a,  und  es  wird  daher,  wenn  der  Factor  gleich  da  genommen  wird, 
genügen,  0  und  <x>  als  die  Grenzen  von  a  zu  setzen.  Wir  können 
daher  als  Lösung  annehmen: 

+  00 


=  /  da  I  e~~a2a2fcosa(x  —  X)ip(X)dX. 


u  — 

0 

Die  Lösung  in    dieser  Form   ist  besonders    brauchbar  in   dem 
Falle,  wo  u  einer  Bedingung  genügen,  z.  B. 

u  =  f(x) 

sein  soll  für  t  =  0.     Alsdann  werden  wir  haben : 

oo  -f  oo 

f(x)  =    I   da       coscc(x  —  X)  ip  (X)  dX. 

0  —  oo 

Nach  dem  Fouri  er' sehen  Satze  ist  aber  der  Werth  der  rechten 
Seite  gleich  7ttp(x),  so  dass  ip  bestimmt  ist,  und  somit  wird: 

00  -\-oo 

%i  =  -    /  da  I    e-cCluH  cosa(x  —  X)f{X)dX.      (Riemann.) 

0  —  oo 

Aufgabe.     Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung 

3%  0     Ä 


=  a 


2 


d£2  ^       Ö#2 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  Ol) 
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von  der  Beschaffenheit,  dass  für  t  -=  0 

u  z=r.  f  (x)     und     — -  =  F(x) 

ist. 

Das  Kesultat  lautet : 

x-\-  at 

u  —  h  {f(x  +  a *)+f(x  —  at)}  +  TT-  fFW  d X'  (R i era a n  n.) 


§.  259. 

Wir  können  ferner  auch  die  Gleichung  lösen  durch  eine  Me- 
thode, die  ursprünglich  von  Laplace  angegeben  und  von  Poisson 
erweitert  ist. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist: 

+    00 

/  e~u*  du  =  7clh, 

---  00 

oder,  wenn  wir  u  —  l  für  u  schreiben,  wo  l  unabhängig  von  u  ist: 


-f  00 


*  du  =  tc1^  <P. 


Ist  l  irgend  eine  Differentialoperation,  die  ausgeführt  werden 
soll,  so  zeigt  diese  Eelation  an,  dass  sich  die  symbolische  Operation 
e1'2  darstellen  lässt,  wenn  man  e2ul  darzustellen  vermag. 

Diese  Methode  kann  auf  die  Gleichung 

du  c2u 

dt  dx'2 

angewendet  werden ;  denn  wir  haben  : 

(*  ad-j 

u  =  e  f{x\ 

worin  /   eine   willkürliche,   von  t  unabhängige   Function   ist.      Die 
vorige  Formel  mit  den  entsprechenden  Operationssymbolen   können 

wir  anwenden,  wenn  wir  /  durch  'atV*-—  ersetzen;  wir  erhalten   so: 

cix 

+  G0  i'„    d 

u  =  7r-l/*J  e  öxf(x)du 

00 

+  CO 

=  Ä-Va  /  e~u*f(x  +  2uat1**)  du. 
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Diesem   Resultat    kann   man    noch    eine    andere   Form   geben, 
wenn  man  X  für  x  ~\-  2uatl</*  setzt.    Dann  wird: 

-fco 

2        r    (x— w 


2a(itt)1' 


e      ^  fß)dL 


Nun  ist  f(l)  eine  willkürliche  Function.  Nehmen  wir  an,  dass 
ihr  Werth  jederzeit  Null  sei,  ausser  wenn  A  =  r,  und  setzen  wir 
dann /(/L)  eZ/l  =  H,  so  erhalten  wir: 

TT  _  (a;-r>9" 


2a(iity/* 

1.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass,  wenn  u  den  Bedingungen  genügt: 

(1)  u=f(x)    für   *  =  0 

(2)  uz=<p{t)      „    x  =  0, 
alsdann  der  Werth  von  u  ist: 


2a(nt)\)  \  j  2anMJ  [t-X)k 


2.  Aufgabe.     Man  bestimme  eine  Lösung  der  Gleichung 

^+&a^  4-  o   _^_  4-  ^  -  0 
M*  ^      W4  ^  "  ^2d</2    r  3*/V 
in  der  Form  : 

?—fff(x  +  2u (tb)l/%  y-\-2v(t b)l/*)  sin  (w2  -f  v2)  d u  d v 

+  ffF  (#  +2m(*  ?>)1/2, 2/4-2^  (*  ?>)1/a)  cos  (m2  +  v*)  du  d  v. 

3.  Aufgabe.     Man  bestätige,  dass 

27t  7t 

u~  -~j  d (pj  tf(x 4-a  t  sin  &  cos  g)9y-\-  a  t  sin  ft  sin  <p,  z -f-  a  t cos  #)  sin 0  d & 
477  o         o 

27t  TL 

-[■  —  j~Jd  g)J  tF(x~\~a  t  sin  &  cos  (p,  y-\-  a  t  sin  &  sin  p7  z-\-at  cos  #)  sin  &  d  & 

4:71    dt  q  0 

der  Differentialgleichung 

genügt  und  so  beschaffen  ist,  dass  für  t  =  0 

u  —  F(x,  y,  z)    und    —  —  f{x,  y,  z) 

ist. 

4.  Aufgabe.     Man  bestimme  den  Werth  des  Integrals 

29* 
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genommen  über  die  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  derCoordi- 
natenanfangspunkt  und  deren  Radius  R  ist,  in  der  Form : 

4 TT  —  sink  (Rp), 
P 
wo 

p2   -_.    a2  _j_   ß2   _|_    y2 

gesetzt  ist. 

Hiernach   zeige    man,   dass    der  über   die  Oberfläche   einer  Kugel    er- 
streckte Mittel werth  einer  Function,  welche  der  Gleichung 

genügt  und  für  alle  Punkte  innerhalb  der  Kugel  durch  eine  convergente 
Eeihe  darstellbar  ist,  gleich  dem  Werthe  der  Function  im  Mittelpunkte 
der  Kugel  ist. 

Weitere  Belehrung  über  diesen  Theil  des  Gegenstandes  und  im 
Besonderen  über  die  Anwendungen  auf  physikalische  Untersuchun- 
gen wird  man  finden  in  Riemann's  „Partielle  Differentialgleichun- 
gen und  deren  Anwendung  auf  physikalische  Fragen". 


Lösung  durch  Reihen. 

§.  260. 

Wir  wollen  nunmehr  einen  Fall  der  Integration 
durch   Reihen   betrachten. 

Die  wichtigste  Gleichung,  auf  welche  diese  Methode  angewendet 
wird,  ist  die  Gleichung  : 

dni      d9-u      dHt  _ 

dx*  +  dif  +  ds*  ~~    ' 
mit  der  man  es  bei  physikalischen  Untersuchungen   fortwährend   zu 
thun  hat.    Um   dieselbe   nach    der   in  Bede    stehenden  Methode   zu 
lösen,  ist  es  zweckmässig,   die   unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  z 
in  r,  *)*,  <p  umzuändern,  welche  gegeben  sind  durch  die  Relationen : 

x  =  r  sin  &  cos  <p,    y  =  r  sin  #  sin  qp,    g  ■=  r  cos  &. 

Dieselben  stellen  in  Wirklichkeit  die   Gleichungen   dar,   durch 
welche   die   Cartesischen  Coordinaten   eines  Punktes   in  Polarcoordi- 
naten  transformirt  werden.    Die  neue  Gleichung  wird  dann : 
dHru)  1        d  (  .        du\  1       dHi 

dr*-    ^  sin®  d&\  dd-J  ^  sin*&  ö<p2 
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und  wenn  man  hierin  noch  eine  Aenderung   vornimmt,   indem  man 
ft  für  cos&  schreibt,  so  ist  die  resultirende  Form: 

ZHru)_         d_  f     _         du)        _J_  dju  _ 


§.  261. 

Wird  zunächst  eine  Lösung  verlangt,  welche  eine  Function 
von  r  allein,  d.  i.  von  (x2  -f-  y2  -f-  z2)1^  ist,  so  dass  dieselbe  also 
eine  specielle  symmetrische  Lösung  sein  wird,  so  reducirt  sich  die 
Gleichung  auf  : 

8*(r«0   ___  0 

also : 

u  —  A  4-  —  • 
r 

Auf  analoge  Weise  wird  man  eine  Lösung,  welche  nur  eine 
Function  von  &  oder  eine  Function  von  cp  allein  ist,  finden  können ; 
dieselben  sind  jedoch  nicht  von  solchem  Nutzen,  wie  die  eben  er- 
haltene. 


§.  262. 

Sodann  nehmen  wir  an,  dass  Lösungen,  welche  nicht  Functio- 
nen von  r  allein  sind,  in  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  r  fort- 
schreitende Reihe  entwickelt  werden  können.     Ein  Glied  in  u  sei : 

rnun, 
worin  un  unabhängig  von  r  ist,  aber  eine  Function  von  0*  und  cp 
sein  kann,  deren  Werth  bestimmt  werden  soll.  Wird  dann  der 
Werth  von  u  substituirt,  so  ist  das  Glied  auf  der  linken  Seite  der 
Differentialgleichung,  welches  diesem  besonderen  Gliede  von  u  ent- 
spricht: 

n   i    r      i    i\         i       d    //i         „9X  duA     ,  1         W%in\ 

r  {» <*  +  1} *  +  di  \{1  ~ **>  T£J  +  r^  w\' 

und  die  Summe  aller  solchen  Glieder  mussNull  sein  für  sämmtliche 
Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen.  Das  vorstehende  ist  das 
einzige  Glied,  welches  die  nie  Potenz  von  r  enthält;  es  ergiebt  sich 
daher,  dass,  wenn  die  Gleichung  befriedigt  sein  soll,  sein  Coefficient 
verschwinden  muss.    Demnach  bestimmt  sich  un  durch  die  Gleichung : 
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n  (n  +  1} ""  +  8fl  \(1  -  >"  }  Wi  +  W2  8^  =  °' 
und  somit  ist  rnun  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung. Die  Coefficienten  der  Glieder,  welche  die  Differential- 
quotienten von  un  enthalten,  hängen  nicht  von  n  ab,  und  der  Coef- 
ficientvon  un  ändert  sich  nicht,  wenn  für  n  gesetzt  wird  —  (n-\-l). 
Daher  ist  r~^n^'1Hin  eine  andere  Lösung  der.  ursprünglichen  Glei- 
chung. Diese  beiden  soeben  erhaltenen  Lösungen  können  zu  einer 
einzigen  verbunden  werden,  so  dass  sie 


n  '       rn+l 

als   eine   Lösung    ergeben,   wo    An  und  Bn  willkürliche   Constanten 
sind,  und  somit  ist  der  allgemeine  Werth  von  u: 

vorausgesetzt,  dass  uH  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung : 

—  J(l  —  u2) 4 — — -   4-  n  (n  +  1)  wM  — 


§.  263. 

Nun  würde  die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  nn  als 
Function  von  &  und  cp  ergeben-,  wir  betrachten  zunächst  den  Fall, 
in  welchem  un  eine  Function  von  &  allein  ist.  Dieselbe  ist  alsdann 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

—  |(i  _  ^  ^-J  +  „c~  -i-  D«»  =  o, 

deren   von   einander   unabhängige    particuläre   Integrale  Pw  (ja)   und 
Qn(^)  sind  (§§.  90,  91).     Die  entsprechenden  Glieder  in  u  sind: 

(ä„  r»  +  A-,)  P„Qt)+  (>i;,r»  +  ^r)  «»00- 

In  den  meisten  physikalischen  Untersuchungen  ist  das  von 
Qn  (fi)  abhängige  Glied  wegzulassen ;  alsdann  lautet  der  allgemeine 
Werth  von  u,  ausgedrückt  als  Function  von  r  und  #,  cl.  h.  von 
(x*  +  y*?k    und  *:■ 
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wo  die  A  und  B  willkürliche  Constanten  sind.  Man  wird  bemer- 
ken, dass   die  vorher  erhaltene  Lösung,  nämlich 

A+B- 
r 

der  specielle  Fall  ist,  welchen  man  erhält,  wenn  man  alle  diese  will- 
kürlichen Constanten  ausser  A0  und  BQ  gleich  Null  setzt  und  sich, 
erinnert,  dass  Po  (fO  eine  Constante  ist. 

§.  264. 

Wir  betrachten  nunmehr  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  un 
eine  Function  von  &  und  cp  ist;  dieselbe  lässt  sich  in  eine  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  von  cp  fortschreitende 
Reihe  entwickeln,  deren  Coefficienten  Functionen  von  p  sind.  Ir- 
gend ein  Glied  der  Reihe  für  un  möge  dargestellt  werden  durch 

rn  cos  0  cp , 
worin  v  eine  Function  von  f(  allein  ist,  und  dies  wird  eine  Lösung 
der  Gleichung  für  i<n  sein,  gerade  so  wie  in  dem  Falle,  wo  ein  jedes 
Glied  in  der  nach  Potenzen  von  r  fortschreitenden  Reihe  von  u  eine 
Lösung  der  Gleichung  war.  Substituirt  man  dies  und  dividirt  man 
durch  cos  ö  qp,  so  findet  man,  dass  vn  bestimmt  wird  durch  die  Glei- 
chung : 

Dieselbe  Gleichung  würden  wir  auch  erhalten  haben,  wenn  wir 
v^  sin  6  cp 
in  die  Gleichung  für  un  substituirt  hätten,  und  daher  ist  die  Lösung 
der  Gleichung  für  un: 

2  {JEa sin 6 cp  -j-  F0 cosöcp}  Vn\ 

(7  =  1 

wobei  der  Werth  ö  =  0  nicht  genommen  ist,  da  er  von  cp  un- 
abhängige Glieder  giebt,  die  bereits  gefunden  worden  sind. 

Nun  ist  nach  der  12.  Aufg.,  Y.  Cap.,  S.  207  die  Lösung  der 
Gleichung,   welche  ^4    giebt: 
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worin  yn  die  Lösung-  der  Gleichung  im  Falle  6  =  0  und  daher 
entweder  Pn  oder  Qn  ist.  Hiernach  wird  das  entsprechende  Glied 
in  nn: 

(En  sintcp  +  Facosdq))  (1  -  p*)1/*"  ~-yn 

+  (Eo  sin 6$   -f  F'ocosdcp)  (1  —  p»)Y."  ^|-- 

Das  Glied,  welches  Qn  enthält,  ist  hei  physikalischen  Unter- 
suchungen gewöhnlich  wegzulassen;  der  geeignete  "Werth  von  un 
ist  dann : 

r;  =  1  J  " ' 

da  es  offenbar  überflüssig  ist,  Werthe  von  6  zu  nehmen,  die 
grösser  als  n  sind. 

Die  Summe  jeder  beliebigen  Anzahl  von  Lösungen  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  ist  wiederum  eine x  Lösung,  und  demnach 
ist  der  allgemeinste  Werth  von  ti,  durch  eine  Reihe  dargestellt,  der 
folgende : 

u  --  A  H 

r 


n  ----  oo 
w  =  l 


2(i  -W^r  {(^>M  +  ,Jtt)  *»**> 


TD"      \  1 

In  dem  vorstehenden  allgemeinen  "Werthe  von  u  sind  weg- 
gelassen worden 

1)  die  Glieder,  welche  aus  dem  von  r  und  (p  unabhängigen 
Theile  von  u  entstehen  würden  und  die,  wie  man  leicht  zeigen 
kann,  sind: 

2)  das  von  cp  allein  abhängige  Glied,  welches  offenbar  M cp  ist, 
und 

3)  die  Glieder,  welche  man  gewöhnlich  bei  physikalischen 
Untersuchungen  als  unbrauchbar  weglässt. 
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Jede  fernere  Untersuchung  über  die  Lösung  der  Gleichung 
steht  entweder  in  Verbindung  mit  anderen  äquivalenten  Formen 
der  Lösung  oder  mit  den  besonderen  Lösungen,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  Constanten  gegebenen  Bedingungen  gemäss  bestimmt. 
In  Bezug  hierauf  würde  man  die  Quellenschriften  über  die  ver- 
schiedenen Gegenstände  der  angewandten  Mathematik,  bei  denen 
diese  Gleichung  auftritt,  zu  Hülfe  nehmen  müssen;  im  Besonderen 
würden  die  auf  Seite  182  angeführten  von  grossem  Werthe  sich 
erweisen, 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung 

ö^^c^2 
durch  eine  Keine,  nachdem  man  sie  auf  Polarcoordinaten  transformirt  hat. 

2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Gleichung 
eine  Lösung  besitzt  von  der  Form  : 


n=co 
ihii 
U  =  e 


ahii   ^— ■*     1  —  ihr  ihr  ^ 

2   ~  Pn  {A  e  fn  (ihr)  +  Be      /„  (—  ihr)}, 


r 


t    i\       !    ,   »  (w  4-  1)    ,   (n-Dn(n  +  !)(»  +  2)       (w 

/„  (*)_  l  +  -277~  + OTT* + 


(w 

— 

2). 

(w'4-3)   , 

2 

.4 

.6 

.^ 

1 

.2. 

3. 

.  .2« 

1       2.4.6...2w.#» 

ist,  'und  suche  eine  allgemeinere  Lösung,  welche  nicht  von  der  sphärischen 
Coordinate  cp  unabhängig  ist.  (Stokes.) 

3.  Aufgabe.      Man    zeige,     dass    die    allgemeine   Lösung    der    Glei- 
chung 

oder,  nach  Transformation  zu    ebenen  Polarcoordinaten,   der  zu  ihr  äqui- 
valenten Gleichung 

M2 


9  /ö2  U     ,      1     3  W      ,       1     ö2  W\ 

aJ  W  +  7  "ö7  +  72  ö~P/ 


mit  Hülfe  von  Bes sei' sehen  Functionen  dargestellt  werden  kann  als  die 
Summe  zweier  Glieder  von  der  Form: 

u  —  cosakt  ^?[{AIn{kr)-\-BYn{icr)}  cosnd- 

+  [A'IH(kr)+B'Yn(kr)\sinn9]. 
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Ampere' s  Auflösungsmethode  der  Gleichung: 

Er  +  2Ss  +  Tt  +  ü(rt  —  s2)  =  V. 

§.  265. 

Es  giebt  noch  eine  andere  Methode,  um  von  der  Differential- 
gleichung zu  dem  Zwischenintegral  zu  gelangen  in  dem  Falle  der 
allgemeinen  Gleichung : 

Er  +  2Ss  +  Tt  +   U(rt  —  s2)  =  F, 
in     welcher    der    Factor    2     aus    Zweckmässigkeitsgründen    hinzu- 
gesetzt ist. 

Es  werde  eine  neue  bisher  noch  unbestimmte  unabhängige 
Veränderliche  cc  eingeführt,  und  es  mögen  x  und  cc  als  die  unabhän- 
gigen Veränderlichen  betrachtet  werden,  so  dass  y  eine  Function 
yon  x  und  cc  ist.      Dann  erhalten  wir : 


dz 

dx 

dy 

dz  dy 
-  -  =  q  -~L 
a  a            d  cc 

dp 

dx 

d  y 
dx 

dp  dy 
d  cc            d  cc 

dq 

dx 

-    8    _L   t*l 

dq            dy 

d  cc            d  cc 

d 

,    d 

Hierin  sind  -—   und  --—   angewendet,  um  partielle  Differentia- 
dx  da 

tionen  nach  den   neuen   unabhängigen  Veränderlichen  x  und  cc  an- 
zudeuten.    Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir: 

d  p  d  y 

r  =  -j-   —  s  -f 

dx  dx 

d y    ,        dq 

dx  dx 


ad: 


dy  dp  dq  /dp        dq  dy 


(rt-s*)=±-ji-s 


"T" 


dx  dx  dx  \dx        dx  dxt 

in  denen  allen  s  zu  ersetzen  ist  durch 

da 
dy 

da 


worin  P 

und  Q  gegeben  sind  durch : 

P 

d x  dx    '         de             dx  d x 

Q 

\dx/             dx                    ^ 
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Werden   diese  Werthe  in   die   ursprüngliche  Gleichung   substi- 
tuirt,  so  nimmt  sie  die  Form  an 

da  da' 


dx 

xj  ( cll.  -l  äA  ^1 
\d  x      dxdx. 

Bisher  ist  M  noch  willkürlich ;  wir  wollen  es  so  wählen,  dass 
P  verschwindet;  dann  folgt  aus  der  Differentialgleichung,  dass  auch 
Q  verschwindet,  dass  also 

P  =.0    und     Q  =  0 
ist. 

§.  266. 

Diese  Gleichungen  können  ersetzt  werden  durch  einfachere 
Verbindungen  derselben,  welche  ihnen  äquivalent  sind.  Aus  der 
ersten  erhalten  wir: 

ii  (ü  ii  4.  u  ch\  r-r  V  dy  __  T  ii . 

dx  \      dx    l         dx)  dx  dx 

dp 

Wird  dieser  Werth  von  —   in  die  zweite  Gleichung  substituirt, 
dx 

so  geht  die  letztere  nach  einer  kleinen  Vereinfachung  über  in: 
dx  dx)  \      dx  dx) 


(1)      BdJ>+U^^s±GV>, 

Ct  X  LI X 


a  =  S2  —  ET—  UV 


welche  giebt: 

wobei 

gesetzt  ist. 

Der  entsprechende  Werth  von   —  wird  gegeben  durch 

ci  x 

dx  dx  dx 

oder,  was   dasselbe  ist,  durch 
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dx        ~~                      \      dx            dxj 

-  (BT-\- 

=  V(S±  G1*)  —  (S2 

-  (?)  ^ 

dx 

und  daher: 

(2)       B^(Si  (?'/*)? 
dx                           dx 

=  V. 

[§•   267.] 

dx 


Diese  beiden  Gleichungen  (l)  und  (2)  können  an  die  Stelle 
der  beiden  vorher  erhaltenen  gesetzt  werden  ;  man  kann  bemerken, 
dass  sie  denen  in  §.  234  analog  sind.  "Wir  können  auch  (1)  und 
(2)  mit  einander  verbinden,  so  dass  wir  eine  Gleichung  in  anderer 
Form  erhalten,  die  aber   nicht   unabhängig   von    diesen   ist.     Multi- 

pliciren  wir  (2)  mit  U  und  substituiren  wir  für  U-—    aus    (1)    seinen 
1  dx 

Werth,  so  erhalten  wir: 

ÜB  ~P-  +■  S2  —  6  ~~  B~-  (S  +  G*)  =  UV, 

dx  dx 

was  sich  leicht  vereinfacht  zu: 

(3)         ,g-(Sq=^)g+T=0. 

Wir  können  daher  entweder  (1)  und  (2)  oder(l)  und  (3)  als  die 
Gleichungen  betrachten,  welche  die  beiden  Gleichungen  P=  0  —  Q 
ersetzen.  Nehmen  wir  daher  (1)  und  (3),  so  können  wir  sie  in  der 
Form  schreiben: 

Udq   f  Bdy  —  (S±  G^)dx  =  0 
Udp  —  (Sq=  GV*)dy  +  Tax  =  0 
und  ferner  haben  wir : 

dz  — '  pdx  —  qdy  =  0 


(4). 


Man  wird  bemerken,  dass  hierin  d  a  nicht  vorkommt  und  dass 
daher  a  bei  den  Integrationen  als  Constante  zu  betrachten  ist. 

§.  267. 

Der  Erfolg  der  Methode  hängt  von  der  Möglichkeit  ab,  eine 
Function  W  von  x,  y,  z,  p  und  q  zu  bestimmen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  mit  Berücksichtigung  der  zwischen  den  Differentialelemen- 
ten bestehenden  durch  die  Gleichungen  (4)  dargestellten  Relationen 
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ihr  totales  Differential  gleich  Null  ist.  Ist  dies  möglich,  so  haben 
wir: 

7  _     d  w  7  '     d  w  _     ,  d  w         d  w        d  w 

dW— dx  4-  — —  dy  +  —  dz  -\ — - —  dp  -f-  - —  dg  =  0. 

öx  dy  oz  dp  oii 

Werden  die  Werthe  von  dz,  dp,  dq,  wie  sie  durch  (4)  gegeben 
sind,  in  diese  Gleichung  substituirt,  so  geht  sie  über  in  eine  Glei- 
chung, welche  nur  die  Differentialelemente  dx  und  dy  enthält.  Da 
diese  unabhängig  von  einander  sind,  so  müssen  ihre  Coefficienten 
einzeln  Null  sein,  wenn  die  Gleichung  befriedigt  sein  soll.  Wir  er- 
halten daher  die  beiden  Gleichungen: 

cx  dz  op  dq 

dW  dW  dWd  W 

dy  dz  v      '  J  op  oq 

deren  jede  ersetzt  werden  kann  durch  die  Gleichung: 

d  W  d  W  d  W  dW 

E^L  +  (S+  a1^)0—  +  {Ep  +  (8±  GV*)q\  %f-  +  7^  =  0, 
öx  vy        {  dz  dp 

...  d  W 

die  sich  aus  ihnen  durch  Elimination  von  — —  ersieht.    Diese  letzte 

Oq 

Gleichung  ist  von  Yortheil  in  dem  Falle,  wo  Z7=0  ist;  denn  dann 
sind  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  nur  einer  einzigen 
äquivalent. 

Die  Function  W  muss  somit  zwei  simultanen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  genügen ;  die  Methode,  um  eine 
solche  beiden  gemeinsame  Lösung  zu  erhalten,  wenn  man  weiss, 
dass  sie  existirt,  ist  in  §.  226  angegeben;  wir  können  daher  nun- 
mehr  W  als  gegebene  Function  betrachten. 


§.  268. 

Eine     Lösung    der    gegebenen     Differentialgleichung 
wird  geliefert    durch 

W  —  const. 
Denn  wir  haben  dann : 

dW   ,  dW  ,    dW  ,    dW 

dx  dz  dp  dq 

d  W    ,  8  W  dW  ,    dW , 

dy  dz  op  dq 
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und  diese  gehen,  wenn  man  in  ihnen  die  Werthe  von    — - —  und  ~ — 

ö  ex  öy 

substituirt,  die  sich    ans    den   obigen   Gleichungen    zur  Bestimmung 
von    W  ergeben,  respective  über  in  : 

d  W  d  W 

—  (T  +   ür)  ~~  +  (S  +  ff1'«  -  Us)  ~  =  0 
dp  ~~  oq 

d  W  d  W 

(g  x  ©%  —  us)  ~ —  (b  +  ut)  -~~  =  o. 

1  Op  dq 

Die  Elimination  des  Verhältnisses  von  — —  zu    — —  aus  diesen 

dp  o  q 

giebt : 

(T  +-  Ur)  (B  +  Ut)  =  (S  —  UsY  —  G, 

und  dies  reducirt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  G  auf: 

Er  +  2Ss  +  Tt  -f   U(rt  —  s2)  =  F, 
d.  h.  auf  die   ursprüngliche    Gleichung.     Daraus    folgt   die    Richtig- 
keit unseres  Satzes. 


§.  269. 

Um  das  allgemeinste  Zwischenintegral  zu  erhalten,  müssen  wir 
einen  Ausdruck  suchen,  welcher  eine  willkürliche  Function  enthält. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  es  möglich  sei,  zwei  particuläre  Lösun- 
gen Wi  und  w2  der  Gleichungen,  welche  W  bestimmen  und  wegen 
des  doppelten  Vorzeichens  wirklich  zwei  Systeme  sind,  zu  finden 
so  werden  die  Gleichungen  auch  befriedigt  werden,  wenn  wir  setzen: 

W  =  #(wi,  w2)  =  0. 

Da  die  Gleichungen  in  W  linear  sind,  so  ist  dies  offenbar  eine 
Lösung.     Ferner  sind  die  particulären  Lösungen : 

wL  =  const; 

da  aber  für  die  Integrationen    a   als   eine  Constante  zu  betrachten 
war,  so  können  wir  setzen : 

Wi  =  /i  («), 
wo  fi  (a)   eine   willkürliche   Function   ist.    Ebenso    würden    wir   er- 
halten : 

^2  =  /a  («), 

wo   auch  f2  (cc)    eine   willkürliche  Function   ist.    Nun   ist  a   irgend 
eine  Function  von  x  und  y,  deren  Werth  unbekannt  ist;  substituiren 
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wir  daher  in  einer  Gleichung  den  aus  der  anderen  sich  ergebenden 
Werth  von  a,  so  erhalten  wir  ein  Resultat  von  der  angegebenen 
Form. 

§.  270. 

Es  kann  vorkommen,  dass  man  mehr  als  ein  allgemeines 
Zwischenintegral  erhalten  kann.  In  jedem  Falle  gelangen  wir  wie 
vorher  von  dem  einen  Zwischenintegral  (nach  der  Charpit' sehen 
Methode)  oder  durch  Combination  der  beiden  Zwischenintegrale 
(wie  in  §.  236)  zu  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung,  und 
dieses  Integral  wird  in  der  Regel  entweder  zwei  willkürliche  Func- 
tionen oder  drei  willkürliche  Constanten  enthalten.  Es  ist  dies 
jedoch  nicht  das  allgemeinste  Integral,  welches  möglich 
ist.  Denn  wenn  wir  eine  ursprüngliche  Integralgleichung  von  der 
Form 

(p  (#,  x,  y,  cii,  %,  a3,  %,  ah)  =  0 

hätten  und  daraus  fünf  andere  Gleichungen  ableiteten,  welche  die 
"Werthe  von  p,  q,  r,  s,'t  gäben,  so  könnten  wir  aus  den  sechs  ent- 
stehenden Gleichungen  die  fünf  Constanten  a  eliminiren  und  da- 
durch eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erhalten,  und  zwar 
würde  je  nach  der  Form  von  99  der  Grad  dieser  Gleichung  verschie- 
den sein.  Umgekehrt  könnten  wir  in  jedem  Falle  in  dem  Integral, 
welches  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  darin  vorkommenden  willkür- 
lichen Constanten  am  allgemeinsten  ist,  mehr  als  drei  willkürliche 
Constanten  erwarten.  Aber  auch  cp  =  0  wird  nicht  nothwendig 
das  allgemeinste  Integral  sein.  Der  einzige  Schluss,  den  wir  machen 
können,  ist  der,  dass  die  Gleichung,  welche  drei  willkürliche  Con- 
stanten enthält,  nicht  das  allgemeinste  Integral  ist.  Sie  lässt  sich 
indessen  durch  eine  ersetzen,  welche  allgemeiner  ist;  die  von  Im- 
schenetsky  angegebene  Methode,  dieselbe  zu  finden,  ist  analog 
der  von  Laplace  für  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung angewandten  —   nämlich  die  Variation  der  Constanten. 

§.  271. 

Das  durch  die  vorige  Methode  erhaltene  Integral  möge  dar- 
gestellt sein  durch 

z  =/fa  V,  «,  &,  c). 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  werden  wir  annehmen, 
dass  c  in  eine  Function  von  a  und  b  verwandelt  werde,  deren  Werth 
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bisher  noch  unbestimmt  ist,  und  werden  dann  a  und  b  als  Functio- 
nen von  x  und  y  von  solcher  Beschaffenheit  betrachten,  dass  p  und 
q  dieselbe  Form  beibehalten,  als  ob  a,  b,  c  sämmtlich  constant  wären. 


Bezeichnen  wir 


respective  mit 


so  erhalten  wir: 


df.dfdc       df    dfcc 

ö rr~  und  —  +  ^-  7-7 


<*/  ,  elf 
—  und  -T , 
da  ab 


dz df  'da  df  c b 

dx  da  dx  db  dx 

dz df  da  df  db 

cy  da  dy  db  dy' 

dz  dz 

und  somit  wegen  —  =  p   und  —  =  q: 

0  x  c  y 

df  da        df  db 

da  dx        db  ex 

H<^    1    ^/ 05  =  0 
da  81/        db  dy 

und  diese  werden  befriedigt  sein,  wenn  wir  setzen 
df  _  df 

da  db 

Die  zweiten  Differentialquotienten  sind: 

d2z  __  ^,dpdadpdb_ 

dx2  da  dx       db  dx 

d'2z     dp  da      dp  db  dq  da       dq  db  

dxdy  da  dy      db  dy                 da  dx       db  dx 

d2z dq  da       dq  db  

dy'2  da  dy   '    db  dy 

Da  aber  —  identisch  Null  ist,  wenn  wir  annehmen,  dass  für  a 
da 

und  b  ihre  Werthe   als  Functionen    von   x  und  y  gesetzt   sind,   so 

erhalten  wir  : 


(dJ\  4-  d2l  l 
\da)  ^  da2  d 


d*f  da         d*f    db  _  . 

dx       da  db  dx 
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und 


daher: 


Analog : 


A  (cll\  ~~  1-.  f^t\  ~~  dl 

dx  \daj        da  \dxj        da1 

dp    ,    d2fda    ,      d2f    db 
da        da2  dx       da  db  dx 

da   .     d'2f  da    ,     d2f    db 
da        da2  dy       dadb  dy 

dJ  J    J?L  dJL  j_   d2I    d^    —  o 
db       dadb  dx        db2    dx 

db^    dadb  dy  +    db2   dy  ~~  °* 
Diese  Gleichungen  genügen  der  Bedingung  : 

dp  da-       dp  db  dq  da       dqdb 

da  dy        db  dy        da  dx       db  dx1 
und  aus  ihnen  kann  man  die  Ausdrücke  ableiten: 

da2\db/  dadb  da  db       db2\da) 

da2\dbj         "  dadb  da  db       clb2\daj 

.  d2f  dp  dg        d2  f    /dp   dq        dq  dp\         d2f  dp  dq 

da2  db  db       dadb  \da  db        da  db)        db2  da  da' 
worin 

^___/    d2f\2      d2fcPf 


\dadbj       da2  db2 
ist. 

Nun  soll  aber  auch  trotz  der  veränderten  Formen   von  a,  br  c 
immer  noch 

z  =f(x,'y,  a,-b,  c) 

eine  Lösung  der  Gleichung 

dx2  ^  dxdy  ^       dy2  ^        [dx*  dy2       \dxdy)  J      . 

sein.  Die  Coefficienten  der  zweiten  Differentialquotienten  sind  in 
ihrer  Form  nicht  geändert,  da  wir  die  Formen  der  ersten  Differen- 
tialquotienten beibehalten  haben,  und  daher  bleiben  B,  S,  -T,  -U,  V 
ungeändert.     Substituten  wir  daher  in  diese  Gleichung  die  Wer.the 

von  ^— -,   - — ;—-,   7r-7i   und    beachten    wir,    dass    die   Differential- 
en2    dxdy     dy2 

Forsyth,    Differentialgleichungen,  3Q 
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gleiehung  befriedigt,  wird,   wenn  /?,  k,  l  Null   sind,  so    finden    wir, 
dass  sie  die  Form  annimmt : 

(B  +  TJt)  h  +  2  (S  —  Us)  k  +  (T  +  ür)  l  f  ü(lh  —  k2)  =  V, 
wobei  die  explicit   vorkommenden  Grössen   r,  s,  t  und    die   implicit 
vorkommenden  Grössen  p,  q,  0  zu  ersetzen  sind  durch  ihre  Werthe, 
die  sich  aus  dem  Integral 

*=/(#,  V,  «, '&,  c), 
in  welchem  a,  b,  c   als    constant  betrachtet   werden,   ergeben.     Wir 
müssen   nun   die   für  h,  Je,  l  gefundenen  Werthe    substituiren ;   als- 
dann findet  man,  nach  einigen  Vereinfachungen,  dass  die  Gleichung 
die  Form  besitzt : 

RlI^  ~  2Sl  äZdb+  Adv  -  Vl> 

worin 

da  db 

F  _  tt  ((I1  äA   \dJL  dÄ\2 

1  \da  db  ^  db  da) 

ist. 

In  allen  diesen  Coefficienten  sind  die  Grössen  8,  p,  q,  r,  s,  t  zu 
ersetzen  durch  ihre  Werthe  in  x  und  y,  wie  sie  sich  aus  der  ge- 
gebenen Integralgleichung  ergeben. 

Diese  Differentialgleichung  ist  linear  in  den  zweiten  Differential- 
quotienten von  /  nach  a  und  b ;  sie  ist  überdies  die  Gleichung, 
welche  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  c  als  Function  von  a  und 
b  dient.    Nun  ist: 

dl  =  ?ll  4.  dl  ^ 
d a        ca    '    de  3 a ' 


ä"-f  __  8»/    ,    „    d*f   de  j_  82/  fdc\'  ,    2/  Wc 


also : 

da2        da2    '    ""*  ca'dc  da.    '    de2  \daj     !     iöc  dai? 
und  ebenso   für   die   anderen    Coefficienten.      Substituirt    man   diese 

Werthe  für  — ~ ,     -—— - ,    — — ,    so    ist    die    resultirende    Gleichung 
da2      dadb      db2 
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linear  in    den    zweiten  Differentialquotienten   von  c   nach  a  und  b, 

und  die  Grössen,  mit  denen  diese  nmltiplicirt  sind,  sind  Functionen 

de     de 
von  x.  y,  a,  b,  c,  — -  .    — -  •     Wir  haben  aber  auch: 
Ca'    ob 

df  ___         __  elf 

da  db 

und   können  hieraus   die  Werthe   von    x  und  y  als  Functionen    von 

ft,  b.  e,  ;-— ,     —  finden;    werden   dieselben   substituirt,  so   wird   da- 

öa      ob 

durch  die  Gleichung  in  eine  Gleichung  umgeändert,  welche  nur  die 
Grössen  a,  b,  c  und  die  Differentialquotienten  von  c  enthält.  Diese 
Gleichung  wird  alsdann  die  Form  haben: 

da2  cadb  ob2 

's)    Q  '()    C 

wo  A,  B,  C,  F  Functionen  von  a,  b,  c,  - — ,    j—   sind. 

ca      db 

Nun  kann  es  zwar  nicht  möglich  sein,  die  ursprüngliche  Diffe- 
rentialgleichung direct  zu  integriren,  wohl  aber  kann  es  möglich 
sein ,  beinahe  durch  den  blossen  Anblick  eine  particuläre  Lösung 
zu  finden,  welche  drei  willkürliche  Constanten  enthält,  oder  es  kann 
doch,  wenn  man  es  auch  nicht  gerade  durch  den  blossen  Anblick 
findet,  möglich  sein,  ein  solches  Integral  abzuleiten.  In  jedem  Falle 
kann  ein  solches  particuläres  Integral  verallgemeinert  werden,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  Lösung  der  Gleichung,  welche  durch  c 
befriedigt  wird,  erhalten  kann;  und  wenn  diese  Lösung  dargestellt 
wird  durch 

&  (a,  fr,  c)  =  0, 

so  erhält  man  das  neue  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

z  =/(#,  y,  a,b,  c) 

0  =  %  (ö,  Z>,  c) 

—  <±i  dA  _  dl d® 

ca  de         de  d  a 

—  ?/  ^  —  dl  ^ 
c  b  d  c         d  c  d  b 

die  Grössen  tf,  /;,  c  eliminirt. 

1.  Aufgabe,     Man  integrire  die  Gleichung: 

r  +  2  (q  —  x)  s  -f  (q  —  x)*  t  =  q. 

so* 
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Hier  ist: 

-R=l,     S^=q  —  x,     T=--(q  —  xy-,     [7=0,     V^q,     also  ff  =  0, 

und  die  Gleichungen,  welche   W  bestimmen,  bilden  nur  ein  einziges 
Paar,  nämlich 

dw     (        ,  dw 

0  =  __  _  (q  —  x)  —  ~ 

öq  dp 

0  =  — -  +  (q  —  a)  7—  +  (p  -f  22  —  a%)  -=—  4-  q ^~  • 
öx  öy  ö  s  cp 

Wir  stellen  diese,  wie  in  §.  226,  dar  durch: 
0  =  F1  =  Q  —  (q  -x)P, 
0  =  Jh\  =  X  -f  (q  —  x)  Y-\-  (p  +  g2  —  ga)  Z  f  qP. 

Als  Bedingung  dafür,  dass  diese  Gleichungen  simultan  integrirt 
werden  können,  müssen  wir  haben: 

0  =  (F^  F2)  =  —  qZ  —  r. 

Schreiben  wir  also : 

0  =  F.,  =  —  qZ  —  r, 
so  ist: 

(jp2,F3)  =  0;    (Flt  JT8)  =  Z, 

und  ebenso  setzen  wir: 

0  =  f4  =  Z; 
dann  ist: 

0  =  (F1,Fi)  =  --  =  (Ft,Fi). 

Somit: 

Y  =  0  =  Z,    X  +  qP  =  0,     Q  —  (q  —  a)  P  =  0. 

Substituiren  wir  dies  in : 

0  =  Pap  -f   Qdq  -f  Xdx  +■  Ydy  -f-  Zäz, 
so  erhalten  wir: 

0  =  P(dp  ~  g'd#  -f  gdc/  —  #<##), 

und  daher  können  wir  als  Zwischenintegral  annehmen: 
W  —  p  -f-  —  q-  — ~  #g  +  a  =  0. 

Um    das    vollständige   Integral    zu    erhalten,    wenden    wir    die 
Charpit'sche  Methode  an   und  haben  zu  suchen  ein  Integral  von 

äx     äy       ____    dp    dq 
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Ein  solches  wird  gegeben  durch  q  =  ß  und  daher: 

P  =  ~~  «  +  ßx  —  g   ß2° 

Werden  diese  Werthe  in 

dz  =  pc£#  -f-  g^t?/ 
substituirt,  so  gelangt  man  zu  dem  Integral: 

#  —  ßy   -j-    —  ßx  (x  —  ß)  —  MX  —  c, 

welches  drei  willkürliche  Constanten  enthält. 

Um    das   modificirte   (§.  271)    Integral    zu   erhalten,   schreiben 
wir  dieses  : 

Z  =  f  '=   —   MX    +    ß  IJ   +   ~  ßx  (X  --  ß)   ~~   C 

und  betrachten  c  als  Function  von  et  und  ß.     Dann  erhalten  wir : 

0  —  ^l  —  —  ^ 

da  doc 

df  ,     1      ,         ,  9  c 

p  =  —  a  +  /3#  —  -  ^2.    3  =  ß   r  —  ß  s  —  t  —  0. 
8a3  =  8«8/J— °'  8j8"a— '    ^'oc"~        '8c»~ü; 


;0;^=a;-/J^  =  1  =  -^  t!=o. 


a<%ac     a/rac      '  <z/r         ' '  ^  ^  da 

Hieraus  wird: 

Rx  =  0,     2\  =  1,     Sx  =  0,     Fi  =  0, 

und  die  Gleichung  in  /  ist : 

oder,  in  c  ausgedrückt: 

d2c   _ 

~~x~~  W2  —  ' 

oder  schliesslich : 

d2e  de 

djP  ~  du" 

Ein  Integral  hiervon  ist  aber  nach  §.  259: 
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+  00 

c  =  fe-'Ä*f(ß  +  2kc#*)dX, 

—  oo 

und  daher   erhält  man    ein  Integral   der  ursprünglichen  Gleichung, 
wenn  man  cc  und  ß  eliminirt  aus  den  Gleichungen: 

.  +00 

*  =  ßy  -  ocx  -f  ±ßx(x  —  ß)  —  J  e~A9-f^+2la^)äl 

+  «, 
0  =  xal>'*  +   f  U~'k*f  (ß  +  2kax*)dl 

CO 

1  +.°° 

0  =  y  +  i  a*  —  /?*  —  7  e-'V"  (/?  4-  2  Aa1*)  'i  A. 

W  CO 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  kann,  wenn  man  auf  das 
bestimmte  Integral  die  partielle  Integration  anwendet,  ersetzt  wer- 
den durch: 

+  00 

0  =  x  +  f  e-l*f"(ß  +  2k<tV*)dL 


(1)    *•-*  = 


4)     x*r  +  2x*s  +  (x*-^)t 


2.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

x 

2)  x*r  —  4x*qs  +  4q2t-\-2p  x3=0. 

3)  (x+q)*r+2(x  +  q)(y  +  p)8  +  (y+p)H+-2(x+q)(y+p)  =  Q. 

5)  r  -f  2  #  s  +  (22  —  x2)  t  =  ?. 

6)  a;4  r  —  4  x1  qs  -\-  3q2t  -|-  2  #3  p  ~  0. 

7)  r-f^s  +  g2*— &2£. 

'8)     2ps-f-£  —  jJ  =0. 

(Ampere  und  Im  seh  enetsky.) 

Eine  vollständigere  Discussion  ist  enthalten  in  der  werth vollen  Ab- 
handlung von  Imschenetsky,  Grunert's  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik,  Bd.  LIV,  und  in  der  bereits  erwähnten  (§.  223)  Abhandlung 
von  Graindorge.  Man  findet  daselbst  auch  weitere  Hinweise  auf  andere 
Quellenschriften. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.     Man  zeige,  dass  das  Integral  der  Gleichung: 

(x  +  y)(r-t)  +  ±p  =  o,- 
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wie  es  durch  die  Monge' sehe  Methode  gegeben  wird,  lautet: 

(x  +  y)  z  +  e*+vF(x  +  V)  =■(?+*  J  e     a  f(2y  ~  a)  dy9 

wo  y  Ar  x   nach    der   Integration   an    die  Stelle  von  a  zu  setzen  ist   und 
/  und  F  willkürliche  Functionen  sind. 
Hier  Dach  löse  man  die  Gleichung  : 

(pH- 2)  (»•-«)=  4  *((•*-««). 

2.  Man  löse  nach  der  Methode  von  Monge  die  Gleichungen: 

(1)  q  (1  +  q)  r_  (i>  +  £  +  2pq)s+p  (1  +i>)<  =  0. 

(2)  (l+23^  +  22)r  +  «tea-jpa)-(l  +  ^2+jpa)<  =  0. 

(3)  (r  —  *)  x  y  —  s  (a;3  —  y2)  —  qx  —  p  y. 

(4)  x2  r  —  y2t  —  xp  —yq. 

(5)  r—2s  +  t  =  x+¥(x  +  y). 

(6)  (r  —  s)  x  =  (t  —  s)  y. 

(7)  ^2  r  —  y2t~2xp  +  2*  =  0. 

(8)  (r- 5)2/ +  (s-*)a; +  2-^  =  0. 

(9)  #r+(y  —  #)$  —  yt=q—p. 

3.  Man  löse  die  Gleichung : 

r  +  t  =  2s, 
und  bestimme  die  willkürlichen  Functionen  durch   die  Bedingungen,    dass 
b  z  =  y2  für  x  =  0  und  a  z  ~  x2  für  ?/  =  0  sein  soll. 

4.  Man  integrire  die  Gleichung: 

r  i    p  q 

x2        y2        x3        y3 

und  suche  ein  erstes  Integral  der  Gleichung: 

^Kz       yj  z  s   \z       xj  [    xy\  z       J 

5.  Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung 

r  t  —  «2  =  0 

unter  der  Bedingung  q2  —  x2(\-\-p2)  in  der  Form: 

.    ,  9  */s  ,        7       a  —  (a2  ~~  x2)  '~ 

z  =  ay  +  (a2  —  x2)   +  a  %  -— i— - — '-. 

6.  Man  integrire  die  Gleichung: 

(l+l»»)«-2p««  +  (l  +  a»)r  =  0, 

wenn  gegeben  ist,  dass  ^y  —  $,r  =  0  ist,  und  zeige,   dass   eine   particu- 
läre  Lösung  ist: 

(x2  +  y2)    =  c  cosli  —  • 


472  Zehntes  Capitel.  [§.  271.] 

Man  integrire  ebenso  die  Gleichung: 

{(l+p2)t  —  2pqs  +  (1  +  q2)r}2  =  4:(rt-~s2)(l~{~p2-\~q2) 
und  discutire  die  Natur  der  Lösung : 

x2\  y2-\-  £2  =  l. 

7.  Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  e2y  {r—p)  =  e2x(t  —  q). 

(2)  qys=pyt+pq. 

(3)  xr-\-  xys-{-yq~0. 

(4)  x  r-\-2ys.-\-p  =  ±x. 

(5)  2xr  —  2t-\-p-=Q. 

(6)  x{r  —  a2t)^2p. 

8.  Man  beweise,  dass  die  einzige  reelle  Lösung   der  simultanen  Glei- 
chungen 

^x^  üy* 


lautet: 

u  =.  x  cos  a  -]-  2/  s*w«  ■+■/?.' 

9.  Man  beweise,    dass  die  einzige  reelle  Lösung,    welche  gleichzeitig 
den  Gleichungen 

r  -f-  t  ~  2  a, 

s2  —  rt  =  b2 
genügt,  enthalten  ist  in: 

z  —  -  x2  (a  -\-  c  cos  «)  -\-cxy  sin a  -4-  ^  2/2  (ft  —  c  cos  a)  ~\~  ßx-\~yy  +  ^> 
worin  C2  --  a2  -f~  o2  und  «,  /?,  y,  eF  willkürliche  Constanten  sind. 

10.  Man  suche  ein  Zwischenintegral  von 

p  qr  —  s(l  -\~p2) 
und  zeige,    dass  man   ihr   allgemeines  Integral   erhält,    wenn  man   a   aus 
den  Gleichungen 

g  -  Cp  (o)  -  ax  -  (1  +  «2)%/fe/)  =  0 
^  (a)  +  3  4.  a  (i  +  a*)-%/(j/)  =  °> 
worin  /  und  (p  willkürlich  sind,  eliminirt.     (Serret  und  Graindorge.) 

11.  Man  integrire  die  Gleichungen: 

5 

(1)  xp  +  yq  +  x2r~{-  -  xys+y2t  =  0, 

5 

(2)  (xp  +  y  q)  {r t  —  s2)  +  ^2 r  —  -  2?  2 's  +  pa  *  =  0. 

(3)  (aj2_  :¥2)  (j  _  r)  +  ±{px+qy_  z)  =  0. 
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Ebenso   löse   man,    indem    man  die    unabhängigen  Veränderlichen  in 
I  und  v\  verwandelt,  wobei 

x2  ~  £  rj    und    x  y  —  £ 

ist,  die  Gleichung : 

(4)  x2r  —  2xys  +  y2t  +  2yq  =  0, 

und,  indem  man  die  unabhängigen  Veränderlichen  in  £  und  17  verwandelt, 
wobei 

#  —  e  und   y  =  e 

ist,  die  Gleichung: 

(5)  x2r  —  i/H  —  (xp  —  yq)f(xy). 
12.     Man  integrire  die  Gleichungen: 


(1) 

"ö2£     ,     2    c^   _ 
Dx2        x  ?>x 

0  32# 
Dy2 

(2) 

D2z          9/32£ 

1   o;  ö# 

(3) 

tfz  ___  a2  ö2^ 
3#2        x*  ^y2 

(4) 

^2z  __   2 

7)X2           X2 

a 

'tix'tiy 

(5) 

■h2z             1 
'üx'by       oc~\~y 

2     \ 

3  V 


2//      (^-H/)2 


0.   (Gregory.) 


13.  Man   bestimme  die  Oberfläche,  deren  Gleichung  der  Differential- 
gleichung 

'bx'by 

genügt,  und  deren  Durchschnitt  mit  der  xy-TSbene  die  Hyperbel  xy  —  a2  ist. 

14.  Man  integrire  die  simultanen  Gleichungen : 

Tix  ^y 

t    rtct    .    Zß\  f^2a    .    tfa\) 

(9? 


m  "ö  y  Xb  x  ~N  ?//      n  Ux2  +  'zöyVj 


15.     Man  zeige,  dass  die  simultanen  Gleichungen 
r  t  +  c  (r  +  i)  =  0 
pq  +  c'ipy  —  g^c)  =  0 
eine    Schaar   von   Paraboloiden    mit  derselben   Achse    darstellen ,    welche 
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irgend  eine  feste   zur  Achse   senkrechte  Ebene   in   einer  Schaar  von  ähn- 
lichen Ellipsen  schneiden,  bei  denen  das  Achsenverhältniss 

(c'  -  c)%  :  (c'  -f  cfk 
ist. 

16.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

Gs  +  Hp  -f  K  =  0, 
in  welcher  6r,  IT,  ÜT  Functionen  von  x,  y,  z  und  q  sind,  integrirt  werden 
kann,  falls 

/dH        öK\,     „ßK       JS\    ,     „/äff        'bH\  —  n 

ist,  und  bestimme  das  Integral. 

Hiernach  suche  man  das  Integral  von 

{{x  Aryz)s  —  ypq)  (x  -f  y)  =  qy  (1  —  s) 

in  der  Form : 

yäy 

T+vWiv) xdy_ 

\x\-y)(p{y)\ 
(I  m  sehen  et  sky  und  Gr  aindor  ge.) 


1  urm  : 

_  f ^y£y r 


17.  Man  bestimme  eine  Lösung  der  Gleichung 

tfu        tfu         tfu  ___ 

i)äP  +  *y2  +  -ö*2  '" 

in  Form  einer  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihe. 

(Lagrange.) 
Man  löse  die  Gleichung 

32w   ,    n7    ?>2u     ,    rt       7S2u     ,    .,  7s2  u   ,    or   32«     ,        ö2«         n 

ft  ^  +  2  Ä  ^7,  +  2 » OT ^  ö  ^  +  2/ä^  +  c  ä7*  =  °' 

und   discutire  insbesondere  den   Fall,   in   welchem   die   Discriminante   der 
linken  Seite  gleich  Null  ist. 

18.  Man  zeige,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 

D*J   „      3     25  *2J 

"bx2  —  a  y      ^2 

in  endlicher  Form  integrirbar  ist,  falls  b{2i±_\)~2i  und  *  eine  positive 
ganze  Zahl  ist. 

Ebenso  löse  man  die  Gleichung: 

tfu  9  D2u         i(i-\-  1)  (r  i       \ 

tt  ~  ll    ip  =  -^T-  «•  (Legendre.) 

19.  Man  zeige,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

1    tfu  _____  32tt    ,    2  3w  ___  n  (n  4- 1)  ^ 
ö2^2   ~  äT2    '    r  är  r2       " 

(wo  w  eine  ganze  Zahl  ist)  dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 
V   'br)  r  ' 
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wobei  (p  und  \p  willkürliche  Functionen  sind,    und  bestimme  in  der  Form 
eines  bestimmten  Integrals  die  vollständige  Lösung  von 

1     32/£   __    ~b2  11     .       1     ü  U 

__  _  __  _  _|_  ._  „ 

20.     Man  drücke  durch  ein  bestimmtes  Integral  die  Lösung  der  Glei- 
chung aus: 

~*  b  x^y       x  4-  ii  Yd  x  ö  ii ) 


21.     Man  stelle  eine  Lösung  der  Gleichung 


3  u 


ö4  IC 

T54 


in  der  Form  dar: 


~j-  00      -f-  CO 


■u—    f     re-~ur~v2ijj(x  +  2H/?auv1/it1/')dudv. 


22.  Man  verwandle  die  abhängige  Veränderliche  z  in  der  Gleichung 

q(l  +  q)r  -  lp  +  q  +  2pq)s+p(l+p)t  =  0 
in  y  und  bestimme  hiernach  die  Lösung  der  Gleichung  in  der  Form : 
d:+f(*)  =  F(x  +  y  +  *). 

23.  Man  zeige,  dass,  wenn  es  fünf  Functionen  2lt  z2,  z'i'>  ^4>  ~5  gieht, 
von  denen  jede  den  Gleichungen 

r  ~-  a-^s  +  a2p  +  az  q  +  a^z 

t     ==    VS    +    ?)2P    +    &3  0   +    M> 

in  denen  die  c&  und  6  Functionen  von  x  und  iy  allein  sind,  genügen,  als- 
dann zwischen  ihnen  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten 
besteht  von  der  Form  : 

C\  ,x  +   C3*t  +  6's*,  -f  Q*-4  +  C6zh  =  Ü. 

Wenn   ausserdem    irgend    vier    von    ihnen,   z.  B.  z1}  z2,  z?),  #4,    so    be- 
schaffen sind,  dass  sie  der  Gleichung 

^i  j   ~ 2 5   *3  >   ^4 

<7l>    #2 ,    ^3,    & 

j     «1  »    «2  >    S3  >    64 

identisch  genügen,  so  giebt  es  auch  eine  Relation  von  der  Form: 

C1z1  -f  C2z2  +  C\z3  +  C±z±  =  0.  (Appell.) 

24.  Man  zeige ,  dass  die  Function  F  («,  /?,  y,  &,  e,  x,  y\  welche   ge- 
geben ist  durch  die  Reihe : 

^^   n  (cc-\-m-\-n  —  \)     IT(ß+m—l)n(y+n—l)n(d—\)n{E—l) 


^LA^Lin\ü—\)  n(m)h(n)  H(Ö+m—l)II(e-}-n— l)H(ß— l)#(y— 1J 


xm  y>\ 
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worin  sich  die  Summation  über   alle  ganzzahligen  Werthe   von   m  und  n 
von  0  bis  co  erstreckt,  den  beiden  Gleichungen  genügt: 

(x  • —  x2)r  —  x  y  s  -f-  { 0-  —  {a  -f-  ß  -]-  1)  x }  p  —  ß  y  q  -—  a  ß  z •  —  0 
(y  —  y2)  t  —  xy  s  -f~  {s  —  (« ~\-  y  -j-  1)  y)  q~y  xp  —  cc  y  z  —  0. 

Hiernach  zeige  man,  dass 

F  («,  d  -\-  c,  —  c,  fr}  s,  x,  y) 
eine  Lösung  ist  von 

(x  —  ä)2)  r  —  2xys  +  (y  —  iß)  t  -f 

{9—(a  +  d+l)x}p+{6-(a  +  d  +  l)y}q-a#z  =  0, 

wenn  c  eine  willkürliche  Constante  ist.  (Appell.) 

25.  Wenn  es  drei  Functionen  z^  z2,  z3  giebt,  welche  den  Gleichungen 

r  =  %  p  +■  «2  2  +  «3  * 
s  —  h1p  +  &2g  +  b3z 
t  =  ca^  +  c2?  +   C3# 
*1  '(i?2  —  %)  +  ^2  GPa  —  0i)  +  -3  (Pi  —  <Za)  =  ° 

genügen,  wobei  die  a1  b,  c  Functionen  von  x,  y  sind,  so  existirt  zwischen 
diesen  Functionen  eine  lineare  Belation  mit  constanten  Coefficienten. 

(Appell.) 

26.  Man  zeige,  dass  das  Integral  der  Gleichung 

s~\-xyp-\-Jcyz  =  0 

durch  Differentiation   in  Zusammenhang  gebracht   werden  kann   mit  dem 
von 

s  +  x  y  p  +■  (k  -\-  n)  y  z  ~  0, 

wobei  k  eine  Constante  und  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

Hiernach  löse  man   die  erste  Gleichung   in   dem  Falle,  wo  k  eine  ne- 
gative ganze  Zahl  ist. 

Man  bestimme  die  Lösung,  wenn  Je  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

(Tanner.) 

27.  Man  bestimme  die  Lösung  von 

8  =.  e* 
in  der  Form: 

¥  (x)  \p'  (y) 


er  =  2 


{9>(x)  +  *i>(y)}*> 
worin  (p  und  \p  willkürliche  Functionen  sind. 


(Liou  ville). 


Hiernach  integrire  man  die  Gleichung: 

6'  r-  zp.  (T  anner.. 
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28.     Man    integrire     nach    der    Ampere' sehen    Methode    die    Glei- 
chungen : 

(1)  «8  +  ^t  +pq  =  0. 

(2)  — y  t  -j-  — 4~  t  4-  (Jx  ~\~  my  'V  nxy)  (?'£  —  s<2) 

v       '       J   '  l     \.xi/      2/      #'         \xy      y      x/   J 

(3)  2r  +  (p+aj)s  +  y*  +  y(r*-s2)  +  S  =  0. 

(Imschenetsk}7.) 


A  N  H  A  N  G. 


AUFLÖSUNGEN  DER  AUFGABEN. 


I.  Capitel. 

§.  10. 

2.  Aufgabe.     Die    Determinante   verschwindet  identisch,    weil 
in  ihr  die 

3.  Zeile  =  (bcA'2  +  c a  B*  +  ab  C°-)  X  1.  Zeile 
—  2  abc  (Ax  -f  By  -f-  Cz)  X  2.  Zeile 

ist,  und  die  zwischen  den  drei  Functionen  bestehende  Kelation  lautet: 

%  =  (b c  A*  +  ca  JB2  +  ab  C2)  %  —  a&c  w|. 

II.  Capitel. 

§.  13. 

3.  Aufgabe. 

(1)  (H-a!»)V4  +  (H-J,«)'A=  C. 

.  .     __  x-\-tangu 

(2)  Man  setze  ?/  —  L —  ; 

I  —  aj  i&w#  u 

n  r  all 

dann  ist:  arctangy=  G  -f~  w 


w  —  stn  u 

y—C 

(3)  Man  setze  %  +  y  =  u  •  dann  ist :  x  -\-  y  =  a  tang  — r 

(4)  C  -  2  (1  +  *)-*  -  \  log  (1+  ^  =ß1^3!  ■ 

(5)  to#  # .  ta#  ?/  =  (7. 

§.  14. 
2.  Aufgabe. 

(1)  ?/  =  Cx(l  —  x2)V*  +  «a?. 

(2)  #  =  Ce~sinx  +  smaj—  1. 

(3)  j,»  =  Ce-2„*  +  4-^?-p1  {2cC0S  (*  -f  /J)  +  sm  (*+/3)|- 

(4)  a-  =  Ce-<r  A~  <p  —  \. 
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3.    Aufgabe»    Man  erhält  diese  Form  der  Lösung,    wenn  man 
in  dem  zuerst  erhaltenen  Werthe  von  y  partiell  integrirt. 

§•  15. 

5.  Aufgabe. 

(1)  #-2_  Ce2*2  +  ax'2  +  la. 

dt 

(2)  ^-"i=C(l—  x2)^  —  a. 

(3)  y-1  =  Ce1/***  —  eV^fe-1'***  sin x  dx. 

(4)  xr-1  =  Ce-W  —  y*  -f  2. 

6.  Aufgabe.    Die  vier  Gleichungen  in  §.  7  geben  der  Reihe  nach: 

— -  =  ( A2  —  y2)\  .also  arc  sin  —  z=%A-a,  oder  y  —  A  sin  (x  -\-  a) ; 

ClX  ja. 

- — \-  y  tang  x  =  ,  also  y  =  Ccosx  -(-  B  sin  x  =  A  sin  (#  -f-  cc) ; 

dx  '   *      J  cosx  J  l  v 

7  f^ 

-~  —  ycotx  = : — - ,  also  y  —  B  sin  x  ~f-  G  cos  x  =  A  sin  (x  -)-  «) ; 

—  ■=cot(x  -f-  <x )  d#,  also  7o#  2/  ~r  7ö^  iL  -\-  log  sin  (x  -\-  ot), 

oder  ^/  =  ^4  sin  (x  -j-  oc). 

§.  16. 
2.  Aufgabe. 

(1)     Das    Integral    hat    eine   verschiedene   Form,    je    nachdem 
m=2  ist.    Ist  zunächst m~>2  und  1  —  mv  -f  ^2  =  (ft  — #)  ( # 


so  wird:  log (x2  —  mxy  -f-  #2)  -f-  ~ log —  =  0.    Istm<2 

und  m  =  2  cos  /l,   so  wird : 

/y  . /jq  QQQ  fi 

log ix2  —  mxy  ~\-  y2)  -f-  2  cot  l  .  arc  fang : — r—  =  C. 

Ist  endlich  m  =  2,  so  wird:  (x  —  y)ex~y   =    0. 

(2)    ^/  =  C** 
4.  Aufgabe. 

(1)  (y±x—iy.(y-x  +  i)*=a 

(2)  4ic  +  8^/  +  $  =  Geix~8y. 

(3)  sc  +  5  ^/  +  2  =  0(#  —  y  +  2)4. 
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-X" 


-  cP1>{^\R—xm%(y- 


und^  = 


v  nimmt  die  Gleichung  die  in  §.  15  behandelte  Form  an: 


clx 


+ 


<P(v) 


v       v  (f(v)  —  %  (v) 


x  ■ 


ip(v) 


'^W~lW 


,n~m-\-2 


6.  Aufgabe.  Wäre  y  =  0  =  y\  so  hätte  diese  Gleichung 
die  in  der  vorigen  Aufgabe  behandelte  Form.  Um  also  diese  Form 
herzustellen,  setze  man  x  =  |  +  h,  y  =  r\  +  Ä;  und  ferner: 

Ah  +  Bk  =  A,     ah  +  ßk  +  y  =  p,      a'Ä  +  ß'  k  +  /  =  v. 

Dadurch  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

{U  +  p  +  (A  +  «)|  +  (£A  +  |8)^  +  (^|  +  Si?)|}dfl 

=  {Xlc  +  v+iAh  +  c'Jt^ß  +  ß^V  +  iA^  +  B^^dl 

und   diese  erhält  die   gewünschte   Form,   wenn    man    Xh  +  ^  =  0 
und  Aft  +  i>  =  0  setzt. 

Um  h  und  Ä  zu  bestimmen,  eliminire  man  h  und  &  aus  den 
drei  Gleichungen: 

Ah-\-Bk  =  k1      ah  +  ßkJ-y  =  —  Xh9      a'h+  ßfk  +  y'  =  —kk 

und  berechne   eine  Wurzel  X  ■=  Xx    der  sich   ergebenden  cubischen 
Gleichung : 

-A,      A,       B 
y,  06+ A,      j8       =  0. 
y',     «',     /3+A 

Setzt  man  sodann  diesen  Werth  von  A  in  irgend  zwei  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  ein,  so  ergeben  sich  aus  diesen  die  Werth e 
von  h  und  Je.    (Yergl.  Jacobi,  Cr  eile's  J.,  Bd.  24,  S.  1.) 

§.  18. 
Aufgabe. 

(1)    Man  hat  p  aus  den  Gleichungen  y  =  ap  +  bp2  und 
x  =  0  +  a  logp  +  2  5jp  zu  eliminiren. 


(2)    a  +  a  =  -  1  e 


y±c 


v  +  c- 


31* 
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§.  19. 

2.  Aufgabe. 

(1)  (y+C)2  =  4ax. 

(2)  x2  (x2  —  3  y2)2  —  2Cy(y2  —  3  x2)  —  C2  =  0. 

3.  Aufgabe. 

.    (1)      {xy-G){x2y-G)=0. 

(2)  x*y2  —  2  Ca:%#  cos  (^  %  aA  -f  G2  =  0. 

(3)  (yy-^2~C)(^  +  ^-l-0^)  =  0. 

(4)  (y  - 1  «3  -  G)  (y  -  Ce%*)  (y  ~  ^1") 

(5)  (2/  -  G  +  |  fcx2)  {(2/  -  Q2  -  (arc  sm£)2}  =  0. 

(6)  Schreibt   man    die  Gleichung  in   der  Form:   (xp  —  y)2 
=  $2y2{x2  -f-  y2)  und  setzt  dann  y=xv,  so  wird: 

daher:  {<&  —  (x2  +  i/2) V*  —  Ctye»}  {#  —  (tf2  +  2/2)1/*  —  C^/e"^}  =0. 

(7)  Für  y  =  xv  geht  die  Gleichung  über  in: 

(£+«)G-: +0=»; 

mithin  erhält  man:  (yex  —  Gx)  (y  -f-  #2  —  ß#)  =  0. 


=  0. 


mein 


in  P*  —  #'"<jP*(  — )  für  jeden  Werth  von  %  und  setzt  man  y=xt 


4.  Aufgabe.     Ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  erster  Ordnung 
und  nten  Grades   PQpn  +  Ptf"-1  -\ .-f  Pn~iP  +  Pn  =  0   allge» 

und  x  ^  =  *,     so   folgt:     cp0  (0  (*  +  0W  +  9>i  (0  (*  +  O^1   +  •  •  • 

-j-  <jpn(£)  =  0,  oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  £  ordnet:  ty$(t)zn 
-f-  ^!  (O^»-1  +  •  •  •  +  ^«-i  (0  z  +  tn  (t)  =  0.  Löst  man  diese  Glei- 
chung nach   z  auf,    so   erhält   man   n  Gleichungen   von   der  Form  : 

z  =  yv(t)   oder:  —  =  — —  •    Die  allgemeine   Lösung   folgt   dann 

X  %y    (0 

wie  in  §.  19. 
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Die  Lösung  der  Gleichung  p'z  —  — -  -I p  —   —  ==  0  ist: 

2  y  2y 

y-\-  C)  {(y%-0)»-*3}=o. 


§•  31. 
^.  Aufgabe. 

(1)  2/=  C#  -f  (1  +  G2)lk  Singulare  Lösung:  x2  +  y2~l. 

(2)  y=Gx+G—G2.    Singulare  Lösung:  (a-f  1)2  =  4^ 

(3)  Man  löse  nach  x  auf,   setze  p  =  —  und    differentiire 

a 

nach  y.  Als  allgemeine  Lösung  ergiebt  sich:  y2=  G(aG — 5  -f-  2%), 
die  singulare  Lösung  ist:  (2x —  b}2  -\-  4=  ay2  =  0,  die  aber  nur  bei 
negativem  a  eine  reelle  Enveloppe  darstellt. 

(4)  Allgemeine  Lösung:  y2  +  Gx2  =  G2\   eine  Enveloppe 
giebt  es  nicht. 

(5)  Man  löse  nach   x   auf,   setze  p  =  —  und    differentiire 

nach  i/.  Die  allgemeine  Lösung  ist:  y2  =  2  Gx  +  C3,  die  singulare: 
21  y^  -f-  32^3  =  0,  die  jedoch  nur  bei  negativen  Werthen  von  x  eine 
wirkliche  Enveloppe  darstellt. 


§.  22. 
2.  Aufgabe. 

(1)  Man  eliminire  p  aus  #  =  yp  +  ^i?2  und 

P 

x  =  — —         .  (0  +  «  arc  sinp). 
(1  —  p2)^ 

(2)  Die   Stammgleichung   wird   gebildet   durch   die  beiden 
simultanen  Gleichungen : 

C  C{p  +  a(l+p*)K} 

x    — ^r=    : . 


(i  +P*y/*  {p  +  (i  +p2y/^       (i  +^  {^  +  (i  +p*)*\* 

Da  die  Gleichung  homogen  ist,  kann  man  auch  §.16  anwenden. 

(3)    Man   eliminire  p   aus  y  =  mxp  +  n  (1  -f-i53)^3    und 

2m  — 1 

X=p     m~1  (G T   /    77-1 Jr 

1  \  m  —  lj    (1  +jp3)/a 
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(4)  y2  =  2Cx  +  C\ 

(5)  Die  allgemeine  Lösung  ist:  (x  —  C)2  -\-  y2  =(n  C)2, 
die  singulare:  n2 x2  =  (1  —  n2)y2,  die  aber  nur  für  n<C\  eine  reelle 
Enveloppe,  nämlich  die  Geraden  w#  =  +  (l —  n2)^2y^  darstellt. 

§.  30. 
7.  Aufgabe. 

(8)  Diese  Gleichung,  welche  die  Projektionen  der  Krümmungs- 
linien eines  gewissen  Ellipsoids  auf  die  xy-Yfoene  darstellt,  kann  man 
entweder  durch  die  Substitution  x2  ~{-y2  =  2tt  auf  die  in  §.  22  be- 

1         A    U       TP  Ö2  +  &2  b2      .  ,    ,  dU     . 

handelte  iorm   w  =  sc  — — ■  — -,  m  welcher  q=  —   ist,  oder 

2q  2  d# 

durch    die    Substitutionen    x2  =  s,  y2  —  t    auf  die    Clai  rauf  sehe 

dt_ 

dt                  äs 
Form  t  =  s- b2  —  zurückführen.    Als  Stammgleichung 

äs  _i_   _ 

+  äs 
erhält  man  die  Gleichung  der  confokalen  Kegelschnitte: 

Eine  reelle  Enveloppe  giebt  es  nicht. 

(s)  Die  Stammgleichung  ist :  #  (1  —  y2)1^  -f-  arc  sw  #  =  2  #  -f~  ß 
Die  Linien  |/  =  +  1  sind  der  Ort  der  Spitzen. 

(£)  Die  allgemeine  Lösung  ist:  x2  -f  y2  —  2Gxy=l  —  C2. 
Singulare  Lösungen  sind  a;  =  4;  1  und  y  =  +  1. 

(??)  Die  allgemeine  Lösung  ist:  (bx —  O)2  -\-  (ay —  0)2=c2. 
Dieselbe  stellt  eine  Schaar  einander  congruenter  Ellipsen  dar,  deren 
Hauptachsen  den  Coordinatenachsen  parallel  gehen  und  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  bx  —  ay  =  0  liegen.  Letztere  ist 
zugleich  der  Ort  der  Berührungspunkte.  Die  beiden  Geraden 
bx  ■ —  ay  =  i  21/2c  stellen  die  Enveloppe  der  Ellipsenschaar  und 
zugleich  die  singulare  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  dar. 


Vermischte   Aufgaben« 

v        1 

1.    (1)    aretang-  -f  -  log  (x2  -f  y2)  =  G. 

X  Ji 


(2)    (x2y)a  =  Cev. 
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(3)     Setzt  man  y  =  x2  u,  so  erhält  man  die  Gleichung : 
d  x  d  u 


x  (l  +  w)1/a— 2w 

(4)  Man  löse  nach  y  auf  und  differentiire  nach  x.  Die 
Stammgleichung  erhält  man  dann  durch  Elimination  von  p  aus 
my-nxp  —  yp2  und  Cx^m-n^=p2n  (p2-m)2(m-n)  (pi-m-\-n)n-2m. 

(5)  Man  setze  y  =  —  .   Allgemeine  Lösung:  — =  Cx — 03, 

singulare  Lösung:  (  —  )    (2y)2  =  1. 

ii  au  . 

(6)  Setzt  man  p  =  x  u,  so  erhält  man  x  =  - — : ,  also 

1  -f-  w3 

au2  _  .  ,  du  dy  (1  +  ifi)2     dy 

p  —~   — •      Ferner  ist  p  =   — -  —  =  — — —    —  ,     somit 

1  +  u*  dx  du        a{\  —  2^3)  du 

dy  (l  —  2u*)u2        __.  p1^  ,     n        a2    l  +  4^3 

—  =  «2   — — - -— ,  und  hieraus  folgt:   y  -f   C  =  —    — . — 

dw  (1+^3)3  6    (1  +  w) 

Eliminirt  man  hieraus  und  aus  x  =  - — , die  Grösse  u.  so  erhält 

1  +  a?> 

man  die  Stammgleichung  der  gegebenen  Differentialgleichung.     Die 

41/b 
gerade  Linie  x=  —  a  bildet  den  Ort  der  Spitzen. 
o 

(7)  Man  setze  y  =  —  und  differentiire  dann  nach  x.    Die 

x 

allgemeine  Lösung  ist  C2x  —  Cxy  -\-  a*=  0,  die  singulare:  xy2  =  4:  ad 

(8)  Man  löse  nach  p  auf  und  betrachte  dann  x  als  die 
abhängige  Veränderliche.     Nach  §.15  findet  man: 

2/2  =  Gx  +  ^T2  xr^' 

(9)  Man  löse  nach  p  auf.      0  =  #  (1  +  cos  x). 

(10)  Man  bemerke,  dass  die  Differentiation  der  beiden 
Gleichungen  y  —  2xp  =  Cx  und  xp1  =  C  zu  derselben  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  führt.  Es  sind  daher  jene  beiden  Glei- 
chungen erste  Integrale  dieser  letzteren,  deren  Stammgleichung 
erhalten  wird  durch  Elimination  von  p  aus  jenen  beiden.  Da  die 
gegebene  Differentialgleichung  zwischen  den  Constanten  Cx  und  C 
die  Beziehung  Ci=f(C)  ergiebt,  so  findet  man  als  Stammgleichung 
derselben:  {y  —  f(C)}2  =  4  Cx. 
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(11)  Dieselbe  Bemerkung  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
führt  zu  {x2  —  f(G)}  G  +  iff(C)  =  0. 

(12)  Man  schreibe  die  Gleichung  zunächst  in  der  Form 
(1  — p)2  —  p2  e~~2x  =  e~~2y,  nehme  dann  beiderseits  den  Logarithmus 
und  differentiire  nach  x.    Dadurch  findet  man : 

*£  _ p  (i ._ p)\  (i  -p  -\-p  e~2*)  =  0 
ci  x  ) 

und  hieraus  als  allgemeine  Lösung:  (1 —  C2)  e2y  =  (Gex  +  l)2   und 
als  singulare  Lösung:  e2x  -f-  e2y=  1. 

(13)  Setzt  man  y  =  xu,  so  wird 

du  ,    /n-l\x/i  dx 


(u2  -f  n)l&       ~ 

i±r— v/s 

daher  y  +  (y2  +  nx2)1^  =  Cx     ^  n  J 


(14)  Bringt  man  die  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
auf  die  linke  Seite,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der  letzteren  ein  exacter 

3  1 

Differentialquotient,    daher  y  -f-   2  iß  —  —  x2  y2  -f-  —  xz  =  G. 

Jj  ö 

(15)  Man  schreibe  die  Gleichung  in  der  Form 


Ix    ,    ,   dii  /   dx    , 

x  y  \    x 


em  —  cn  bm  —  an         0 

und  setze  xatf  =  ii,  xc ye  =  #  und =  cc, ~-  p: 

17  ^  k'-ae  bc  —  ae 

u(:i        v^ 

dann  wird  ua~~1  d u  =  v?''1  dv,    somit —  ■=.  Q  oder 

a  p 

_  -  __  _  c. 

(16)  Man  setze   £2  +  ?/2  =  2  u.     Dann   wird:    (#2  -f  y2)2 
—  2a2(x2  —  y2)=G. 

(17)  Man  setze  y  =  xu.    Allgemeine  Lösung:  (y2 — Gx2)2 
■—  2  (y2  +  Gx2)  -f-  4  O?/2  +1  =  0.    Singulare  Lösung :  #  =  +  x. 

(18)  Bei  Gleichungen  von  der  Form 

*P  -»  =  (1  +lW(^  +  2/'2) 
setze  man  sc  =  r  cos  cp,  y  =  r  sin  <f]  man  erhält  dann  : 
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C  d  r 

cp  -4-  a  =    /  —r- -r--  ,     wo    a   die    willkürliche    Con- 

stante  ist.     In  der  vorliegenden  Aufgabe  hat  man  daher: 


cp  -f  a  =  a%  /  7-77-^ — 
J      r(l  —  6 


{r(l  —  ar)}1/«' 
also:  2ar  =  1  -f-  sin  (cp  +  oc). 

(19)  Man  setze  x  =  a  tang  cp.    Es  folgt: 

y  lang  (|  -f  |J  +  a  %  tang(~  +  -  j  =  C 

(20)  Siehe  (18). 

(21)  xy  COS   -  =    0. 

(22)  Nachdem  man  den  Factor  xy  -f-  1  weggehoben,  setze 

1 

a;y —  — 

man  #3/  =  w.    Man   erhält  dann    Cy2  =  e        xy. 

(23)  Für    x  —  r  cos  cp,   y  =  r  sin  cp   geht    die    Gleichung 
über  in :  cot  - d  cp  =  — ,  aus  welcher  folgt : 


9 


r 


,2<l 


a 


r  =  C  sin2  —~ — ,  oder :  C  (x2  +  V1)  —  (#2  +  V2)^'1  —  xcosu—y  sin  a. 

2.  Die  Relation  zwischen  den  Coefficienten   zeigt,   dass   u  der 

Differentialgleichung   2  (1  —  x)   —  =  (2  —  x2)  u  genügt,  deren  voll- 

ci  x 

ständiges  Integral  C  ~\-  log  [u(l  — x)1^)  =  —  x  +  —  x2  ist.  Ent- 
wickelt man  hiernach  11  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe,  so  folgt  aus  der  Yergieichung  der  von  x  unabhängigen  Glie- 
der in  beiden  Reihen,  dass  G  =  0  ist. 

3.  Die  linke  Seite  ist  der  exacte  Differentialquotient  von 
—  (&  -j-  cp)  -] (sin  2  &  -j-  sin  2  cp) —  sin  a  sin  0*  sin  cp.  Die  Lö- 
sung ist  demnach: 

C?-_j_   _X_l  _j_        (ßin  2  0- ■  -f-  sin  2cp)  —  sin  cc  sind'  sincp. 
2  4 

Od  1 

Für  &  —  0,  cp  =  «  wird  0  =  —  ~  —  -  sin  2  « ; 

2  4 
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ferner  ist  für  beliebige  Winkel  &  und  cp : 

sin  2  0-  -f-  sm  2  qp  =  sm  2  (01  -f-  g?)  -f-  4  sm  #  sm  <p  sm  (#  -j-  cp).. 
Daher : 

-r \-  7  {sw  2  (#  -f-  qp)  —  sm  2  oc}  -f-  sin  &  sin  cp  {sin  (&  ~\-  cp) 

—  sin  cc]  =  0, 
und  diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  &  -\-  cp  =  &. 

y  (c-\-nx)        dy 


4.     Die  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 


y-\-a-{-bx-\-  nx2       dx 


daher  ist  — -  =  u.    Berechnet  man  dann  — -   auch    aus   der  gegebe- 
dx  dx 

nen   Substitution   und   setzt   den   so   erhaltenen  Werth   gleich   w,   so 

du  dx 

'  {c2 — bc-\-naJr(b  —  2c)u^-u2)it      (a  +  bx  -\-  nx2)  (c  -\-nx) 

d  f)  d  x 

Für   u  =  C  +  nv   wird  hieraus:  — ---  =  — — ,  wobei  man  hat: 

cp  (v)         cp  (x) 

cp(x)  —  (a-\-bx-\-nx2)  (c  +  nx).      (Euler,  Inst.  calc.  int.  I,  345.) 

5.  Man  setze  x2  =  s,    y2  =  t,  so  ergiebt  sich: 

t=^sa  —  b r ,    wo  q  —    —    ist.     Hieraus    folgt    als    allefe- 

1+aq  ds  ö 

b  C 

meine  Lösung:   y2  —    Gx2  =  —  - — : —    Ist  a  negativ  und  gleich 

1  -j-  Qi  G 

—  m2,   so  giebt  es   eine   reelle  Enveloppe,   nämlich   das  System   der 

vier  Geraden  x  H^  w  y  =  Hh  b\ 

Die  zweite    Gleichung    hat    zur   allgemeinen   Lösung    y  —  Cx 

+       ~ri       a\  zur  singulären  Lösung :  (ccy-ßx)2-  2  (a-p ß)  (ccy  +  ßx) 
a  G  —  p 

+  («  +  ft2  =  o. 

6.  Aus   der  Gleichung  -r-^   -(-  P^/2  =r   Q  folgt,   wenn  man 

u  X  ■ 

darin  ^2  '==z  Viz  setzt  und  beachtet,  dass  auch  — —  -\-  Py1  =  Q  ist, 

(X  x 

dz  0  —    /^-da; 

— —  =  —  -  dx,  folglich:  0  =  1  +  ae    J  * 
z  —  \  yY 

l2 

7.  Für  k  =  —   erhält  man  zwischen  w  und  v  die  Gleichung: 

dv        (a2  -\-b2)udu        .        ,  _    ,    7<A    .    ,      ,         ^  9       _ 

ir=(kfi^M^' also:  (a2  +  &2)m3  +  ai=  Gv> oder  mit 
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Veränderung  der  willkürlichen  Constanten :  (x  -f-  y)2  -j-  a2  -f-  b2 
=  C'(b2x  —  a2y)2.  —  Man  könnte  die  gegebene  Gleichung  auch 
direct  nach  der  Methode  integriren,  die  bei  der  5.  Aufgabe  des  §.16 
angewendet  wurde,  indem  man  JP  =  a2,  i?  =  b2  und  Q  z=  x  -\-  y 
setzt. 

8.  Sollen  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit 
je  einer  willkürlichen  Constanten  aus  einer  gemeinschaftlichen 
Stammgleichung  ableitbar  sein,  so  müssen  sie,  nachdem  sie  auf  die 
Form  a  =  f  (x,  y,  p),  b  =  /x  (x,  y,  p)  gebracht  sind,  durch  noch- 
malige Differentiation  nach  x  zu  derselben  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  führen.  Die  gemeinsame  Stammgieichung  ergiebt 
sich  dann  durch  Elimination  von  p  aus  den  ursprünglichen  Glei- 
chungen.    So  führt  das  erste  Paar  der  angeführten  Gleichungen  zu 

der  Gleichung  zweiter  Ordnung:    (1  -\- ccy)  —  =  2p  (xp — #),   das 

CiX 

(1%) 

zweite  zu  —  -j-  (1  -f-^2)-^3  r==  fy  und  ihre  Stammgleichungen  sind 
ci  x 

X  II 

respective: -f-  1  =  xy    und     (x  —  a)2   -\~  (y —  b)2  =  1. 

Das  dritte  Paar  hat  dagegen  keine  gemeinschaftliche  Stammgiei- 
chung. 

äx 


a~  +  b 
9.     Man  kann  der  Gleichung  die  Form  geben: 


y2 


a-  +  b-)* 

\x         y  J 

-f-  xdx  -f-  ydy  =  0,  aus    der  man   erkennt,   dass  die  linke  Seite 
ein  exactes  Differential  ist.     Man  erhält  daher: 

(ay  +  bx)2(x2  +  y2  —  G)  +  x2y2  =  0. 
Nimmt  man  bei  der  zweiten  Aufgabe  den  einen  Punkt  als  Coordi- 
natenanfangspunkt,  die  Richtung  der  Tangente  in  ihm  als  x- Achse  und 

bezeichnet  man  die  Coordinaten  und  den  Werth  von  —  in  den  beiden 

ax 

anderen  Punkten  respective  mit  x,y, p  und  x1,  y^  Pi,  so  findet  man  die 

Gleichung:  p?(y—poc)2-~2pp1(y—px)(y1—p1  xx)+p2 (yi—pi%i)2 

=  (p~Pi)2(y—P^)(yi—Pi^)  oder:  ' 


pivi—PiXi)     Pi(y—p%) 

Taus  folgt   entwede 
p1{y—p%)   ___  p 


p    ,  P\      TT.  n  -,  ,      ,     -,       Pi(y  —p%)        P\     , 

—  +   —      Hieraus   tolgt   entweder :  .—. =  —   oder : 

P\         P  P(yi—Pi%i)  P 


p(yi—Pi%i)     Pi 


Die  erste  Annahme  führt  zu   y  — '  p  x  =  0, 


492  Anhang. 

welche  Gleichung  eine  gerade  Linie  ergiebt;   nach   der  zweiten  An- 

i  •    i      y  —  px  p2  _    _  .  „  _  „ 

nähme  wird: =  — ,   und   hieraus    folgt:   y — px=Cp'2. 

Vi       Pi  xi        P{ 
Die  singulare  Lösung  x2  -f-  4  Gy  =  0  ergiebt   die  Parabel  als   die 
gesuchte  Curye. 

10.  Es  ist  die  Gleichung  der  Curven:  x  (1  -f-  #2)V2  — | —  ^/  (1  — { —  t/2)Vs 
+  2rca?#  +  %  {(1  +  ^2)1/2  +  x)  {(1  -f-  #2)V8  4-  y)  ==  G.  Damit  die 
Curve  durch  den  Punkt  x=0,  y  —  n  gehe,  muss  G  =  n  (1  -f  w2)1/* 
+  %  {(l+w2)1/«-!-^}  sein,  daher:  log  ((l+a;2)1/*  +x}  {(1+  y2)V*-\-y}  X 
{(1  -fw2)V2_wj  _|_  x  (i  _[_  ^2)V2  _|_  y(i  _j_  ^2)Va__w(1_|_w2)V2-(_2wa;^=0. 
Setzt  man:  2x=eM  —  e~ u,  2y=ev  —  e~v,  2n=ea  —  e~a,  so  geht  die 

Gleichung  über  in  :u  +  v  -  a  +  -  { e2  u  -  e~2u  +  e2  v  -  e~2v  -  (e2 "  -  e-20) 

-f  (eu  —  er")  (ev  —  e~v)  (ea  —  e~~a) }  =  0.  Setzt  man  zur  Abkürzung : 
u  -f-  v  +  cc  =  2  s,  u  -}-  v  —  a  =  2  ö,  so  hat  man  identisch :  e2M  — ■  e~2u 
+  e2v -  e~2v  -  (e2tt  -  e-aa)  =  (e2*  -f  e~2s)  (e20  -  e~20)  -  (eu -  e~u)  X 

(ev  —  e~v)  (eu+v  —  eru-v),  somit:  25 -f  -  (efj  —  e~d)  {(e2s+  e~2s)x 

4 

(^-h  e~d)  ~  (eu—  eru)  (ev  —  e~v)  (ös  +  e~s)}  =  0,  oder: 


2«    1 


ed-c~ö 


{ (e2s + e~2s)  (e8  +  e-rf)  -r-  (e?'  --  e~  u)  (ev -  c  ~  v)  (es  +  e  " s ) }  1 


sä 

=  0, 


Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  behält  für  d  =  0  einen 
endlichen  Werth;  demnach  genügt  S  =  0  dieser  Gleichung,  oder 
es  stellt  <5  =  0,  d.  i.  u  -\-  v  —  cc  =  0,  einen  Theil  der  durch  den 
Punkt  x  =  0,  y=-n  gehenden  Curve  dar.  In  x  und  ^/  ausgedrückt, 
lautet  die  Gleichung  dieses  Curven theils :  x2Jry2  ~\-2xy  (l-\-n2y/*—n2. 
11.    Führt   man   an   Stelle   von  x  und  y   die  beiden  Wurzeln 

/v>2  ni  2 

Xi  und  A2   der  in  A    quadratischen   Gleichung   r  -f-  7 ö  =  1 

$  —  A  0  —  A 

als  neue  Veränderliche  ein,  so  geht  die  Differentialgleichung  über  in: 

a+-bs77       ,      vi    n  A^Ai+A^Us  . 

— — r-  (a/i!  -f-  a/i2J  =  -. — ,  deren  Losung  ist: 

2 ab  "  a>i  A2 

A1A3=C62aft 
Nun   ist  aber  ax  -f-  a2  =  a  -)-  t  —  äj2  —  yl,  A2  a2  =  a  b  —  bx2  —  ay2, 

x2       %f2 

daher  mit  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten : V-  -—  —    1 

ö  ah 

_±t?  (a;2  4-  y2)  ^2  ,»2 

=  C  6  .    Somit  ist  ■ ^7=  1  eine  particuläre  Lösung. 

ab  . 
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clu 
12.    Setzt  man  xy  =  u  und  — -  =  cu  so  wird  2  x2,  q?>  =  uxq  —  u2. 

ax 

Berechnet  man  hieraus  u,  differentiirt  dann  nach  x  und  setzt  xq~v, 

/7  Qß  fl'JJi  ^   \2  v 

so  erhält  man  die  Gleichung:  2  —  = 1-  — tt-ttt    c^l\  auswei- 
se        v         (1  —  8v)'* 

eher  folgt:   q  ~  ~|^JT?    e^l~Q^%  =  Ca?.    Durch  Elimina- 
ö      ■*  (1  —  8ücg)/2-f  i 

tion  von  q  aus  dieser  Gleichung  und  aus  2xq*  =  yq  —  y2  findet 
man  die  Stammgleichung  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Für 
0=0  wird  q  =  0,  also  auch  y  =  0.  Daher  ist  y  eine  particu- 
läre  Lösung.  (Ueber  die  Kriterien ,  nach  denen  man  entscheiden 
kann,  ob  eine  Lösung  singülär  oder  particulär  ist,  vergl.  Boole, 
A  Treatise  on  Differential  Equations,  4.  Aufl.,  S.  139  und  Supple- 
ment, S.  9.) 

lo.  Die  Stamm gleichung  von  p?t  -f-  \ip2  =  a(y  -\-  [ix)  folgt 
durch  Elimination  von  p  aus  dieser  und  der  folgenden  Gleichung : 
2  ax  -\-  C=3p2  —  2  {ip  -f-  2  fi2  log  (p  -f-  [i).  Eine  singulare  Lösung 
giebt  es  nicht;  y  -f-  {ix  =  0  ist  eine  particuläre  Lösung. 

Allgemeine  Lösung  von  a2yp2  — :  Sxp  -|-  4-y  =  0  ist: 
y2  =  C(4:X  —  a2  C),  singulare  Lösung:  2x  =  +  ay. 

Allgemeine  Lösung  von  xp2  —  2yp  -f-  x  -f~  2y  =  0  ist: 
C2X2  -j- -2  G(x  —y)  -f-  2  =  0,    singulare  Lösung:  #  =  (1  +  2^)  ?/. 

.  14.   Allgemeine  Lösung  von  y  (1  ~\-p2)  —  2  xp  ist :  y2  =  4  C(x~C), 
singulare :  x  +  ^/  =  0. 

Allgemeine  Lösung  von  p2  —  {Ay  -\-  l)(p  —  y)  ist:  y  =  02e2rK 
—  CeV  singulare :  4  ^/  -f"  1  =  0. 

15.  Als  Stammgleichung  findet  man:  a2  G2  —  12  a  Cxy  -f  8  Cy°ö 
-f-  16  a#3  —  12x2y2  =  0.  Als  Bedingung  dafür,  dass  0  gleiche 
Werthe  annehme,  folgt  hieraus:  (y2  —  axY  ==0,  während  die,  dass 
p  gleiche  Werthe  erhalte,  y2  —  ax  =  0  ist.  Jedoch  ist  y2  —  ax  =  0 
keine  singulare  Lösung,  sondern  ein  Ort  der  Berührungspunkte. 

16.  Man  setze  x  +  y  =  ti,  xy  =  #.  Als  allgemeine  Lösung 
findet  man:  C2  +  C(#-|-#)  -f~  ^  —  ##=0,  als  singulare:  #2  -f-  Qxy 
-|—  >?/2  =rr=r  4.-.  Erstere  stellt  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  dar, 
deren  Asymptoten  den  Coordinatenachsen  parallel  gehen  und  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  x  — -  y  =  0  liegen,  welche  zugleich 
der  Ort  der  Berührungspunkte  ist.  Für  dieses  System  ist  die  Hy- 
perbel x2  -\-.6xy  -\-  2/2  =  4  die  Enveloppe. 
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17.  Um  die  Stammgleichung   zu  erhalten,  setze  man   y  =  xu 

und  löse   nach  x  —  auf.     Die   Bedingung,    dass  p  gleiche    Werthe 

cix 

annehme,  ist  ix2  —  a2y2  =  0,  die,  dass  G  gleiche  Werthe  erhalte, 
(ix2  —  a2y2Y  =  0.  Jedoch  stellt  2x  =  +  ay  keine  singulare 
Lösung,  sondern  den  Ort  der  Berührungspunkte  dar. 

18.  Cayley  zeigt  zunächst,  dass  jedes  System  von  algebrai- 
schen Curven  eine  Enveloppe  hat.  Ist  /  (#,  y,  G)  eine  rationale 
ganze  Function  von  x  und  y  vom  mten  Grade  mit  einem  veränder- 
lichen Parameter  0,  so  stellt  /  (#,  y,  G)  =  0  ein  System  algebraischer 
Curven  von  der  mten  Ordnung  dar.  Bezeichnet  dann  8  die  Anzahl 
der  Knotenpunkte,  %  die  Anzahl  der  Spitzen,  ferner  n  die  Classe 
und  i  resp.  x  die  Anzahl  der  Wende-  und  Doppeltangenten  jeder 
Curve  des  Systems,  so  haben  je  zwei  auf  einander  folgende  Curven, 
welche  den  Parameterwerthen  G  und  G  -f-  d  G  entsprechen, 
m2  —  2  8  — ■  3  x  Punkte  und  n2  —  2  r  —  3  i  Tangenten  mit  ein- 
ander gemeinschaftlich,  wobei  m2  —  2  8  — ■  3  %  =  n2  —  2  %  —  3  i 
ist,  und  zwar  liegen  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  unendlich 
nahe  den  gemeinsamen  Schnittpunkten.  Da  nun  m2  —  2  8  — -  3  % 
=  m  -j-  n  ist  und  m  -j-  n  nicht  gleich  Null  sein  kann ,  so  hat  das 
System  der  durch  /(#,  y,  C)  =  0  dargestellten  Curven  eine  Enve- 
loppe, welche  der  geometrische  Ort  der  m2  —  2  8  —  3  x  Schnitt- 
punkte je  zweier  auf  einander  folgender  Curven  des  Systems  ist. — 
Diese  Enveloppe  kann  natürlich  reell  oder  imaginär  sein,  immer 
aber  genügt  ihre  Gleichung  derjenigen  Differentialgleichung,  welche 

man  aus  fix,  y,  G)  =  0  und {-  - —  =  0  durch  Elimination  von 

J  v  ,J*    J  dx  '    dy  dx 

G  erhalten  kann,  und  zwar  ist  sie  eine  singulare  Lösung  derselben. 

Besitzt  daher  die  Differentialgleichung  Lp2  +■  2  Mp  -f-  N=  0  keine 

singulare   Lösung,  so    folgt  daraus ,   dass   sie  im  Allgemeinen   kein 

Integral  besitzt,  welches  ein  System  algebraischer  Curven   darstellt. 

(Cayley,  Mess.  of  Math.  Yol.  VI,  p.  23.) 


III.  Capitel. 

§.  35. 
Aufgabe.     Es  wird 
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(nach  Zusatz  zu  §.  33),  also,  wenn  h  -\-  a  =  0  ist: 

y  _  e~kx        (x2eliXV). 

Die  Anwendung  der  Formel  in  §.  35   auf  u  —  x2,  v~-=ekx  V  ergiebt 
sodann  die  Gleichung  des  Textes. 


§.36. 

F  (x  D)  xm 
Aufgabe.     Aus  Satz  I.  8.  36  folgt:  xm  =       V,/  V"  für  jeden 

ö  F{m) 


-b 


Werth  von  m;  daher  A  +  Bx  -(-  Ca;3  +  •  •  •  = 
F(xD)Ax°        F(xD)Bx        F(xD)  Cx^ 
F(Öj  '        T(T)         ""       F(2) 

Folglich:      ^   U=^  +  ^   x  +  -^  «• 


§.  41. 

Aufgabe.  Es  seien  Yl9  Y2,  ...,  Ym  die  m  gegebenen  linear 
von  einander  unabhängigen  pärticulären  Integrale  der  Hülfsgieichung 
<&(D)Y=0.  Durch  die  Substitution  y  —  Y1fzdx  wird  dann,  wie 
bewiesen,  die  Gleichung  nter  Ordnung  0  (D) y  =  V  übergeführt  in 
eine  Gleichung  (n —  l)ter  Ordnung  &i  (D)  z  =  F1?  deren  Coefficienten 
sich  aus  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  &(D)y=Vxmd 
aus  dem  pärticulären  Integral  Y\  zusammensetzen  und  daher  als  be- 
kannt zu  betrachten  sind.  Dabei  ist  <&(D)y  ■=  Yx  Ox  (D)  z.  Setzt 
man  daher   für  y  irgend   einen    der  Werthe,   welche    die  Gleichung 

d     Y 

<P  (D)  Y=0  erfüllen,  so  wird  der  entsprechende  Werth  Z  =  —  — 

d    Y 

die  Gleichung  C^  (JD)Z  =  0  befriedigen,  und  somit  sind  Zl  =  —  —  , 

ClX    X i 

Z2  =  — -  ■=?■ ,  •  •  • ,  Zm~x  =  —  — -   m  —  1  particuläre  Integrale  der 
dx  Yx  dxYx 

Differentialgleichung  <&i(D)  Z~0,  die,  wie  man  leicht  zeigt,  eben- 
falls von  einander  linear  unabhängig  sind.  Mit  Hülfe  eines  dieser 
m  —  1  pärticulären  Integrale  von  &1(D)Z=0  kann  man  ebenso 
wie  vorher  die  Gleichung  ^  (D)  8=V\  auf  eine  analoge  Gleichung 
(n  —  2)ter  Ordnung  <&2(D)u-=zV2  zurückführen,  für  welche  man 
wi  —  2  particuläre  Integrale  der  Gleichung  ^2  C^)  U=0  kennt  u.  s.  f., 
bis  man   zu  einer  linearen   Gleichung  {n  —  m)  ter  Ordnung   gelangt, 
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deren  Coefficienten  sich  aus  den  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
chung und  den  m particulären  Integralen  Y1?  Y2,  ...,  Ym  zusammen- 
setzen. 

§•  45. 

7.  Aufgabe.     Ist  allgemein 

rln  y  rln~1  n 

(a  -f  bx)«-^  +  A,  (a  +  bx)"-1  % f  -f  . . . 

und  setzt  man  y  =  (a  -f-  &#)*,   so  folgt  zur  Bestimmung  von  A  die 

Gleichung:  [A]Ä5n +[*]„_!  6"-1  ^  -f f-  lbAn^  -f  4W  =  0,  wo 

[A]x  =  A  (X  —  1)  . . .  (A  —  x  +  1)  ist.  Sind  Ar,  A2,  . . . ,  ln  die  Wur- 
zeln dieser  Gleichung,  so  stellt 

y=Cx  (a  +  bx)*i  +  C2  (a  +  bx)x*  +  •  •  •  -f   0»  (a  +  M*" 

das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dar.  Sind  zwei 
Wurzeln  A,x  und  A2  einander  gleich  und  bezeichnet  .man  den  ent- 
sprechenden Theil  von  y  mit  C^  <p  (AT)  -j-  02  <p  (A2)  und  mit  £  eine 
der  Null  sich  nähernde  Grösse,  so  wird  derselbe,  wenn  wir  A2  =  AX  -\-  s 
setzen:  G1  cp  (A2)  +  C2  {<p  fii)  +  £  9'  (^i  +  #e)}  oder  C  <p  (Ax) 
-f-  0"  <p'  (Ax  -f-  t^),  wo  #6  eine  mit  £  zugleich  verschwindende  Grösse 
ist.  Da  nun  cpf  (A)  =  (a  -j-  bx)1  log  (a-\-  bx)  ist,  so  wird,  wenn  man 
zur  Grenze  übergeht,  das  Integral  im  Falle  zweier  gleichen  Wurzeln : 

y  —  (a  +  lx)xi{C'+  C"  log(a  +  bx)}  + .  0*  (a  +  b  x)x*  +  ••• 

+   Cn(a  +  bx)\ 
und  allgemein  bei  %  gleichen  Wurzeln: 

y  =  (a  +  bx)^  { C  +  C"  log  (a  +  bx)  +  C"  (log  [a  -f  bx])'2  -f  •  •  • 

+  CW  (log  [a  +  bx])*-* }  +  Cx+i  («  +  o x)*  +1  +  •  •  •  +  C„  (a  +  5*)*". 

Sind  zwei  Wurzeln  conjugirt  imaginär,  z.  B.  Ax  =  ^  -f-  vi,  A2  =  ji  —  vi, 
so  ist  der  entsprechende  Theil  von  y,  wie  leicht  zu. sehen,  gleich 
(a  -f  6#}lt  {  Q  cos  [%  (a  -f  &^)v]  -f-  C2  siw  [%  (a  4-  &#)T]}' 

8.  Aufgabe. 

(1)  y  =  d  cos  (2l/*x  +  a)  ■+   C2  cos  (31/^  -f  ß), 

a  x  a  x 

(2)  y—  Cxe2      cos  (  ^  +   «■  j  +  C2e    2    ros  (  ^  -f 


Auflösungen  der  Aufgaben.  497 

(3)  y  —  d  eax  -f  C2 e~ax  f  C3  e^ax cos (—  ax  +  cc) 

-f  Cie-l'*aascosl—  ax  -f  ßy 

(4)  y=C1ex+  C2e-*+  CsCOs(x  +  ci) 

(5)  y=l(CL  +  Calogx). 

x 

(6)  2/=  Ox  (1  +  x)*  +  C2  cos  {log  (1  +  *)2} 

+  Gz  sin  {log  (1  -f^)2}- 

I.     4.  Aufgabe. 

(1)  y  =  e-V8*J(Cf1  +  C2*)  cos  ~  -f  (03  +  C^sin—^ 

+  x2  —  3x  +■  1. 

(2)  ^rr^r^l^t  <?2  ^  2  #  f   03  COS  2  ff) 

ff2  2x  28 

+  15    +   152         15^* 
IL    3.  Aufgabe. 

(1)  y  =  e**(c1+  C2x+  ...  +  Cnx»-1  +  ^'. 

(2)  ^Ci^H^^i-^--^. 
4.  Aufgabe. 

faMÄ 


Ist  %  =  a2,  also  die  gegebene  Gleichung :  /(D)  #  ==  2  cftlÄ  -f~  ^a3a;  ~\ 

-f  eawflS,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  f{D-\-a{)  mit  fn  (a{)—, 

während  die  von  f{D  -j-  ay)  für  x  =  3,  . . . ,  n  wie  vorher  mit/'  (ay,)D 
beginnt.    Demnach  ist  dann: 

Porsyth,    Differentialgleichungen.  32 
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7.  Aufgabe. 

(1)  y  =  e~y**  {(d  +  C2x)  cos^  +  (G3  +  C,x)  sm~j 

+  \  e*  (x  —  2). 

(2)  y  =  (G1  +  C2ff)  e*  +  (C,  +  C4ff)  e-*  +  (d  +  Cöx)  cosx 

,    ,„     ,    „     ,    .        ,         /^6         3^        19^        5rr3        171  «s 
+  (d  +  Csx)  sinx  V  ^(_  -_+_-_+_ 

HL    4.  Aufgabe. 

(1)  y  =  Ci  cos  x  4-  C2  sin  x •    Ist  n  =  1,  so  setze 

man  02  =  G"  -I — ,  demnach : 

w2  —  1 

„  ,     _„     .  .    smi  —  sinnx 

y  =  d  cos  x  -\~  C   sin  x  -f-  — , 

??/  —  1 

somit  in  der  Grenze:  y  =  04  cosx  -f-  C  sinx  —  —  xcosx. 

(2)  y  —  e~~  <zx  (  Gi  cos  — —  -f  ( 2  sm  — —  )  —  —  ccs  2  x 


—  —  sw  2  #. 
13 


(3)  ^  =  c-  Va*  ^  Cx  cos  ~y  -V  C2  sm  —  j 

2_       __  3^ 

(4)  y  =  ( C2  -f-  C2  #)  cos  #  -f  ( G3  -f-  G4  x)  sin  x 
x2  4  +  20a2\  ,         8ax 


Für  a  =  1:  y  =  (C\  +  C2  x)  cos x  -f  (0?,  -f  C4  #)  sw  # 

3  a?2       a4\  ,     a3     . 

l6-Ts)cosx  +  T2smx- 

xx  x 

(5)  y=  d  cos  2x\  d  sin  2xJr' cos  2  x  - — -  sm  2  x. 

O         o  2i  iü 

(6)  Hat  das  vorgesetzte  9?  dieselbe  Bedeutung  wie  Seite  73, 
so  ist  das  particuläre  Integral : 
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L(2m)?    [\(r-f  2)!  4#.r!  ./ 


w?.(r  +  1)! 


(1  — #)rfl  sinmx 


+  (Wl((7T2)i (1  ~ *)r+' "  T^TF ^  - *>r) *»» - ^ 

7 — r^T't  (1 — x)rArl  cos  mx  \    • 

m .  (r  -\-  1)!  J_ 

Je  nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist,   ist   der  reelle  Theil  dieses 
Ausdrucks  gleich  der  ersten  oder  zweiten  Zeile.    Die  Complementär- 

function  lautet:  (C^CoX-] f-  Crxr~1)  cosmx  -f  (C  +  C"  x-\— 

_|_  poo^-i)  sinmx. 

(7)    #  =  e*  {(Cx  +  C2#)  cos(3^)  +  (C3  +  C^)  sm  (3^a?)} 


(8)    y  =  Clß      2     +C2e     2'  + 


JS7 


X 


(n2—p'2)'*-\-  n2p2 
{(n2  —p2)  cos  p  x  4  Kpsinpx),  wo  Ä  =  (x2  —  4w2J1/2. 

(9)  y  =  C1  e~2x  -{-  ex(C2  cos  x  -\-  Cz sin x) 

-f-  —  ase*  (3  sm  #  —  cös  #). 

(10)  Statt    ^a-  schreibe    man   e"xlog$.      Als    vollständiges 
Integral  erhält  man : 


2/=  Ol  cos  ( -^  +  * Je2     +  02  cos  (  -%  +  /3J  < 


21/« 


nx 

"7y2    .     sin  Ix 


+ 


A^  -f  W4 

#5         120^ 


(p  log  qY  -f-  n4        n* 


n* 


(11)    y=  d  cos  {mx  -\~  a)  -f  C2  cos  (nx  4~  ß)  4" 


#  sm  m  # 


4:m(n2—m2) 
x  sin  n  x 


4  n  (m2  —  n2) 
(12)    y  =  d  cos  (x  +  a>  +  02  e1/*-«1**  cos  (|  +  j8 

y2        /#       \         l  i 

+  Cd  e~1^-3    x  cos  (  -  4-  7  )  4"  ~ ^  #  sin  x  -\-  -—  cos- 2  sc. 

32* 
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Y.    4.  Aufgabe. 

(1)    ciz^n:  y=d  cos  nx  ~\-  C2  sin  n  x 


x2  2n2+6a2\  ,         ±ax 

x  cos  ax  4-  7-r- — r  sin  ax. 


n2  —  a2      {n2  —  a2)\I  '   (n2  —  a2)2 

a  =  n:  y=  Cx  cos n x  +  C2  sin n x 


,    fx»  X  \    .  ,       X2 

j_  / _  j  S'in  n  x  4-  — -  cos  n  x. 

\ßn       4w°/  4-ri2 


(2)    y=Cx  e«  *  -f  C2  <r**  -f  J-  /  ET6  e«(*-£  d  g 

£  n<j      s 

1 


2w  /  CT&e-w^-Ö^|. 


(3)     Wendet  man  Herauf  die  soeben  in  (2)  erhaltene  Formel 
.1,  so  ist  n=y2  und  Ut=4:iz2e$    zu  setzen,    also:    yz=.Cxex 


4lC2e-^+l/2VW./>  f-^dt-Vle-*^/  |VC  +^d|.  Setzt 

0  0 

man  in  dem  ersten  Integrale  £  =  w  +■  —7= ,  im  zweiten  £  = «;  —  —7^, 

72  V2 

so  folgt: 

1 

#==  ölC^+  Cie^  +  fäe^-K/Yu*  +u\/~2  -f  IV  du 

1 

V2 


~V2  e-^~v2  ru^.^2 + iv^. 


1 

Vä 
Die  Integration  lässt  sich  ausführen,  und  es  ergiebt   sich: 


V- 


:  <?i  e       +  <?2  e  +  c    —  -  \e       +  e         ) 


=  o'^+^'e-^  +  e"8- 


5.  Aufgabe.    Aus  Nro.  (3)   der  vorigen  Aufgabe  erhellt,   dass 

d2  y 
ex~  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  -~  —  2y=  4=x2ex*  ist. 
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Nun  kann  man  den  allgemeinen  Werth  von  y  in  der  vorigen  Auf- 
gabe   auch  schreiben: 

X  X 

a  (5 

wo  cc  und  ß  willkürliche  Constanten  sind,  die  sich  so  bestimmen 
lassen  müssen,  dass  y  =  ex*  wird.  Verfährt  man  bei  der  Inte- 
gration genau  so  wie  vorher,  so  folgt: 

V2\         V2/  V2V'       V2J 

Setzt  man  also  K  = t=,  #==:—=,  so  wird  y  —  e*2  und  somit: 

V2  V2 

X  X 

e*  =V2  e^y>  p-eKä$  _  Vze-^fi;* e^T\l |. 

1_  1 

1/2  "V2 


Aufgabe.  Sind  r  Wurzeln  gleich  et  -{-  ß  i  und  r  andere  gleich 
cc —  ßi,  so  erhält  man  nach  der  7.  Aufgabe  in  §.  45  als  entspre- 
chenden Theil  der  Complementärfunction : 

xaJriH  { GL  -f  C2  log  x  -f  CzQogx)*  +  •••-(-  Cr  (logn)'-1} 
-f  ^~/?*  { C  -f  C'  logx  +  • « •  +  CW  (^  ^)^~1}- 

Setzt  man  nun :  x±iß  = -  e1^ * ^ Zoör ^  =  CöS  (/3  ?o#  x)  +  i sm  (ß  log  x)  und 
ferner  für  jeden  Werth  von  %:  C*  +  C^=^  und  i(Cx  —  C<*>)=J&, 
so  erhält  man  den  im  Texte  angeführten  Ausdruck. 


§.  48. 

Aufgabe. 

(1)      y=:G^+"G^  +  \x. 


(2)  y  =  x{  Gi  cos  (log  x)  -j-  C2  sin  (log  x)}  -\-  x  log x. 

(3)  yz=zx(G1  +  C2  %  o?)  -f  C3  #2  -f  --  x*  —  -  x  (log  x) 

4  a 
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(4)  y  =  (d  -f  C2  7o#  ff)  cos  {log  ff)  +  (C3  +  C'4  log  x)  sin  (logx) 

-f(l  +  7(^ff)2  — 4. 

(5)  f/  =  ff2  ( d  +  C2  %  #)  +  ff2  (?<?#  ,r)2. 

(6)  ?/  ~  d  ff"1  -f-  Co  x-  —  —  ff  • —  cos  x  -f-  —  ff  sm  ff 

2  o  ff        o  6 

1     0    Ccosx    n 

—  —  ff 2   /   c?ff. 

()       J       ff 

(7)  2/  =  #w  { #i  cös  (>?  %  x)  +  ^2  s*w  (n  log  ff) }  +  ffm  log  ff. 

Vermischte  Aufgaben. 

].     Es  seien 
F(D)y  =  y<m+*>  +/i0(m+*"1)  +  •••  +f>n+-,-iyf  +  fm+xy  =  0   und 

<P  (D)  S  —  ^  +  9i  ^fm-1)  +  •  •  •  +  9>m-l  *'  +  9>m  <?  =  0 

die  beiden  gegebenen  linearen  Differentialgleichungen  resp.  von  der 
'm  -\-'it  =  n  teil,  und  der  mten  Ordnung,  und  es  seien  die  säramt- 
liclien  particulären  Integrale  der  letzteren  zugleich  auch  Inte- 
grale der  ersteren.  Ist  dann  y  das  allgemeine  Integral  der  ersten 
Gleichung  und  z  ebenso  das  der  zweiten,  so  enthält  z  m  willkür- 
liche Constanten,  während  y  deren  m  -\-  %  enthalten  niuss,  so  dass 
y  von  der  Form  sein  wird:  y  =  g  -\-  Cx  2/i  Jr  C2y2  ~\-  •••  -f~  Cxyx, 
wo  #i,...,2/>j  die  %  übrigen  particulären  Integrale  von  F(D)y=Q 
sind.  Setzt  man  nun:  <£>(D)y=u  und  substituirt  links  für  y  sei- 
nen Werth,  so  verschwindet  z  wegen  <P(D)£  =  0  von  selbst  aus 
dem  Resultat,  welches  daher  eine  lineare  homogene  Function  der 
Constanten  Cll  02,  . . .  yCx  wird.  Es  genügt  also  u  einer  linearen 
Differentialgleichung  %ter  Ordnung,    welche   dargestellt    sein  möge 

durch    W(D)  u  =  UW  +  fa  u<x-ü  -\ +  </V-i  v!  +  *l>*u=0   und 

deren  Coefficienten  sich  leicht  bestimmen  lassen.  Es  ist  nämlich 
für  jeden  Werth  von  i : 

y^i)  4-  ^j^+^i)  +  h*y{m+'l-2)  +  '••  +  *<,«+.■  #  =  ««>, 
wie  durch  Differentiation  von  <£>(D)y  —  ii   sich  ergiebt.     Setzt  man 
i  =  1,  2,...,  x    und    substituirt   die  Werth  e  von  u,  u',  ...,  u^  in 
die  Gleichung  W(D^u  =  0,  so  folgt: 

#(«»+*>  +  (AM  +^)^-+^)+  (^,2  +  <m*-m  +  *2)y(m+y'-2)  +  ••• 

=  0. 
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Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  gegebenen  Differential- 
gleichung (m  -f~  x)  ter  Ordnung  ergiebt  zur  Bestimmung  der  Coef- 
ficienten  i/>i,  ^2>  •  •  •  ?  ^*  die  Gleichungen: 

^,X  4-  *i  ^-1,^-1  H h  ^  =/* 

Ä*,x  +  1   +  TM*-!,*  H h  ^'^0,1  =/*  +  l 

worin  A0i,  . . . ,  A0,w  als  identisch  mit  resp.  q)1,  ...,  qpm  zu  betrachten 
sind,  also  im  Ganzen  m  -\-  x  Gleichungen,  von  denen  die  x  ersten 
die  Coefficienten  ty\ ,  i/>2,  •••,  fe  bestimmen,  während  die  m übrigen 
Bedingungsgieichungen  sind ,  welche  erfüllt  sein  müssen ,  wenn 
sämmtliche  Integrale  der  Gleichung  mter  Ordnung  in  z  zugleich 
auch.  Integrale  der  Gleichung  (m  -f-  x)  ter  Ordnung  in  y  sein  sollen. 
Da  dieses  nach  Voraussetzung  der  Fall  ist,  so  sieht  man,  dass  die 
Integration  der  Gleichung  von  der  m  -j-  x  =-wten  Ordnung  abhängig 
gemacht  ist  von  der  Integration  der  beiden  Gleichungen  W(D)u=Q 
und  &  (D)  y=Ltt,  welche  resp.  von  der  x  =  (n  —  m)  teil  und  der 
m  ten  Ordnung  sind. 

2.  (cc)    Man  setze  xy  =  u\  dann  wird:  xy=- Cxenx  A^- C^c~~nx. 

,os     ^r                 dy    i    ^  .   _     cl'2  u   .    2  du        0 

(p)     Man  setze  ~-  -j y  z=  u,,  so  wird:  -— -  -j-  —  —=w-u^ 

Cl  X  CC  Cl  X"1  CC  LI  CO 

enx  ß—nx  (J 

also     tt,  —  d h  Co  ,  daher  y=  —-:Cnx(nx  —  1) 

xx  n2x2 

f. 
^-e-nx(nx-\-l). 

n2  x2 

(y)    y  =  Ci  cos  x  -f  C9  sm  o?  — { -  cos  3  x  -\~  —  x  sin  x. 

16  4 

3.  Das  particuläre  Integral  folgt  aus  y  =  — — ; —  cos  ax 

i  ^  -|-  c)n 


\         (D  +  ai  +  c)n     J 


1  /  -v    2 

1  (c  —  a% 


(c*  +  a*f 


fc  —  aiV 
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Nun  ist  — .  loa  — , .  =  —  arc  cot  - ,  also  .       . 

2%        c  -\-  ai  a  \c  +  az 

Daher :  y  =  (c2  +  a2)    2  coslax  —  n  arc  cot  —  y  Die  Complementär- 
function  ist:  e~cx(Al  +  A2x  -\ (-  J,»^-1). 

4.  Man  verfahre  genau  so  wie  in  §.  46,  Y,  Aufgabe  3. 

5.  (1)    y  =  Gi  x2  4-  02  #~2  +  03  cos  (log  x)  +  04  sm  (./o#  #) 

-| — -  x2log  x  —  -  log  x .  sin  (log  x). 

2i\j  0 

(2)  Setzt  man  y  =  ex2v,  so  erhält  man : 

dxA  dx*  dx2  clx 

welcher  durch  v  =  1  genügt  wird.  Daher  ist  y  =  e^2  ein  particu- 
läres  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  somit  das  allgemeine  Inte- 
L:  y  =  de"«'  +  C2e-aa;  -f   C%$*  +  C^"^  +  e*2,  wo 

a  =  (6  +  2  .  61/»)1/*,    /J  =  (6  —  2  .  ß1/*)1/*  ist. 

(3)  y  =  e-2x(GL  +  C2  x)  +  G3  e2x  cos  (2%x  -f  a) 
+  ^-  (#  +  a2)  —  ||~^  {4  cos  (2*'*x)  —  21/*  sin  (2%x)}- 

(4)  y  =  Gi  Gx  4"  <s,T  (02  cos  x  4-  03  si«-ÄJ)  +  #  6^  4"  TT  CÖS  X 

4-  —  sin  x. 

(5)  ^/=  Cx  eK*cos  (jy~  4-  «)  4"  C2  e^cos (^- +  ß 

+  a(x2-~  2)  —  ^~-  (9  sin  2  x  +  20  cos  2  x). 
4ol 

(6)  y  =  e-x(Ol  +  C2 ^4- 03 #2)  4- £2  —  6a;  4-124-i^e-; 


6.    Die  Wurzeln  der  Gleichung  z2n  —  a2n  =  0  sind  ausser  4~  a 

Vit 


und  —  a  noch  alleWerthe,  welche  man  aus  #—a(cos — -jrisin 

n 


xfff 

sind  a 

/      rit 

i[  cos — 

\       n 


■     .     TTt 

sin[  ax  sm — 

n 
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erhält,  wenn  man  darin  r=l,2, ...,  n — 1  setzt.  Der  zwei  con- 
jugirten  Wurzeln  entsprechende  Theil  der  Coniplementärfunction 
ist  daher: 

/      rrt      .   .    rrt\                       /      rrt      .   .   rn\ 
ax\  cos —  -\-ism —  )  ax[  cos isin —  } 

Cxe    v      "  nJ+C2e    ^     "  nJ, 

oder: 

ax  cos —    (  /  T7t\ 

e         n  I Ar cos  (ax sin  —  J  -f-  Br 
somit  die  ganze  Complementärfunction: 

r=n — 1  rrt 

__^      axcos — c  /  fJl\  /  Y7t\  I 

Cea XJrDe~~a x-\-  J>j  e         n  \Ar  cosi  a  x  sin —  )  -f~ Br sinl  a x sin ~~  h- 

Die  Partialbruchzerleffung  von  -— r —  mebt  ferner   als  die  den 

D  n et  n 

(T  7t  T  7t\ 

cos  —  +  i  sin  —  j  entsprechenden  Brüche  : 
n   ~  n  / 

VTti  _   mi 

e  .  e 


2  n  a2 


~  /  TTt    ,     .      .     T7t\  _  /  TTt  .     .      TTt 

D  —  a\  cos h  sm  —  )       v  —  a(  cos 1  sin  — 

v        n  n  J  \        n  n 


2na2n~1 

rrti  /       rrt      .    .    r n\       x  u  f       rrt      .    .    r rt\ 

\-  a  x  [  cos %  sm  —  )      n  —  ad  cos 1  sm  —  J 

,  n  \         n  n/f  V         n  n  J 


x  .        rrt 

l  p  a(x-g)cos—  ir%  r% 


r,2n~l 


und  somit  ist  der  zugehörige  Theil  des  particulären  Integrals: 

,    rrti  /       r  rt  ,    .    .    rrt\       x  <./       rrt  ,  .    .    r  n\ 

i  ( \- ax\  cos Vism —   f      n  — a£(  cos \-ism —  | 

J  y,    w  \         n  n  J    I  n  V        n  n  J   x  /£\   j  t 

ftt)cU] 

pa{x-?)cos—  \r%  r7t\,st\lt 

/  e  cosi \-a(x  —  t)  sm —  \  fit)  dt. 

nazn~xJ  \n  ~;        n  y  v 

7.    Die   Wurzeln     der   Gleichung   cos  £  =  0    erhält    man     aus 

b  =  +   (  w  H )^r,  wenn  man  n  alle  Werthe  von  0  bis  oo  beilegt. 

Daher  ist  die  Complementärfunction: 

2  {in^+1/2)7tH^e~(M+1/ä)^!' 

n  =  0 

Das  particuläre  Integral  ist: 
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2 

Entwickelt  man  nun  — ,  ,  „>   , — zi — H7  nach    aufsteigenden  Poten- 

ß—l  + Di     \     ß  +  l  —  Di  ° 

zen   von  I),   so  hat  man   nur  das  von  D  unabhängige  Glied   beizu- 
behalten,  und  daher  wird  y  =  ^— -•     Das     allgemeine    Integral 

■  n~co 

ist  also:  y  =^  \An*n+1M**  +  Bne-(«+ltt**}  +  ±f^±. 

n  =  0  ' 

8.  Es  ist 

(fr  —  w)!_         1 ___  _1__ 

fr!       —  fr  (0-  —  1) . . .  (fr  —  n  +  1)  ~~  xn'l)n  ' 

Daher  muss  sein:   ■—=-  0  =  A  -f-  Ax  x  -\ -f-  An-1xn~'1,  ein  Re- 

xnDn 

sultat,  dessen  Richtigkeit  sofort  ersichtlich  ist. 

9.  (1)    Man  erhält   diese   Formel    entweder    durch   mehrfache 
Anwendung    des    Leibnitz'  sehen  Theorems    oder    einfacher  durch 

Entwickelung  von  ex     nach  Potenzen  von  x\ 

(2)    Nachdem  Leibnitz'  sehen  Theorem  ist:  Dr  x   mDn~r(p 

=  ^>](—l)*m(m+  1).  ..  (m+  X  —  1)  n  x~m~l  Bn~l(p,   wo  rx  zur 

Abkürzung  steht  für — — •     Hieraus  erhält  man 

a  ! 

wieder : 


Jjm  xm+r  jyr  %-m  J)n-r  y  ^  =]>]  (—  1)*  m  (m+  1 )  .  . .  (m+  A  —  l)  T/ 


X 


A  =  0 


2'  (r  —  a)  (r  —  A  —  1 ) . . .  (r  —  l  —  jz  + 1)  w^  ar-A-M  Dn+m-4-"  9  (x) 

tu  =  0  '  _ 

=  S   S  (—  ^  %<  •  ^+,"  (k  +  & !  ^r~(/i+'u)  £»+'»-<*+<').?  (aj). 
x  =  0   ju = 0 

Sammelt    man   nun   alle  Glieder,  in  denen  a  -|-  [i  denselben   Werth 

hat,  und  wendet  man  zur  Summirung  der  Coefficienten  die  bekannte 

Formel   ^  ccp  ßn^.p  =  (a-\-  ß)n   für  a  =  —  >w,  /3  =  m  an,   so  findet 

jp=0 

man,  dass  alle  diese  Summen  verschwinden  und  nur  dasjenige  Glied 
übrig  bleibt,  für  welches  Ä  -f-  [i  =  0  ist.  Daraus  folgt  die  Formel 
des  Textes. 
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(3)  Nach  §.  37  ist  I)n  (fr  —  n)  y  —  %  JDn+1y  =  fr  Dn  y, 
daher:  Dn  {fr  ■—  ny2y  =  fr  Dn(fr —- n)  y  =  frWn  {/,  und  somit  all- 
gemein :  Dn  (%  —  n)r  y  =  f)r  Dny. 


IV.    Capitel. 

§.  52. 


2.  Aufgabe. 


X  —  c 

(1)    j,-!-  C,  =  %(e~+e~ 


(2)    (x-.CJ'  +  ig-O^a*. 

lt  mai 
qdq 


d2y 
(3)     Ist   -rr~  =  q,   so  erhält  man  zunächst: 
dx'2 


dx  =  a'd 


(l+c's2)1/«' 
und  daher: 

x=  ci  +  $(i+cJgs)%. 

Ferner 

_=ya^=y_;__i=ci+_{ca(i+c.a«)... 

-7oflp(c«+(l+c»3»)'A)}- 

Setzt  man  wieder   für  dx  seinen  Werth,  ausgedrückt  durch  g,  und 
integrirt  dann,  so  folgt: 

y  =  <-\  +  c2  a~  (i  +  cv)*  +  ^  +  £  sa 

-  ^  (1  +  c2  ä*)Vi  %  {c  g  +  (1  +  C*  a2)'/a!- 
Hieraus  und  aus  dem  Werthe  von  x  hat  man  q  zu  eliminiren. 

§.  53. 
2.  Aufgabe. 

5+tt  5—« 

(1)  ^=C1  +  Ö2aj+Cr8a?"ir+   C4fla  ,wo«=(l  +  4A)%. 

(2)  Aus  den  beiden  Gleichungen: 

dp 


X  4-    C9  : 


Ci+^Hi»*)1 
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und  y  +    03  =  c  /  -, -^ r^ 

l'     |01+-(l+^)3j 

in  denen  p  für  —  steht,  hat  man  p  zu  eliminiren. 
dx 


§.  54. 
3.  Aufgabe. 

(1)    Für  -^=p  wird  die  Gleichung:  d  {x(l  -\-p2y/*}=adp, 

ap  +1)  r    ,  bp  —a 

also  x  =  — — j — —q- ,  lerner  y  =  jpdx — 


P  +  (1  +  |W      ,„,  ,   „      „9W„      ,7_  6  +  (a2+63-^)ya 


. 5  ^  jl?  +  (l+.P2)1/8  J  _  (fl2  +  b2  ___ ^y/,  _  b  ^ 

id  c  willkürliche  Constanten  sind. 
(2)     Man  substituire  nach  einander 
%2  +  z2)V*  =  w#  ur 


c  (x  —  a) 
wo  &  und  c  willkürliche  Constanten  sind. 


dx  =  — -  ,  y=p2,  (a2  +  z2)1/*  =  uz  und  setze  —  =  2n,  so  folgt: 


y  u2  —  2nu  —  1 ' 

(ni    Yl    -4-   1%    \n  ~nl 

also  y2ni  =  Cr  7 \    ,      ,  wo  w,  =  (n2  +  1)1/2  ist.    Bezeichnet 

man  den  Werth  von  y  mit  U,   so  wird:    _p  —  -  U(u2 — l)Va,  also 

Ct 

d  U  u  d  u 

dx  - 


U(u2  —  1)V2      "  (u2  —  2n u  —  1)  O2  —  l)Va 

Hieraus  bestimmt  sich  x  als  Function  von  u. 

d  11  d  Tt 

(3)  Setzt  man  —  =  p,  —  =pz,  also  dp=±zdy,  so  folgt 

Cl  X  Li  X 

p  —  #y  =  (1   +  a2  z2)l/z.     Differentiirt  man  dies,  so  wird :  — ydz 
=  a2 (1  +  a2  z2)~l//* z dz,  also  entweder  dz  =  0  oder 

2/=  —  a2  (1  +a2z2)~1/*z. 
Die  Annahme  rf  #  =  0  führt  zu  der  allgemeinen  Lösung :    Ox  y  +  C3 

=  e^,  während   die   Annahme  y  =  — a2  (1  +  tt2^2)-1^  za   der 

£f x 

singulären  Lösung  y  =  a  sin  — - —  führt. 

(4)  y  +  dx+  G%  =  (1  +  C*)  %  (*  -(-  Q). 
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(5)    Man  setze  — -  =  p     und    sodann    p  —  x2  (1  —  z2), 
dx 

dann  wird:  — — — —  •   Hieraus  bestimmt  sich 

x  ' 


(,-!)(* +  1  -L) 


z  als  Function   von  x  und  sodann   aus  dy=-x2(l —  z2)  dx  auch  y 
als  Function  von  x.    Für  a  =  —  erhält  man:  y  =  Gx{x—-G)Jr  G\. 

(6)  11   =    G   62     arcsinx    I     Q   g—2  ' * arc  sm  x t 

(7)  %^/=Oie-+02e-. 


(8)    Man  setze   logy  =  u.    Es  wird:  log y= 


x  -f-  02 


§•  55. 
2.  Aufgabe. 

(1)    Setzt  man  ^  =  el9,  y=ed  z  und  —  -(- #==&*,  so  geht 

d  zi 
diese  Gleichung  über  in:  n  (u  —  z)  (1  -f-  ^2)1/ö  —  =  (1  -\-  a2)%.  Hierin 

et  z 

setze  man :  u  =  fang  a,  z  =  tang  ß  und  a  —  ß  =  y,  so  folgt :  ß  —  Gx 

Cnsinydy       ^            .       dx        ,  .         d#         cös (ß  +  y)  ^ ß 
—    I   ~, r1—  •     r  erner  ist :  —  =  d  w  — =  5 — : 

J    1  —  w  sm  y  x  u  —  z  cos  p  sin  y 

n  cosy  dy       sin  ß 


1  — ■  n  sin  y      cos  ß 


dß,  mithin: 


^        cos  ß  _,        sinß 

C  1 — irzr—.i  y=c~ 


1  —  n  sin  y  1  — -  w  sin  y 

Die  Elimination  von  ß  und  y  aus  den  drei  Gleichungen 


cosß  smß  Cnsinydy 

führt  zur  Stammsfleicliunff. 


x—G : — ,  y=  G 


1  —  w  sin  y  I  —  n  sin  y  J    1  —  n  sin  y 


(2)  Allgemeine  Lösung  \  y  =  n -x  log  -^ — — - — ■•     Die   zweite 

(ji  -j-  G2  # 

Lösung,  zu  welcher  man  kommt,  nämlich  #  =  0#,  ist  nur  ein  spe- 
cieller  Fall  der  allgemeinen  und  ergiebt  sich  aus  dieser,  wenn  man 

Ci  =  0  und  n  log  —  -==  G  setzt. 

G2 

(3)  y  —  #  (  0  —  arc sin  — 
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4.  Aufgabe. 

dz 

(1)  Man  setze  x  =  e'f,  y  =  x2 z  und  —  =u,  dann  wird 

u  —  Ce*—  4z  —  2,  folglich:  %  —  Gx  =      -     ,     C/ -•  Hier- 

J    CV — 4^  —  2 

aus  bestimmt    sich  #  als  Function  von   ^,  d.  i.    als  Function   von  x 

und  somit  ist  auch  y  als  Function  von  x  bestimmt. 

(2)  Man  setze  y  =  x~x  z  =  e~^z.    Man  erhält: 

dz 


9  -  Cl  =/öi 


,V+2s-f  1 
5.  Aufgabe. 

(1)     Die  Substitution  #  =  #/"Mda;  ergiebt  die  Gleichung: 

du  u  /       .     b\     _ 

:  —  (  1   -f   -     w*. 


Hieraus  findet  man  w  nach  §.15  und  sodann  y  als  Function  von  x. 

.    dx  dy 

Oder  man  multiplicire  die   gegebene  Gleichung  mit  — ,  wop=  -7-? 

1  ö  ö  ^  yp  dx 

11,                 dp    .        cly              dx  p  i   -       -    7 

so  erhält  man:  a  —  -4-0   —  =  7-— rü  ,  woraus  iolgt:   ya  ciy 

p  y       (c*  +  x2)/* 

1  bj-a  1_ 

=  C  {x  +  (c2  +  r»3)1/«}«  da?,  also  :  #~+  6\  =  0'  {;r  -f  (c2-f  ^2)1/a}a  X 
{(c«  +  ^)^  — ar»},  wobei  g'=(a^f  ist. 

(2)     Die  Substitution  1/  =  e^M<?,aJ  ergiebt: 

cht         1  bw2  # 

7-.     also  u  =  — 

V9  '  /  ' 


ad  %  |-  =  -  I  («2  _  3*)%  +  g  fog  {  C.+  6  («2  _.  a;»)V4 }. 


§•  56. 

2.  Aufgabe.     Die  Bedingungsgleichung  ist  nicht  erfüllt. 

3.  Aufgabe. 

(1)    Erstes  Integral:  x  %^  +  (x2  —  4)  ^   +  2  xy  —  C; 
dx2  dx 

zweites  :    x  -p  +  (x2  — -  5)  y  =  C#  -f-  0± ;     schliesslich  : 


Auflösungen  der  Aufgaben.  511 

y=C2x* e-y*°*  +  C  j—  i  x  —  |  x*  +-  |  x»  e-Wjx-1  e1^  dx\ 

(2)     Erstes  Integral:  x2  -~  —  x  ^   -f  ^^/2  -f-  £2  =  C. 
d^2  aa? 

Multiplicirt   man    die   zweite  Gleichung   mit  x,    so    ergiebt    sich  als 

d2  ii  dti 

erstes  Integral  derselben:  x?i  — —  +  #2 1-  #3w  =  G -\- X2. 

ö  d#2  d# 


§.  57. 

2.  Aufgabe. 

,     x  «   ^2?/  ^       .  n  n 

3.  Aufgabe.    Multiplicirt  man  mit  2x2  — —   2xy    und  inte- 

ctx 

(dii        v2          a2  x2 
x  _  —  ^  ) ^—. =  C  oder  für  y  =  ?£# : 
dfl5            /            ?/2  +  & 

dx  ,      /  1+W2  \1/27 

4.  Aufgabe.    Multiplicirt    man    die    gegebene    Gleichung    mit 
2  X]  p  -\-  2  X2 ?/,  wo  jp  =  —   ist ,    so    soll    das   Product    ein    exacter 

€(  X 

d  V 

Differentialquotient  sein,  welcher  mit  -—  bezeichnet  sei,  also: 

et  x 

1  (p#2  +  7  -f-  2o#  +  z% 2)2 

Integrirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  dx  =  0 
und  p  die  einzige  Veränderliche  sei,  und  bezeichnet  man  das  Ee- 
sultat  mit  C^ ,  so  ist :  C7i  —  X1  $2  -f-  2  X2  ?/_£>.  Diesen  Ausdruck 
differentiire  man  unter  Aufhebung  aller  Beschränkungen  und  sub- 
trahire  ihn  dann  von  dem  vorigen.    Dies  giebt: 
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\(ßy2  +  y  +  2öx  + ex2)2     L   \dx  y 

dX9)   7 
—  2  %\  p  -— -   d  #  =  0. 

Da  ^>2  vorkommt,   so   kann    dieser  Ausdruck  nur   dann   ein   exactes 
Differential    sein,    wenn    der   Coefficient   von  p2  verschwindet,    also 

d  X 

■ +  219  =  0  ist.     Alsdann  wird : 

dx 

71/         1TT  a.2X1yd  y d  X2 

{ßy2+y  +  2dx+£x2)2  dx   J    J 


9äX1 
ay2 


dx 

dx  —  0. 


(ßy2  +  y  +  2öx  +  ex2)2 

Diese  Gleichung  integrirt  man  wieder,  als   ob    dx  =  0   und  nur  y 
veränderlich  wäre.    Das  Resultat  ist: 

TT    — -"*! „2   dll. 

'ß(ßy2  +  y  +  2ÖX  +  8X2)     J   dx 

Differentiirt  man  dies,  indem  man  wieder  die  Beschränkungen  fallen 
lässt,   und   subtrahirt   das   Resultat   von    dV  —  d  U1  =  0,    so  folgt: 

(y  +  2dx  +  sx2)  C^-  —  {2d-\~2sx)X1 
(cc v  dx 

dV—dUi  —  düz 


ß  (ßy2  +  y  +  2dx  +  sx2)2 

d  X 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt,   wenn  man  hat:     (y  -(-  2  d x  -{-  s  x2)  — — 

et  x 

d2  X 

—  (2  0  +  2sx)X1^=0    und  ~~  =  0,  oder  X1  =  y  +  2äx  +  sx2 

Cl  X"1 

1  dX 

und  X9  =  a  4-  1)  x.     Da    aber   schon  X2  =  —  —  —r-^  :==  —  8  —  sx 

2  dx 

sein  sollte,   so  wird  a  =  —  $,    t  =  —  £.    Demnach  ist   der  inte- 

dii 
grirende  Factor:  2  (y  -f-  2  d  x  -(-  ex2)  -~  —  2  (d  +  £  x)  y,  und    das 

erste  Integral  der  Gleichung  ist:   TJ1  -f-  U"2  =  0,  oder: 

,     ,    «v      .        ^  fdy\2  .*  .        N    d#  w(y  -f-  2  $#  -f  £#2) 

(y  -  2 dx  +  £^2) (  -^  )  —  2  (* -f- £ x)y  ■—-  —  q,q\\ n^-r^ 

u    ]  '         J\dxJ  J  dx       ß(ßy2^-y-\-2dx+£x2) 

+  ey2=C. 
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et  Ci 

Addirt  man  beiderseits  -7?  und  setzt  G  4-  77  =  Ci ,  so  reducirt  sich 

ß  ß 

dies  auf: 

dy  cc  y2 


(y  +  2öx  +  sx2)  (~)2—  2(8  +  sx)y 


dx    '    ßy2  +  y  +  28x  +  sx2 
+  sy*=C1. 


Q  .   .              ir     r  ,               /y+2dx  +  sx*\1'*       ,  „         0 
öetzt  man  schliesslich  «/  =  u  i -5 )     und  Gx  =  -j  ,  so 

erhält  man: 

da;  f  1+^2  )V2 

du. 


y+2  8x  +  ex2        [G  +  (G  —  cc+  82  —  ey)u2  +  (82  —  gy)  # 

Hierdurch  ist  w  als  Function   von  x  und  sodann  auch  y  als  Func- 
tion von  x  bestimmt.    (Euler,  Inst.  Calc.  Int.  II,  p.  153.) 


§.  58. 
2.  Aufgabe. 

(1)  w  =  ex,  v  =  B  +  Afel^x2~2xdx 

(2)  w  =  -,v  —  B-\-A(a —  bxy 

x 

Man  kann  auch  bemerken,  dass  die  Gleichung  eine  exaete  Differential- 
gleichung ist. 

§.  59. 
2.  Aufgabe. 

(1)  w  =  e^hx2:  - h  &^  =  xe~l^x\    Aus  dieser  Glei- 

ch2 

chung  folgt  nach  der  dritten  Aufgabe  des  §.  46,  Y:   v=AcosQ)V*x) 

+  B sin (5V2 x)  +  b~ V*f  | e~ W £2 sm  [bV*(x—g)}d%.     y  =  wv. 
0 

(2)  w  =  x;    v  =  Acosax-\-  Bsinax\  y  —  vw. 

(3)  w  =  e*2:   ^-v  =  l.    Hieraus:  v  =  Aex  +  Be~x -1; 

dx2 

y  =  w  V. 
F  o  r  s  y  t  h  ,   Differentialgleichungen.  33 
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§.  60. 

1.  Aufgabe.    Für  beide  Gleichungen  ist 

I  — - , — J  v      '  —  •    Ferner  ist:    #  (1  +  a?)  =  £. 

1  A  ™  2  1 

2.  Aufgabe.     ß=  1  -f-  -  a2  —       4^2    -;    /(#)  =  xV*e-V*ax. 


§•  62. 

1.  Aufgabe.    Die  beiden  Werthe  yi  —  cx-\-  d,  y2  =  ax-\-b 

genügen  als  particuläre  Integrale  der  Gleichung  -—  =  0,  für  welche 

ci  x 

1=0  ist.     Ist  nun  —  = — r  =  s,   so   ist  2  J  der  "Werth   der 

y2        ax-\-b 

Schwarz' sehen  Abgeleiteten  von  s  und  daher  {s,  ^}=0. 

2.  Aufgabe.    Sind  v1  und  #2  zwei  Integrale  von  -—  -f-  lv=0, 

CiX"1 

und  setzt  man  —  =  s,  so  genügt  s  der  Gleichung  {s,#}  =  2  J.    Ist 

^2 

6?2  ^ 

somit  I  gegeben  und  kann  man  zwei  Integrale  von  -—  -\-  Iv  =  0 

cl  x  -1 

finden,  so  kennt  man  auch  den  Werth  von  s.    Nun  ist  in  unserem 

Falle  1= -,  also  ~  ~  7T~, \V  =  0,  daher  v=x^  {Gxa'  +  O x~a'\ 

xv  dx'2       2x2 

wo  af  =  -  (1  +  2«)%  ist.    Folglich:  s  =  §^"',  "f  ^~^  "Man 

kann  die  Gleichung  auch  direct  integriren ;  man  setze  dazu  — r  =  —  • 

s        X 

3.  Aufgabe. 

(1)  Die  bekannten  Formeln  für  die  Vertauschung  der  ab- 
hängigen und  unabhängigen  Veränderlichen  führen  sofort  zu  dieser 
Gleichung. 

d'2v 

(2)  Genügen  i\  und  V2  der  Gleichung :  — -   -f-  Iv  =  0,   so 

dx'2 

genügen  auch  av1   -)-  bv2  und  cv1  +•  dv2  derselben  Gleichung.    Ist 

also  s  =  —  ,  so  ist :  (s,  x  1  =  2  J=  {  — — ; — - ,  x 
v2  y      ]  [  c  s  -f  d 
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-f  3  j£  y"yf  +  ^  #'",    folglich:    {s,^}  =^/'2  {s,p}  -f  \y,x),  dalier 

wegen  (1) :  {s,  ^}  =  ^J  [{s,  ?/}  —  {ff,  #}]. 

(4)     Die   zweimalige  Anwendung  von   (3)   führt   zu  dieser 
Gleichung. 

§.63. 
2.  Aufgabe. 

(1)  $  =  sinx\    y=Acos  (carcsinx) -\- B sin  (c aresin x). 

(2)  z  =  sin  X)    y  =  Acos  (sin  x)  -f-  B  sin  (sin  x). 

(3)  d£  =  (*  -  l)2  (*  +  1),  z  =  lr2  (x  -  iy  (3  x  +  5). 

Hieraus  folgt:  -=~4  4-   — -  y  =  0  und  somit:  u  —  z1/*  (A  4-  Bloqz). 
*      dz2    [    4;Z2^  ^  v       i  j   / 

1  a  a    ,     -r*     -     a 

(4)  #  =  - ;   y  =  A  cos  — \-  B  sm  —  • 


§•  64. 

1.  Aufgabe.    Die  gemeinsame  Normalform  der  ersten  und  der 
auf  x  transformirten  zweiten  Gleichung  lautet: 

und  die  Beziehung  zwischen  v  und  z  ist:  v  =  z  f  — - —  J        oder: 

2.  Aufgabe.     Die  gemeinsame  Normalform   der    auf  x  trans- 
formirten ersten  und  der  zweiten  Gleichung  lautet: 

<**«>      U«  ■  *(*-i)\„,^0 


K^V2) 


dff2 

und  die  Beziehung  zwischen  y  und  t;  ist:  v  =  g/e"-25^2^1. 

§.  66. 

2.  Aufgabe.    Betrachtet  man  in  f/r=Cr^c?a;,  dem  allgemei- 

nen  Integrale  von  — -  4-  Q  y  =  0,  die  Grösse  C  als  Function  von  x, 
dx 

33* 
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so  folgt:  ä4-  +  0«  =  e-/e*»  ~    Setzt  man  also  erW  ^ß  =  S, 
8    dx  dx  dx 

also  C=Cx  Ar  f  Jle-r<idxdx,  so  findet  man  das  allgemeine  Integral 
von  ^  +   Qy  =  B  in  der  Form:  y  =  e-fQ^[G1  +  f  Me' $d*  ä  $"\ 

Oj  X 

(vergl.  §.  14). 

3.  Aufgabe. 

(1)  Allgemeines   Integral   der    verkürzten    Gleichung    ist: 
y  =  d  cos  n  x  -f-  02  s«'w  w  x,  das  der  gegebenen : 

y  =  ( A  ~\ log  cos  nx  )  cos  nx  +  (  B  -\ j  sin  n x. 

(2)  Allgemeines    Integral    der    verkürzten   Gleichung    ist: 

y  z=z  ;    (d  cos  x  +  C^sinx).     Für  G±  und   02   findet  man  so- 

i.      x 

dann :    C±  =  A -\-  x  cos  x  —  sin  x,  G2  =  B  +  x  sin  x  -f-  cös  #.    Daher 

ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

y  = (A  cosx  +  B  sin  x  4-  x). 

§.  67. 


für  die  Gleichung  —^  +  ^~-J(x)  =  0  das  Integral:  -^  =  Ce~ff^dx. 


1.  Aufgabe.     Setzt  man  zunächst  <jp  (#)  =  0 ,  so   ergiebt  sich 

d2y   t   dy  r,  s       ^   .     T  ,        ,    d?/ 
v4  f  -~  /(<*>)  =  0  das  Integral:  -~  -. 
dx2       dx  dx 

Betrachtet  man  hierin  G  als  Function  von  x  und  differentiirt  nach  x, 

so  folgt:  %\  +  d4-  f{x)  =iß  er'fw**  =  -  <p  (x)  C2  *-*//<*)**, 
ö     d#2   '   dxJ  K  J        dx  ^w 

somit:  0  =  {A  -j-  f  cp  (x)  e~~ffWdxdx}~~1.     Als  allgemeines  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  hat  man  also: 

y  —  b  +  /{4  +/g?(a?)  e-ffWäx  dx)-1  e-M<&dx  dx. 
Hätte  man  zuerst  f(x)  =  0  gesetzt,  so  hätte  man  die  Gleichung 

t4  +   (  t~  ]    CP  fe)  =  0  erhalten,  deren  Integral  ist : 
dx2         \dxj 

d£={C  +  fy(x)dx}-\ 

Betrachtet  man  hierin  G  als  Function  von  x  und  differentiirt  nach  x, 
so  folgt: 
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d  G 
daher:  — Cf(x)=f(x)fcp(x)dx,  welche  Gleichung  die  lineare 

Form  besitzt.    Es  folgt  aus  ihr: 

C  +  f<p.(x)dx  =  effW dx{Ä  +  f(p  (x)  e-ffW dx dx), 

somit  y  =JB-\-f  {A-\-f(p  (x)  e~ /-/»  dx  dx}^  e~ff(x)  dx  d  x,  wie  vorher. 

Um  nun  auch   die  Methode  des  §.54   anzuwenden,   setze  man 

—  =  p.  dann  wird  — —  —  /  (x)  —  =  cp  (#),   welche  Gleichung  die 

Ct  X  (IX  jp 

lineare  Form  besitzt. 

2.  Aufgabe.     Setzt    man   zunächst  F(y)  =  0,    so   findet  man, 

wie  bei  der  vorigen  Aufgabe:  ^J  +  /  (x)  ^|  =  <>-//(*><**  Cj-  j^ 

1   d  G  /dijy       .    J  ,L    .  L    1 

=  -p,  - —     t~     *     Andererseits  ist  aber 
ü  dy  \dxj 

dx2    '  J  w  dx  yj}  \dx, 

daher  i  ^ß- =  —  F(y),   also  C=Ae-fFMdv.    Man  findet   somit 
G  dy 

als  Stammgleichung  der  gegebenen  Gleichung: 

fe/F(y)dy  dy  =  Afe-ffWdxdx  +  B. 

Nimmt  man  ferner  zunächst  /(#)  =  0  an,  so  ist 

dx*    '       XJJ  \clx/ 

also,  wenn  ^  =  p  ist,  ^   +  F{y)p  =  0    oder  p  =  Ce-f*Wä*. 

cix  et  y 

Differentiirt  man  dies  nach  x,  so  folgt: 

dx12  ^     KJ)  \dx)         G  dx  dx 
Andererseits  ist: 

daher:  \^  =—/(*)   oder:    C=Ae~ff<-*'>ä*,    folglich  /e/Wv 
(j  dx 

=  Af  e~ffW  dx  -\~  JB,  wie  vorher. 
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/CJy\—l 

Multiplicirt  man  endlich  die  Gleichung  mit  ( -y-  J     ,     so    folgt: 

\Cl  X/ 
Qj  X  Cl  X  (XX  et  OC 

oder  /  ß/ JW  dvdy  =  Af  er  ff  M  d*dx  +  B. 

§.  68. 
2.  Aufgabe. 

(1)      P1  =  T^-9;t;  =  (l-^)-%^ 


(l—x*y/*(B  +  Afog\±^< 

(2x  +  .1)2 


(2)  P,  =  — — — — •  #  = 

v  ;        x        (2  x  +  1)  (#2  +  x  +  1) '  £2  +  x  +  1 

(3)  Px  =  —  4  cot  x:    y=  -7-7—  =  B  sin4  x 
v  J    ■  '    J        swAx 

COS  X 

4-  .4    .    '    {5  +  6  sin2  x  -4-  8  sm4  #  +  16  sm6  .r }  • 
siri^x  [  ' 

3.  Aufgabe. 

(1)    Setzt  man  y  =  vx-1'*?  (1  — -^-V«^2-?),  so  wird: 
d2v    ,      y(2  —  y)  —  2^(2  —  ^)^4-  «  (2  —  a)  £2 

_L      <    v     1Z i LZ 1_ L V=0. 

dx2  ^  4(1— #)2£2 

y  —  2  —  (a  —  2)  x  #  y(y_2)  a  _    y/2(«-r) 

1  2  (1  —  a?)  a?        '  l  j 

^  =  ^-y  (X  __  ^y-a  ijß  _j_  £  f  tf/-*  (1  —  a)«-y  <?#}. 

Mithin:  ^  =  ^^(1  — a;)y-a-1{J5  +  ^/i»y--2(l— ^-ydfa;}. 

Einfacher  gelangt  man  zu   diesem  Kesultat  durch  die  Bemer- 
kung, dass  die  Gleichung  x  (1  —  x)  -r~    +   {y  —  (cc  +  2)  x]  -~ 

d  X  Cl  X 

—  ay  =  0    eine    exaete  Differentialgleichung   ist.     Die   einmalige 

du 
Integration  giebt :   x(l—  %)  —  +  (y  —-  1  —  ax)y  =  A  und  daher, 

cl  x 

wie  vorher:   y  —  x1^  (1  —  ^~ß"1  {B  +  ^/V"2  (1  —  a?)"-y  da?}- 


Auflösungen  der  Aufgaben.  519 

(2)  Durch    die    Substitution   y  =  x~l^a  (1  —  <b)"1/2(P  +  1) v 
gellt  die  Gleichung  über  in : 

cPv       cc  (2  -  cc)  +  2  cc  (a  -  ß  -  1)  x  -  {cc  -  ß  -  1)  (a  -  ß  +  1)  %2      ___  Q 

dx2  +  '  4x2(l—x)2  V  — 

Hier  wird:  Pt  =  —  "  ~  ^"^  +N  1}  *;  v  =  x~^  (l-x)-W~ 'V  0; 
2x(l  — x) 

g  =  xa  (l  —  xy~ß  [B  -\-  A  fx~a  (1  —  x)?~ 1  dx)-  Somit  schliesslich: 
y  =  {\  —  x)-P{B  +  AfxLa(l~  xf-1dxY 

(3)  Durch    die   Substitution   y  =  X-V2(«  +  D  (i  —  X)~W  v 

d2v 
geht  diese  Gleichung  über  in :    ■— 

(a  +  l)(l-u)+2(a-l)(u-ß  +  l)x-(a-ß-l)(arß+l)x* 
+  4a:2(l— a:)2 

Hier  wird:  p         («  ~  1)  ~  («  ^gzi*)*    v=zx>Ma-i){l_x)-W , 
2x{\ — x) 

und  z  =  x1-a(l  —xY  {B  +  Äfxa-1(l  —x)-i3dx}-  Somit  schliess- 
lich: ij  =  x~a  {B  +  A  fxa~1  (l—x)-(sdx}' 

4.  Aufgabe.      Die  Gleichung  für  i\  wird: 

P  = — -— — —  •     Versucht  man,  diese! oe  durch 

dx  '  (x2+2Ax  +  B)2 

M  N 

die  Annahme  Pi  =  — " -\ ^     wo    a   un(^   P    die   Wurzeln 

x  —  cc        x  —  p 

der  Gleichung  x2  -\-  2  Ax  -f-  I>  =  0  und  3/  und  JV  Constanten 
sind,  zu  befriedigen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  letzteren 
die  drei  Gleichungen : 

M(M  +  1)  +     N(N  +  1)  +  2  ilf  JV=      -A' 

(4)    jff.Jf(Jf-l-l) +«#(#+  \)  +  (a  +  ß)MN=  —  B' 
ß2M(M  +  1)  +  a^N(N+  1)+       2ocßMN=       C. 

Sollen  dieselben  zusammen  bestehen  können,  so  muss  zwischen 
ihren  Coefficienten  eine  gewisse  Bedingungsgleichung  stattfinden.  Um 
diese  abzuleiten,  betrachte  man  die  Grössen  M  (M  -f-  1),  JNT (-ZV -f-  1)? 
MN  als  Unbekannte  und  bestimme  dieselben.    Man  erhält  so: 

M  (M  +  1)  =      (cc  -  ß)~2  (cc2Af  +  2aB'      +  C) 
(B)    N(N+1)=      (cc- ß)~2  (ß2A!  +2ßBf      +  C) 

MN  =-(«-rWi'  +  («+^'-fC'), 
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Dividirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems   (A)  durch 

•  A  fl    AI  M^N  Ä'    AI,         M  A'*+B' 

einander,  so  findet  man :  ^  =  ~  W  ''  ~N~  ~~  A'ßA-B' ' 

Hieraus  und  aus  der  dritten  Gleichung   des  Systems  (B)  folgen   die 
beiden  Gleichungen: 

M=±(a-  /3)"1  (^HI)'V  ß  Ä  +  («  +  ß)  B'  +  C')% 
N  =  +  («  -  /J)-'  (j'f+gJV ßA'  +  (a  +  ß)B'  +  C')V>. 

Setzt  man  nun  den  "Werth  von  M  oder  N  in  die  erste  resp.  zweite 

Gleichung  des  Systems  (B)  ein,  so  findet  man  mit  Berücksichtigung 

der  Eelationen :  a-\-  ß  =  —  2  A,  aß  =  B  die  Bedingungsgleichung : 

(B'^  —  Ä  C'y  =  (Ä2B  —  2ÄB,A  +  B't)(ÄB  —  2BfA  +  C). 

Ist  diese  erfüllt,    so   ist   somit   die  Methode   des   §.68   auf  die  ge- 
gebene Gleichung  anwendbar. 


§.69. 
2.  Aufgabe. 

<«   (»E  +  ,)('f,  +  »)'  =  a 

Setzt  man  ( a  —  -h  b  )  V  =  2 ,    so   wird:    x  —   4-  3  z  =  0,  also: 
\    dx  J  dx 

z=zA  x~z,  ferner :  a  —  -\-  b  y  =  A  x~3,  also  : 
dx 


i) 

c 

dx\- 


(2)  {(*-l)^-  l)  {(^-2)  fx-*}y  =  0.    Betet  man 

j  (# —  2) 2 1  y  =  %,  so  erhält  man :   (x  —  1)  —  —  £  =  0,  also 

l  et  x         )  cl  X 

£=Ci(£  — 1);  ferner:    (x  —  2)  -~  —  2  y  =  C±  (x  —  1),   mithin: 

u  X 

y=C%  (s-2)*  -  Oj  (»-2)  -i  d. 

(3)  {(2,-l)A_,  +  3}{|-_1},  =  0. 
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Setzt   man    (  —  —  1  )  y  =  z,  so  ist :  (2  #  — -  1)  - (x  —  3)  z  =  0, 

\d  x        j  cl  x 

also:   z  =  d  e^x(2  x~  I)-5/4;  ferner:^  —  y=  d&*x  (2x  — 1)-%; 
also  ^/  =  e*  { G2  +  d  f  e~l^x  (2x  —  l)-b/*d%}- 

(4)  Setzt  man  p  =  x  -f  1,  r  —  a;  -f-  2,  q  =  Ex  -f  F, 
s  =  Ef  %  -{-  Ff,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  vier  Grössen 
F,  F,  F',  F'  die  sechs  Gleichungen: 

F  +  F'  =  5,    2F  + F-fF'  +  F'  =  y,    2F  +  F'  =  3, 
EE,  =  61    FE'  +  FF'  +  JE'  =  ~,  FF' +  F'  =4, 

und  diesen  genügt  man  durch  E=2,  F  =  — ,   F'  =  3,    F'  =  2. 

Somit  ergiebt  sich: 

Setzt  man  {  (#  -f-  2)  —    -{-  3  x  -|-  2  Ig/  =  #,     so  wird:     (#  +  1)  — 

\  Cl  X  )  ClX 

-ff  2  o?  -f-  -  j  #  =  0  ,  also :  z  =  d  e~~2x  0  +  1)3/2-    Ferner  wird  die 

Gleichung  für  y:  (x  +  2)  ^    +  (3  a?  +  2)  y  =  d  e~2x  (x  +  1)%, 
cix 

daher  y  =  (x  +  2)*  «*-»»  { C2  +  d  ^  ^~^  dx  }  • 

(5)  j(,-l)A-,-l}{(,+  l)^  +  ,-l},=-0. 

dz 


Setzt  man   j  (#  -f  1)  —  -f  #  - —  1  |  y  =  z,    so  wird:    (x  —  1) 

{  Cl  X  j  Ct  # 

—  (*  +  1)  s  —  0,    also:    #  =  Cx  e*  (x  —  l)2;    ferner:    (a  +  1)  j- 
+  (as  —  1)  y  =  d  e*  (a;  —  l)2,    also: 

2,  =  e-*  (a!  _|_  i)»  f 2  +  d  ^V  |=^-3  <**}  • 

(6)     (*Ä  ~  8){*(fl-M  ä  +  b*-2a}  »  =  6af- 
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Setzt  man  \x(a  —  b x)  - — V  bx  —  2  a \  y  =  z,   so  wird :  x 3  z 

{    v  J  dx   '  J  J  dx 

=  6  a2,  also  £  =  Oj.  x*  ■ — -2  a2,  ferner :  #  (a  —  b  x)  -~  —  (2a— bx)  y 

dx 

x2  /  a2 

=  CiX%  —  2a2,   und  somit:  y  = j —    (A-^Bx  -\-  - 

Cl  U  X      \  X 

Einfacher  bringt  man    die  Gleichung  nach  §.  59    durch   die  Substi- 

rr2  p  n       xT  ip  cPv         6  a2 

tution  y  =   - —  v  auf  ihre  Normalform    - — •  =  — —  ,     aus    der 

J         a  —  bx  dx2  xA 

a2 
unmittelbar  folgt:  v  =  A  -\-  Bx  -\ -,  übereinstimmend  mit  dem 

x2 

Yorigen. 


§.  70. 

Aufgabe.     Nimmt  man  für  v  die  Reihe  an :  v  =  S0  —  S±  -\-  S2 , 

so  muss  die  Gleichung  bestehen : 

*«,  ä-s, ,  (!«s,  ...=_(,tk+(,Si_(l(4  +  ... 


dx2  dx2  dx2 

älA  =  o   ^ 
dx2  '  dx2 


Derselben  wird  genügt,   wenn  man  setzt:  — — —  =  0,  — — —  =  [i  S0, 


,    2  =  ß  S\ ,  ...  und  allgemein  :  — ~~-~  =u  Sm  und  hieraus  folgt: 
dx2  dx2 

X  X 

S0  =  0  -f-   C  x,     Sm+i  =   f  dx   I  {iSmdx,  vorausgesetzt,  dass  die 

o  o 

untere  Grenze  0  derart  ist,  dass  fi  innerhalb  der  Integrationsgren- 
zen endlich  und  stetig  bleibt;  sonst  ist  für  0  eine  andere  willkür- 
liche Grenze  a  zu  setzen,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt.  Der 
Beweis,  dass  die  Reihe  für  v  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  ft 
endlich  bleibt,  convergirt,  ist  nicht  schwer  zu  führen.  Es  bezeichne 
nämlich  \A\  den  absoluten  Betrag  einer  Grösse  A  und  M  den  ab- 
solut genommen  grössten  Werth,  den  ft  innerhalb  des  betrachteten 
Intervalles  haben  kann.  Dann  ist  zunächst:  |^|<|$0|  -f"  \Si\  -f-  \S2\  H — 
Ferner  ist: 

|Si|  <\ M . & .  |S0| ,  \S2\  <  I  JP . x* .  |S0| , . . . ,  |S„| <  —fl'Kx^.lS.l. 

Mithin :  _  _ 

,,      la,L    ,  Mx*   ,   M^x*    .        \       1    „,/*,     -xyu\ 

m  <  m  [l +-2T  +  -4-r +•••)<  2-  n  (e   +  e     y 
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Da  nun  |g0|  sowie  der  Ausdruck  in  der  Parenthese  für  jeden  end- 
lichen Werth  von  x  endlich  bleibt,  so  folgt,  dass  die  für  v  an- 
gegebene Reihe  convergirt,  wenn  ft  innerhalb  des  betrachteten  Inter- 
valls endlich  bleibt.    (Vergl.  Sturm,  Cours  d' Analyse,  T.  II,  p.  146.) 

Ist  ft  =  x}\  so  folgt: 


v=ch.— 

+  C'x  (l- 


rn-\-2 


X 


,M+4 


(»  +  i)(«H 


2)    '    (n+l)(n  +  2)(n  +  3)(n  +  4:)  J 


+ 


(n  +  2)(n  +  3)    '    (w  +  2)(»  +  3)(w+4)(«-f5) 


Für  n  =  0   ergiebt   sich :   #  : 


:  0  cös  x  -j-  C  sm  #,  in  der  That 


das  Integral  von 


dx2 


0. 


§.  74. 

Aufgabe.  Bezeichnet  man  die  in  der  angegebenen  Weise  ge- 
bildeten particulären  Integrale  mit  y1,  y2,  •••:  Vm,  so  müsste,  wenn 
dieselben  nicht  von  einander  linear  unabhängig  wären,  zwischen 
ihnen  eine.  Eelation  bestehen  von  der  Form  ^^  -\-  A2  y2  +  ••• 
-f-  Am  ym  =  0,  worin  die  A  Constanten  sind,  die  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden. Da  ?/2,  2/3,  . . . ,  ym  zu  ^  proportional  sind,  so  kann  man 
diese  Gleichung  durch  yt  dividiren  und  dann  nach  x  differentiiren. 
Dadurch  fällt  A1?  falls  dasselbe  nicht  schon  vorher  gleich  Null  war, 
aus  der  Gleichung  heraus   und   die   so   entstehende   Gleichung  lässt 

sich  wegen  der  besonderen  Form  der  Werthe  von  — ,  ••♦,  —  durch 

ö  Vi  Vi 

8X  theilen.  Geschieht  dies  und  differentiirt  man  von  neuem,  so 
fällt  l2  fort  und  die  neue  Gleichung  wird  theilbar  durch  uv  So 
fortfahrend  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  tv1  oder,  falls  Äm 
an  sich  Null  ist,  eine  der  früheren  entsprechenden  Grössen  ver- 
schwinden müsste.  Dies  ist  aber  absurd.  Mithin  sind  die  in  der 
beschriebenen  Art  erhaltenen  particulären  Integrale  der  gegebenen 
Gleichung  von  einander  linear  unabhängig. 

Bilden  wir  nun  die  Determinante,  so  ist  zunächst: 


A  =  {—  l)V2™e 


>n  — 1) 


2/2, 
2/2, 


2/m 

ym 


(m-1)       (»i— 1)  (m— 1) 

y\      ,  y\     ,  •  •  • ,  ym 


_  (_l)l/2m(m-l)z/1# 
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Setzt  man  zur  Abkürzung:  fgldx  =  A^  fgidxfuidx  =  A2,~ 
fzx  äxfiii  dx  . . .  fw1  dx  =  -4m_!,  so  ergiebt  sich: 

Vi  >|/i4!/iA,--,  Vi  Äm-i 

y'u  y[Al+yl01,  2/iA  +  2/i^iA,  •••,  ^U^i  +  2/1^1^-2 
2/i,  yiA1  +  P1,y'iAi+PiÄ1+y101uli...,  y[ Am-i  +  PiAm-2 
zfl—  +yi01u1Am-3 

y^-l\  yf-D  A1  +  Pw-2,  yT^  A  +  ^n-2  A  +  Ä-3 

2/(f-1}  u4m_i  +  Fm-2  Am_2  -f  P;n_3  ^m__3  + h  2/i  ^i ...  •  Wi 

wobei  die  P  gewisse  Ausdrücke  bezeichnen,  auf  deren  besonderen 
Werth  es  hier  nicht  ankommt.  Man  subtrahire  nun  von  den  Ele- 
menten der  zweiten,  dritten,  . . . ,  m  ten  Colonne  die  mit  respective 
Alf  A2,  . . . ,  im-i  multiplicirten  Elemente  der  ersten  Colonne.  Da 
hierdurch  der  Werth  der  Determinante  nicht  geändert  wird  und 
überdies  sämmtliche  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  Ausnahme  des 
ersten  verschwinden,  so  folgt: 

y1z1,  yi#iAu  . ..,  ylzlAm-2 

-Pl ,   ■?!  A  +  Vi  8l  %  ,   •  •  •  ,    Pl  Am-2  +  Vi  #1  Ui  Am-8 


-Vi 


1  m~2i   J-  wi—2  ^1     i     -*m—3i  •••?   ■*»»— 2  ^m—2  T~  -Mn— 3-^-m— 3T" "' 

+  #l#lv    .^1 

Jetzt  subtrahire  man  wieder  von  den  Elementen  der  zweiten, 
dritten,  . . .,  (m  —  1)  ten  Colonne  die  mit  resp.  A\,  A^  . . . ,  Am—2  multi- 
plicirten Elemente  der  ersten  Colonne.  Da  wieder  die  Elemente  der 
ersten  Zeile  mit  Ausnahme  des  ersten  verschwinden,  so  erhält  man: 


A  =  y?*i 


yx  zx  ux , ... ,  2/1  #i  th  An 


-tm— 3»    •  •  •  j   -Pm— 3   Am—$  T"    '  '  '    t  |/l^l 


Fährt  man  in  derselben  Weise  weiter  fort,  so  ergiebt  sich 
schliesslich,  dass  der  Werth  von  z/x  gleich  dem  Producte  der  in 
den  Diagonalelementen  auftretenden  Grössen 

yi,  v\8n  Vi^ui, ..-,  #i#i ..'.  ^1, 


oder  also  zJx  =  yf  .z* 


m — 1    nitn—  2 


.«*' 


5 . . .  wx  ist.     Mithin  ist  endlich : 


/}■=.( ]W2m(m— 1)  ym  ^  g 


«m—l    ^m — 2 


.  IV-,. 


(Fuchs,  Crelle's  Journ.  Bd.  66.) 
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§.  75. 

1.  Aufgabe.  Nimmt  man  auch  das  allgemeine  Integral  der 
vollständigen  Gleichung  in  der  Form  y  =  A\  f\  (x)  -j-  A2 "/2  (#) 
-f-u43/3  (x)  an,  wo  aber  ^ ,  A2,  A$  Functionen  von  x  sind,  so 
erhält  man,  wenn  man  durch  oben  angefügte  Striche  Differentiatio- 
nen nach  x  bezeichnet,  zur  Bestimmung  von  Jlx,  A2i  A%  die  drei 
Gleichungen : 

/x  Äx  +f2Äz+f3Ä3  =  0 

/i'  -II  +  fi'  ^  4-  yif'^i  =  *  («), 

aus  denen  folgt,  wenn  man  zur  Abkürzung  2  +/i  .fk  ./s"  =  d  setzt: 
A[=^  (/,  A  -  /s/i),  A'z  =  ^  (/,/i  -/x/s), 


^-^w/2-/,/;). 


Mithin  wird: 


^1  =     d     +    /^  {/,  (D/8  (D  -/»  (D/ä  (D}  *  I, 


und  analog  für  ^42  und  -^-3' 
Nach  §.  74  ist  aber 


-f  (p(z)dz 
a 

wo  sowohl  C  als  a  bestimmte  Constanten  bedeuten.    Daher  ist 


4  (§)  =  Ce  J  =  e 


yf(p{z)äz 

Setzt  man   diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  y  ein  und   beachtet, 
dass 

/i  (*)  U  (D/  (D  -/s  (D/2 (D)  +  h  (*)  {/  (D/i  (D  -  /x  (D/a  (DJ 
+/» (*)  {/x  (D/  (D  -  h  (D/i  (DJ  =  <s±/x'  (D/»  (D/a  (*) 

ist,  so  erhält  man  die  im  Texte  angegebene  Formel. 
2.  Aufgabe. 

(1)  Die  beiden  particulären  Integrale  der  verkürzten  Glei- 
chung sind:  yx  —  x  und  y2  =  xe2x.  Hieraus  folgt  als  allgemeines 
Integral  der  vollständigen  Gleichung : 

y  —  Cix  +■  C.2xe2x  —  xe2xfx~1e-2xdx. 
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(2)  Man  erkennt  leicht  die  drei  particulären  Integrale  der 
verkürzten  Gleichung:  y1  =  cosx,  y2  =  sinx,  y$  •=■  x2.  Nach  der 
allgemeinen  Formel  des  §.75  erhält  man  dann  als  vollständiges 
Integral  der  -gegebenen  Gleichung : 

f  ^    ,    ~  C^os  x  A~  x  sin  x  _ 
y  =  cosx^G,  +  2J  ^      2  —  äx 

+  sinx(Ct+2  fsmx~x™sxdx\  +x2{C,-\-2-l/*arctang(2-l/*x)}- 

§.77. 

Aufgabe.    Zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung 

dzy       _  /  _  d2y         n     dy    .    ^ 

sind  ^!  =  o?,  y%  —  ^2-    Als  drittes  findet  man  nach   der  allgemei- 
nen Formel  des  §.  77  den  Ausdruck: 

*  =  *  f^/™äx  **  +  »  f%  s**"  **, 

wo^  =  —  x2,  /}x  =  x2,  z/2  r=  —  o?  zu  setzen  ist.    Daher  wird: 

2/3  =  xfefpx2dxx-2dx  —  x2fefpx2äxxr-*äx. 
Aus  diesen  drei  Integralen  findet  man  dann  das  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  wie  in  der  1.  Aufgabe  des  §.75. 

§.81. 

3.  Aufgabe.     Gleichung  der  Trajectorie  ist:  £2  -j-  nrj2  =  C. 

4.  Aufgabe.  Die  Differentialgleichung  der  Trajectorien  ist 
dieselbe  wie  die  der  Ellipsenschaar,  nämlich,  wenn  2  e  die  Brenn- 
punktsentfernung der  confocalen  Ellipsen  ist: 

xyp2  -f-  (^2  —  2/2  —  e2)]p  —  xy^=0. 
[Yergl.  §.  30,    7.  Aufgabe   (5)].      Daraus   folgt,   dass  die   gesuchten 
Trajectorien  ebenfalls  ein  System  unter  sich  und  mit  der  Ellipsen- 
schaar   confocaler  Kegelschnitte  bilden   und    daher    durch    die  zur 
Ellipsenschaar  confocale  Hyperbelschaar  dargestellt  werden. 

5.  Aufgabe. 

(1)  Encosn@  —  An. 

(2)  E2  ( 0 —  cos  2  &)  =  a2,  oder  in  Cartesischen  Coordinaten : 

Z2(0—  1)+  r2(C+l)=:a2. 
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6.  Aufgabe.    Differentiirt   man  f(x  -\-  iy)  =  u  -f-  iv   zuerst 
partiell  nach  #,  dann  nach  y,  so  erhält  man: 

du       dv        .  (du        dv\  . 

also : h  —  =  %  \ -—   •    JJa  u  und  v    reell   sind,   so  muss 

dy       dx  \dx        dy) 

du        dv  du  dv     TT.  n  .   i 

sein:  7—  =  ^—  und  ;—  =  —  - —     Hieraus  folgt: 

dx        dy  dy  öx 

du  dv        du  dv 

dx  dx        dy  dy 

Da  nun    —.  — ,  resp.  t— ,  ;— -  den  Kicntungscosmussen  der  Normale 

dx   dy  öx   dy 

an  die  Curven  u  =  cons£.  resp.  #  =  cows£.  proportional  sind,  so 
folgt  aus  letzterer  Gleichung,  dass  diese  Curven  orthogonale  Tra- 
jectorien  von  einander  sind. 

a       j      m  •  i  du       dv         du  dv 

Aus  den  Gleichungen  -—  =  77—  und  — -  —  —  —   iolfft  ferner : 
dx       dy         dy  dx 

d*u    ,d2u  d2v        d2v 

— -  -f-  — -  =  0    und   - — -  -f-  — -  =  0.     lransformirt    man    die 

dx2        dy2  dx2        dy2 

letztere,  indem  man  für  y  eine  neue  Veränderliche  t  einführt,  mit- 
telst der  Relation  y  =  xtt  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

dH  __       t_    d2v  l+t2  d2v        2  t  dv  _ 

Soll  nun  t>  eine  homogene  Function  nter  Ordnung  von  x,  y,  also 
v  (#,  y)  =  xn  cp  (t)  sein,  so  muss  cp  (t)  der  Bedingung 

f|(1'+'8)~2(w_1)*l?  +»(»-!)  9  =  0 

genügen.     Nun  ist: 

8w   7  'du   ,  dv'  dv   _ 

$%  =  —  a#  4-  —  di\  -==■  —  dx  —  7—  ««/• 
8#  Oy  dy  ex 

Führt  man  auch  hierin  wieder  £  für  y  ein,  so  wird: 

—  =  xn~l  In  cp  —  *  -77  ),     TT-  =  ^~1  -~, 
8a?  \  d£/      8?/  d£ 

also: 
du  =  {(1  +  t2)  C-y-  —  ntep]  xn~x  dx  +  xn(t-¥-  —  nep)  dt 

Betrachtet   man   hierin    zuerst   t   als    unveränderlich   und   integrirt 
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dann,  so  ergiebt  sich:  nu  =    (1  +  ^2)  -77  —  n^qpl  £n  -f  A,    wo  A 

in  Bezug  auf  x  constant  ist,  aber  eine  Function  von  t  sein  kann. 
DifFerentiirt  man  dies  und  vergleicht  den  sich  ergebenden  Werth 
von  du  mit  dem  vorigen,  so  erhält  man: 

d  A 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung,  welcher  cp  genügt:  -— =0, 

cl  t 

d.  h.   A   ist    eine    eigentliche    Coiistante.      Dieselbe   braucht  jedoch 

nicht  gleich  Null  zu   sein,    vielmehr  hat  sie   einen   bestimmten,   aus 

der  Form   der  gegebenen  Function  f(x  -j-  iy)   resultirenden  Werth. 

Es  ist  also:  nu  =  1(1  +  t2)  ~jj  —  ntcpl  xn  -(-  A,  oder  mit  Rück- 
sicht auf  die  Werth  e   von  — -,  ^—  :  A  A-  X V  tt~  =  ^L  +#  7— 

dx  oy  oy  ox  ex 

Ar  y  —  =  nu,  d.  h.  u  ist,  abgesehen  von  einer  additiven  Constan- 
ten, ebenfalls  eine  homogene  Function  wter  Ordnung.  —  Hieraus 
kann  man  auch  leicht  ableiten,  welche  Form  f(x  -\-  iy)  haben  muss, 
damit  v  eine  homogene  Function  nter  Ordnung  sei.    Dann  ist  näm- 

vi  dv    1        öv  .  /du      .  dv\ 

lieh:  nv  =  x  ^-  +  y  — ,  daher  n  (u  +  iv)  =  Ä  +  x  [^  +  %  ^ J 

+  y  (k — h  i  g-J  =  &  +  iy)  Yx  (u  +"  ^  demnacn 

(x  +  iy)  f(x  +  iy)  -f  A  =.nf  (x  -\- iy), 

und  hieraus  folgt:  /  (x  -f-  iy) "  =  —  A  ~\-  B  (x  -f-  iy)n-  " 

n 

Ist  n  =  0,  so  genügt  9  der  Bedingung: 

also  ist :   99  =  J.  +  ^  arc  tang  t,  somit  v  =  A  Ar  B  arc  tang  —  • 

ferner  ist  du  =  75—  dx  —  ^-  dy  =  i>  — — - — ,  mithin: 

oy  dx  x2  -f  y2 

u=  C  ■-{-  Blog (x2  +  V2fk •>  und  f(x-\-iy)  =  u  -f  Blog  (x  -\-  iy). 
7.  Aufgabe.     Ist  m  die   trigonometrische  Tangente   des  Win- 
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kels,   unter  welchem   die  Kreise   von    den  Trajectorien   geschnitten 
werden,  so  ist  die  Gleichung  dieser  letzteren: 

7] 

log  (§2  +  V2)l/'2  ~  marctang  ~  -j-  G  (Logarithmische  Spiralen), 


Vermischte   Aufgaben. 

■  (sinnx       cosnx)       n   (cosnx       sinnx 

(2)    Entweder  wende  man  §.67  an  oder  man  setze 

dy  cPy  dp       ..    - 

—  r=  p   -— ^  =  «  —■  und  dann  _p  =  ww. 

d#  dx2  dy 


G 
Man   erhält:  y  = 


cos2  (#  -f-  «) 

•^    „^  <^V  ^2V  dp       -.   i 

(3)  Man  setze  ~-  =  p,  ~  -|y-  und  dann  p  =  #w. 

_    _      .       _    _  _.     _._  .  _  ^2/    ,    (1  -{-u2)ii,du         .      . 

Dadurch  erhält  man  die  Gleichung:  —  H — - — . r— =  0,   also 

ö       2/  1  -(-  2>-2  -f  W4 

1                                          1                    2  u'2   \    1 
%  ?/2  +  2  ?ö^  ^4  +  ^2  +  ^  +  ävT  arC  to^  3^ —  ^  G  Hier" 

dti 

aus  bestimmt   sich   ^   als  Function   von  y,   somit    durch   dx  =  — 

2/w 

auch  #  als  Function  von  y.  —  Oder   man   setze    einfacher  y  =  eM 

,  du  .  ■  (1  +^2)c^ 

und  — -  =  «;,    so  wird:  dx  +  -^ — : — r-j — r  =  0,    also 
d#  1  +  v2-\-  v* 

arc  tanq =  G  —  3l^x.  oder _  =tcmg  {G  —  ?>V*x)\ 

1  — -  v2  1  —  v2 

hieraus:  v  =  -  ~  3%  ort  (0  -  31/*  a?)  +  jl  -f  ^cot2  (0-  &*x)\  *• 

Demnach  schliesslich : 

w  =  d  +-  -  %  sm  (0—  3V^)  ±J  (l  +  J  cotHC—  3V^)j  2fe 

(4)  «2/  =  Cx  +   Cfef<PMä*d3Q. 

(5)  Setzt  man  #  =  ß^,  y  =  -,  so  wird: 

Eorsyth,   Differentialgleichungen.  34 
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(2-*-  S)If«=  CfJ)2' also  für  l£=*:  (2*~^  S=^2' 


d.  i.  entweder  p  —  0   oder  (2  #  — jp)  —  =  p.     Erstere  Annahme 

$  z 

G 
führt  zu  der  singulären  Lösung:  y  =  — ,  letztere  zu  der  Gleichung: 

z  =  jp  -(-   Cp2.     Hieraus  durch  Differentiation  nach  & : 

ä&  =  ^-|-2  Cdp,  also  #  =  %  Gx  -f-  %#  +  2  Cp. 
P 

Man  hat  also  $  und  #  ausgedrückt  als  Functionen  von  p  und  damit 


auch  #  und  «/,  und  zwar  wird :   #  '=  G\  p  e2  Cp,  y  = 


d 


(6)  Man  setze  y  =  — Es  wird: 

stnnx 

Acosmx  -f  B sin m  x 

~~  sinnen 

(7)  Man  kann  die  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 

Man  findet:  (x  -f  y)9-~  Gx  x2  +  C2. 

(8)  Auflösung   genau   so   wie  in    §.  54,   3.  Aufg.  Nro.  (3). 

Q x 

Allgemeine  Lösung:  Gy-\-  G1  =  eCxi  singulare:  y  =  na  sin 

(9)  y  —  B  +  (Ä  —  Bx)  cotx, 

(10)  Setzt  man  y-=p,  so  wird:  - \-pq){x)-\-pn  f(x)  =  0, 

cix  et  X 

welche  Gleichung  zu  den  in  §.  15  behandelten  gehört. 

v  ,  . 

2.     Für  y  =  u  -f-  ™  geht  die  Gleichung  über  in  : 

x 

cPu    ,  ,    1  fä^v    .      \        2  /      ,    äv\ 


n  ,   ,  .    dv        ^     .      cPu    .  .     ä   /ä2v  ,      \ 

Setzt  man:  u  4-  —  =  0,  also  — ■ -  4-  w  4-  —  (  — —  4-  v  )  — 0,  so 
cl#  d#2  d#  V^2         / 

wird  sowohl  diese  Gleichung   wie  die  vorige  befriedigt,  wenn  man 

v  =  A  cos  (x  -f-  a),  w  =  j4  sm  (#  +  a)  nimmt.     Daher  ist 
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a\  •    /      .      \    .     cos(x  +  u)\        n    f   .         ,     COSX\ 

y  =  A  \sm  (x  -f  u)  ~\ -   =  Cx  Ismx  -) ) 


,     „  f              sinx) 
+  G2  leosx \  • 


Die  Variation  der  Constanten  ergiebt  dann  für  die  zweite 
Gleichung  das  Integral: 

,  f  .  cosx]         nlt  f  sinx)     . 

2/=  C    |SflW#  -)-  ~ +    ™    \COS  % I    +   #  • 

3.  Man  substituire  y  —  —  v.    Es  wird:  y  ■=  enx  (A  -{ V 

x  \  x  j 

Um  aber  die  Methode  der  Variation  der  Parameter  anzuwen- 
den, muss  man  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  kennen.  Ein 
solches  ist  enx,  also  y  =  Cenx.    Betrachtet  man  C  als  Function  von 

.        cPC   .2  dö  B 

X,  so  wird :  — —  H —  —  0,  also   V  =A-f-  — 

äx1        x  dx  x 

4.  Setzt  man  y  —  elx,  so  wird: 

a2  A2  4-  fhl  +  aQ  +  x  (1)2  A3  +  M  +  b0)  =  0, 

oder:  a2  A2  -\~  ax  A  -f~  a0  —  0  und  b2  A2  ~\~  h  A  -f-  b0  =  0.    Sollen  diese 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  haben,  so  muss 

(a0  h  —  %  b0)  («l  &2  —  «2  &i)  =  («0  &2  —  a2  &o)2 

sein.     Ist    diese   Bedingung    erfüllt    und    A  jene   gemeinschaftliche 

Wurzel,    so  ist   «/x  =  e*^  ein   particuläres    Integral   der   gegebenen 

dz 
Gleichung.     Setzt  man  sodann  y  •=■  elx  z  und  —   =   u,    so  erhält 

man  für  u  die  Gleichung:  - —  =  —  (  2  A  4-  -4— __J__  \  d %t  Ist  hierin 

u  \  a2  +  h  %/ 

&2  2£  0,  so  ergiebt  sich  hieraus : 

log  u  — log  C — (2  A  -f-  %)#  +  (ilog(a.2  +  b2x), 
also:  y  =  ***  { Cx  -f  0/(a2  +  b2x}u  er<*x  +  *)*dx),   wo    x  =  ^ , 
^— -     2    1     — L_?  ^    jg^  a|)er  |,2=rö,  so  folgt: 


Jogu  =  logC—  (21  +  ^) 

\  a2/ 


also  #  =  6^  {0X  +   Cfe   V       ^      ia2     da}- 

(Schlömilch,  Comp.  d.  höheren  Analysis  Bd.  II.) 

34* 
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r-  .        T  ,  A  -\-  Bcosx    ^  . 

5.    Allffeuiemes  Integral:  «■*  = : Den  angegebenen 

°  ö  sin  x 

Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man  A  =  1  und  J5  =  —  1    setzt. 

X 

"Dann  ist  zt  =  tang  —  • 

t  m  •  i        <^  c^y  dp 

Setzt  man  m  der  zweiten  Gleichung  V~  =  p,  -r-h  "=■  p  — ,  so 

a#  a#2  cZ# 

ist:  l^2=  '#2  (l  — ■  (- J         +    0,   und    da   für   X  =  0    auch  p  =  0 

f  A/\2MV2 

und  y  z=  a  sein  soll,  so  folgt  0=0,  also  p=  y  ]  1  —  (  — 


1 

folglich:  C2  c2wrB  =  7 )     2  1V Da  2/  =  a  ist  für  #  =  0, 


{t-c-nv 


2  ftn  <?M  ^ 
so  muss  Cx  =  —  1  sein.    Mithin :  yn  =  —        2ng,  • 

6.  Ist   2/x    das   beiden   Gleichungen   gemeinsame   Integral,    so 

findet  man:  y1z=zCe  ~        .    Somit  ist  nach   §.  65   das  vollstän- 

dige Integral  der  ersten : 

das  der  zweiten: 

y  =  e  [A  +  BiJ   e  äx\ 

Setzt  man  den  Werth  von  y1  in  eine  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen ein,  so  findet  man  als  Bedingung  dafür,  dass  beide  ein 
gemeinschaftliches  Integral  haben,  die  Gleichung: 

cIxKp  —  p1)'    \p  — W        p  —  p' 

7.  Setzt  man :  Px  =  : — -   4-    -    -4-    ,     so    muss 

x  —  a  x  —  o  x  —  c 

nach  §.  68  die  Gleichung  stattfinden : 

Ä  +  AI  —  et,  B+B*  —  h,  0+  (P  —  z,  BC—^  (a  — b  — c), 

1  >                      1                     Y   1        1        1   \2 
C^L  — i-(b  — c  — a),  45— -(c  — a-b)j ,  — r,  )  =0 

2  2  '  Ax—a  x~h  x-cj 


«+D"+«)"M<+r- 
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Dieselbe   wird    erfüllt   sein ,    wenn    sich   A,  B,  C    den    Gleichungen 
gemäss  bestimmen  lassen : 

A  +  A2  =  a,  B  +  B2  =  b,  G-\-  C2  =  c,  2 B  G==a  —  6  —  c, 
2Ci  =  l)-c-a)  2AB^=c  —  a  — b. 
Setzt  man   die   aus    den    drei   ersten   sich  ergebenden   Werthe   von 
A,  B,  G  in  die  drei  letzten  ein,  so  findet  man  aus  jeder  die  Bedin- 
gungsgleichung : 

1 

:2 
Ferner  ist  alsdann: 

Schliesslich  wird  : 

v  =  (x  —  a)~A  (x  —  b)-B  (x  —  c)-°  {Gx+  G2  f{x  —  afA  (x  -  bfB  x 

[x  —  c)2Gdx}- 
8.    Es  müssen  m  und  n  der  Gleichung 

(m  -)-  n)  (m -f- n  —  1)  x2  -f- 2  (m 5  -|-  na)  (m -\~n  —  1)  # '+  wi>  (w  —  1)  b2 

+  2  m  w  a  1)  -\-n  (n  —  1)  a2  =  7s2 
genügen.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  m-\-n  —  1  =  0  und  m(m  —  l)b'2 

f         /  2  7s  \ 2 )  X/2 
-f-  2  m  w  a  fr  -f-  (n  —  1)  n  a2  =  h2  ist.   Setzt  man  { 1  +  ( r  )  |   =Ä, 

so  folgt:  m—  ^-(1+  Ä),   w==  — (l^Ä).     Somit  ergiebt  sich: 

,=((.+.„,+^{i(^f+B(i±i)»'(. 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  ebenfalls  y  =  (x-\-a)m  (x-^-b)1^ 
so  wird  die  Gleichung  zwischen  m  und n:  {2  (m-\-n)  (2 m-\- 2 n  -f-  1) }  #2 
-f  (8(m+w)('^4-wa)  +  (2m+l)fl  +  (2m+4»-l)^+(4^M)ft2 
-j-  (4 n-\- 1 )  (2  m-f  l)a&-|-2w(2M  —  1)  a2  =  0.  Derselben  wird  genügt 

1  11 

entweder  durch m  =  —  —und  n=Ö  oder  durch  m  =  —  --,  ^'z=z^-- 

Daher  ist :  y  =  (x  -f  a)~^  [ A  -f  £  (x  +■  &)%]. 

Setzt  man  ebenso  in  der  1.  Aufg.  des  §.  68  y  —  xml(—-x)n1 
so  muss  sein :  (m  -\-  n)  (m  -\-n  —  1)  x2  —  2  {m  (m  ~\~  n  —  1)  +•  1}  x 
~\-m{m — 1)  =  0,  woraus  folgt:  m=  —  n=  -f"  1.    Man   erhält  also 

hier  nur  ein  particuläres  Integral :  y  = 

i  —  x 
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9.    Man  setze  in  der  ersten  Gleichung  x  =  — ,  sodann  in  der 

u 

resultirenden  Gleichung  z=  —,  so  geht  die  Gleichung  -=— ^  =  axn~2  Z 

d2  t 
in  -— -  =  aa~n~2t  über.    Ist   daher  Z  =  Cp  (x)    ein  Integral    der 


>dx2 

z=z  au~n~2t  über.    Ist   daher  z  =  cp  (x)   e 
du2 

sten,   so  ist  £  ^=  ucp  (  —  j  ein   Integral  der  letzteren.     Für 


d2z 
Beispiel  ist  n  =  2,  ferner  das  Integral  von  y-^  =  Az : 

g—CleA  x+  C,e~A  x, 

daher  das  von  *¥,=  ** 

dx2 

z=xl  Gxe  x  +  C2e     x  V 

10.    Man  setze  in  der  ersten  Gleichung  x  =  : — _,  sodann 

cu  -f-  d 

t 
in  der  resultirenden  Gleichung  z  =  - — ■ — -,  so  ergiebt  sich: 

cu  +■  d 

cm2  \cj^  -f- <v 

Ist  daher  z  =  (p  (x)   eine  Lösung  der  gegebenen  Gleichung,   so  ist 

g  =  (c  te  +•  d!)  cp  ( j — _ )  eine  Lösung  der  transformirten  Gleichung. 

\ca  -f-  et/ 

a 


bu  — 


Durch  die"  Substitutionen  x  = ',y:==z 

—  u  -f- — w-f 


5  —  a 


d2#        /     Je     \2 
geht  die  Gleichung  in  Nro.  8  über  in :  u2  -—  =  ( )  .  z.    und 

a«2        \6  —  aj 

aus  dieser  folgt,  wenn  man  j  1  +  ( j )  |   =  A  setzt : 

z  =  {Au^l\-Bu~v^l)u\ 


mithin  erhält  man,  da  u  = — - —  ist, 

o  —  a  x  -f  & 


'x  A~  a  \  Va l 


,_ * 

'    (b  —  a) 


17 — vT  \  — i —  )      fi  Wle  "'über. 
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11.  Durch  die  Substitution  a-\-bx  =  e9  erhält  man  eine 
Gleichung  mit  constanten  Coefficienten,  die  nach  den  §§.  43  bis  46 
zu  behandeln  ist,  oder  man  setze  a  ~\-bx  =  t  und  verfahre  nach 
den  §§.  47,  48  resp.  wende  die  Methode  der  Variation  der  Para- 
meter an. 

12.  Man  substituire  y  =  v.e~1^f(-2X  +  a')dx,  dann  wird: 

<Pv  _  /a2 
dx2  ~~  \4 

also,  wenn  (  — •  —  b\    =  h  ist,  v  —  Aelx  +  Be~Ax. 

13.  Man  setze   y  =  yx  4"  ^»  so   bestimmt    sich  #   durch  die 

nach;§.  lÖ.integrable  Gleichung: 1-  2y1X1£-\-  X±  £2  =  0.  —  Für 

cl  x 

1               d# 
das  Beispiel  ist  ^  =  —  ,  also f-  2  to#  # .  #  4*  s^  # .  #2  =  0, 

COS  $  w  #? 

.  .  3cos2# 

daher:  0  = 


0  —  cos3  # 


14.    Man  eliminire  aus  den  Werthen  von  #,  -r- ,  -r—z  die  Con- 

a#    dx2 

stanten  Af  und  2?'.    Dies  giebt: 

F(x)  *»  _  (jy?-*»?TO  +  (w  _  d  dF^  \ d* 


dx2       \y1y2  —  2/2  y'i  ^     )  äx 

Vi  y'i  —  yr2  y'i 
yiyz  —  y^yi 


Es  ist  aber: 

*/i  2/2  —  yi  y'i =—p  (j/i  y'2  —  2/2  #i),  2/1  y'i  —  yi  y'i = a  (2/1  y*  —  2/2  y'i) 

1  /72  7^        1        d  F 

und  y^y'z^-r-z—  -\-  —  p  - \-  qF.     Setzt  man  diese Werthe  ein, 

2i  d  X  2i        cl  X 

so  erhält  man  die  im  Texte  angegebene  Gleichung. 

15.    Nach  §.  65  ist:    yx  ^  —  y2  ^  =  CeSpdx,  wo  C  eine 
Ct  x  cl  X 

bestimmte,  nicht  verschwindende  Constante  ist.     Nehmen   wir  an, 

sie  sei  positiv,  so  ist  yx  ~~  —  y2  -j^  ^  ®>  GB  können  daher  yx  und 

Cl  X  et  X 

-—  nicht  gleichzeitig  verschwinden.     Dasselbe  gilt  von  y2  und-r-^ 

dx  dx 

Ist  nun  yx  =  0  für  x  =  a  und  x  =  b,   wo  b  >  a,   so   folgt    aus 
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obiger  Ungleichheit  in  beiden  Fällen:  y2—r~  <C  0>    d.  h.   es  ".sind  y2 

d  x 

und  -r—^  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.    Wächst  aber  x  von  a 
et  x 

bis  b«  so  muss  nach  einem  bekannten  Satze  -——  für   einen  gewissen 

clx 

Werth  X  =  et  innerhalb  dieses  Intervalls  sein  Zeichen  ändern; 
folglich  muss  auch  y2  sein  Zeichen  ändern,  bevor  &•  gleich  b  gewor- 
den ist,  d.  h.  es  verschwindet  y2  für  einen  Werth  von  x,  der  zwi- 
schen zwei  auf  einander  folgenden  Wurzeln  x  =  a  und  x  =  b  der 
Gleichung  y±  =  0  gelegen  ist.  Ebenso  giebt  es  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Wurzeln  der  Gleichung  y2  —  0  einen  Werth, 
für  welchen  y1  verschwindet,  Es  verschwinden  daher  y1  und  y2  bei 
wachsendem  x  abwechselnd  nach  einander.  —  Wie  leicht  einzusehen, 
gilt  dies  aber  nur,  so  lange  yx  und  y2  endlich  und  stetig  bleiben. 
(Sturm,  Cours  d'Anal.  Bd.  II,  S.  139.) 

16.    (1)    y  =  (?!  cosec  & -\-  C2cot& — •%•  —  2cot-  logy cos- y 
(Vergl.  Nr.  5.) 

(2)  ,  =  ^3  (4+0, /^  +  «"} 

(3)  Bei  Gleichungen  von   der  Form 

mM  °Py  A-  X  d(p(-X)  ^  4-  f(x)U  —  0 
9  {X)  dtf  +  2   ~dT  äx  +  f  {X)y  -  ° 

/clx 
.___-__   ^r  ^    Dadurch  geht  diese  Form 
{(p(x)}^ 

über  in:  -y-^  -f-  f\  (t)y  =  0,    wo  fx  (t)    aus  /(#)    dadurch   entsteht, 

CiL" 

dass  man  für  x  seinen  Werth  in  t  setzt.  —  In  unserem  Beispiel  wird 

P         dx 


y  =  Äent  +  Bern\  wo  * 


(1  +  ax2)1^ 


(4)   "2/  =  Aent  +  Be~nt,  wo  t  =  /  -7-^7— w*  •    Uebri' 


gens  geht  diese  Gleichung  aus  der  vorigen  hervor,  wenn  man  darin 


—  statt  X  setzt. 
x 


r>n  X 

(5)     Setzt  man  y  =  — —  #,  so  folgt: 

x 


und  hieraus : 
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cPv 

x2  —  -  —  a  (a  —  l)v  =  xa+2 ; 

Cv  X"1 

v=Axa  +  Bx1-a  -f  ^-j^-~rry,  %aJr2> 


(6)  Man  setze  y  =.  (a  —  x)1  (a  -\-  xY  und  bestimme  l  und 

A  B 

u  zweckmässig.     Es  folfft:  y  —  7 77  4-  7 ; 77' 

1  6  °     J        (a  —  xY        (a  +  xY 

(7)  {(3  —  x)  ~  +  3a;  — 6  }  {-^-  —  l)  y  =  0.   Hieraus: 


^^°""ÜJ  Vi 


x 


y  =  ex{A  +  Bfe2x(3  —  xYdx}- 

17.  Die  Relation   zwischen    §  und  B  lässt  sich  in   der  Form 
schreiben:   —  (-—)  =  1,     also:     Q  =  (x  -f-  tt)  JB,    wo  a   eine   be- 

Cv  X    \Sl  / 

stimmte  Constante  ist.    Die  gegebene  Gleichung  ist  also: 

Setzt  man  y  =  (x  -f-  a)u,  so  eiiiält  man: 

r     dx       -  f^pHdx 

•  =  *  +  */<&?>  J  *    ■ 

CB2  -  fpäx 

oder:  u  =  A  -{-  B  I  —e  dx.  —  Da  jene  Relation   sich  auf 

das  Verhältniss  —  bezieht,  so  würde  die  Multiplication  der  Gleichung 
M 

mit  einem  Factor  zwecklos  sein. 

18.  Setzt  man  zur  Abkürzung  (c3  —  V)V*  —  c  =  2coc1  (c2  —  fc)Va 

xa 

4-  c  •=■  2c  ß  und  substituirt  man   11  =  7- r,  #,  so  erhält  man 

J       (2  c  —  xy 

für  v  eine  exacte  Differentialgleichung,  deren  Integration  giebt : 


äv  x-\-2ac  .     ,         Y(2c  —  x)1?   7 

7-  +  2^ :,  —  A  +  a dx, 

dx  2  ex- — x2  J         xa 


und  hieraus: 

(2c  — s)a/»fp        /°       Ba«        /  r(2c  —  xf    7  \  .   | 

(Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  Bd.  8,  S.  708.) 


538  Anhang. 

19.  Setze  x==--    [Vergl.  Nr.  16,  (3)].     Es  wird: 

z 

y  =  A  cos (-  B  sm  —  • 

X  X 

20.  Transformirt  man   zu  #,  so  geht  die  gegebene  Gleichung 
.      d2y/dz\2.   dy/d2z   ,    ^dz\  .    ^ 

über  m:  d7>  W>  +T*\Ä*+pTxr  Qy=0' somit  musssem: 

— -  4-  P F  (ß)  [  —  )    =  0 ,    also    nach    der   2.  Aufgabe   des 

eto8^       d#  v  J  \clxj  '  8 

§.  67,  S.  517  f  dze-SF^dz=  f  dxeSFdx,  und  ferner  Q  =  ®{z)  f -^  J 

oder:  Qe2fFdx  =  ®(z)  e2fF^dz. 
Für  das  Beispiel  ist 

P  =  —  - ,  Q  =  x2  (ex*  —  w2) 

und  F(z)  =  — ,  demnach  &  =  e1/^2  und  0(#)  =  1 -,  was  mit 

z  z2 

dem  Werthe  von  O?  (z)  in  der  zweiten  Gleichung  übereinstimmt. 

B 

21.  Setzt  man  v  —  e  ,  z~~xw,  so  wird  £4  -r-^-  =  (B2  —  Ä)w. 

Ct  Z"1 

(Vergl.  Nr.  9.)     Daher,  wenn  (ß2  —  w4)Vs  =  oc  ist, 

B  a  a 

v  =  i  {üj  +  G,e~'~). 
Soll  nun  die  zweite  Gleichung  in  die  erste  transformirbar  sein, 
so  muss  nach  §,  64  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

.Lf"i+a,(s-if-')-(«-K-',)=* 

wo  P  =  —  -f-  —     ö  =  -i-    JS=  -7  -I ,  S=  — :    ist,   und  dies  ist 

der  Fall,   wenn  B'2  =  4:B2  —  4  A  -f-  ft  ist.     Zwischen  ^/  und  l>  be- 
steht die  Gleichung: 

yCy)  *eSpdx=veSBd*  odGYy  —  2-^e-^-^B^x~2+Bv, 

mithin  y  =  d  ^/2^  +  (^-A)1/2]^"2  _|_  c3  e[y2B'-(^-A)Va]*""2. 


22.    Die  transformirte  Gleichung  ist 
/d  z\ 
\dxj 


d2z         /dzY2       dlogP  dz 2 

dx2        \dx)  dx      dx 
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Setzt  man  die  rechte  Seite  zunächst  gleich  Null,  so  folgt  nach  der 
1.  Aufgabe  in  §.67:  z  =  B  ~\-  log  (A.  -f  a/Pdx).  Wendet  man 
nun  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  an,  so  erhält  man 
die  Gleichungen : 

dB  ,  1  dA  _  clA  TW  .    ,        /.-r,  ,  x„ 

\-~~- — — -—  =  0   und  — -  =  —  aP(A  -f  a  fPdx)2, 

dx      A-\-ajPdx  dx  clx  v       '       J  J" 

aus  denen  folgt: 

e2a/Pdx  __  n  e2afPdx    I      Q 

A  +  *fPäx  =  jr/Päx  +  Ci,  B  =  C2  +  log       ^/pdx       - 

Demnach  ergiebt  sich :  $  =  C2  -\-  log  (eafpdx —  G±  e~afpdx)  und  end- 
lich :  y  =  G'  eafFdx  -\-  C"  e~~afpdx.  —  Weit  einfacher  gelangt  man 
zum  Ziele,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  nach  §.15  so  auf- 
löst, als  ob  P  die  gesuchte  Function  wäre.     Es  folgt  so : 

^Y=  a2  (C+y2)  P2  und  daher:  y  =  d  eaSpdx  +  C2  e~aSpdx,  oder 

Cl  Xj  a- 

man  multiplicire  einfach  mit  —  —  • 
r  P3  dx 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  y  =  P1^,  in   der  zweiten 
v  =  ae~fXdx,  so  erhält  man  jedesmal  die  Gleichung 

ä2u_l       (1  /l    dP\2       d    /l  flU?\  9      1 

^-~2  Map  ^y""^\p^y  +  2a  rT 

Daher  ist:  u  =  p-V*(C  eafpdx  +  C" eraf*dx)  und 

A  =  p-Va    {Cf'e/CaP-^da;^  £f»  g-V(aP  +  2C)da>  }. 

23.    Sind  w  und  ß  willkürliche  Constanten,   so  ist  nach  §.67 

—  6ß2 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  in  6:6  =  y — ^t2' 

\{x      06)-      p  } 

Da  nun  6   die    Schwarz 'sehe  Abgeleitete  von  y  nach  #  sein  soll, 

so  erhält  man   y  mittelst  der  Gleichung  y  =  —,  wenn  vx   und  v2 

v2 

zwei  von  einander  unabhängige  particuläre  Integrale  der  Gleichung 

-7— ™  +  TT  <*  v  =  0  oder  —^  —  r, ^ -^^  v  =  0  sind.   Man  lost 

d#2~2  d#2       {(ff  —  a)2  —  ß2}2 

diese  Gleichung  nach  der  Methode  des  §.68  und  zwar  ist 

2  ß  —  (x  —  a) 


{(nr,  — 
und  v 


(x  —  M  +  jg)3!1/*  rO  — 06  +  ffi2  +  ^(^  —  <*)- 
—ZTTZT^"  J  ;  (Ä  _  a  -f  ßy 
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Hieraus  folgt:  y  =  — -, r~ß\^~r~x~7 ^°       -Ua      >    ">   ^1? 

#i>  ^2>  ^2  willkürliche  Constanten  sind,   so  kann  man  hierfür  auch 

,     ~     "  A  +  Bx+Cx2 

schreiben :  y  =  ~tt~x — ^r — i — 7¥~~o ' 

J        Al\B!x-\-Gx2 

24.    (1)    y  =  Gx.    (Gerade  Linie.) 

/  c  \2      /  c  \2      c3 

(2)  (  x  —    -  "sm  a  J  4-  [y—  ö  6,(9S  a)  —  T*  (Kreis-) 

(3)  (^+0){(y+C)8-^}1/a- 

«2 log{y+G-  [(y  +  C)2  -  a2^}  =  2 «  (a  +  d). 

(4)  «/  +   d  =  |  (e   a    +  e       a  .)•  (Kettenlinie.) 

(5)  (0  -  0)%  +  2/%  =  d%. 

(6)  a;  --f   C  =  ^  (e   c    +  e       c     )•   (Kettenlinie.) 

(7)  ^=} — - ) 

In  allen  diesen  Aufgaben  sind  die  willkürlichen  Constanten 
derart  zu  bestimmen,  dass  der  vom  festen  Punkte  A  aus  gemessene 
Bogen  auch  wirklich  die  in  der  Aufgabe  dargestellte  Bedingung  erfüllt. 

25.    Die   allgemeine  Gleichung   einer  Parabel  ist:   (ax  -\-  by)2 

-f-  2ux-\-2ßy-\-y  =  0.     Soll  die  Parabel   die  Coordinatenachsen 

berühren,  so  nmss  cc2=.ya2,  ß2  =  yb2  sein,  und  soll  die  Berührungs- 

a2       (P 
sehne  eine  constante  Länge  l  haben,    so  niuss  — -  4-  —   =  l2    sein. 
&  a4       ?>4 

Eine  weitere  Gleichung  erhält  man,  wenn  man  die  Parabelgleichung 

(%  _L_  ß  p 

ditferentiirt.     Dies  giebt:   ax  4-  by  = — Aus    diesen 

a-j-bp 

fünf  Gleichungen   sind   die  Constanten   a,  b,  a,  ß,  y  zu    eliminiren, 

wodurch  man  erhält :  (px  — ■  yY  (a?2jt?4  +  V2)  —  ^2  %2  y2P4:-    Setzt  man 

ff  /Y)  40 

x  =  l;2,  y  =  ri2   und  —~=:pu  so  folgt:  rj=p1l;  —  l1/2  lx 


d  §       ll>  ö       '  ~~li  b  (1   +  pfiK  ' 

und  hieraus  c§  —  ri  =  cl1^  (1  4~  c4)1/4  oder  in  rationaler  Form,  und 
wenn  man  c2  =  cot  a  setzt  : 

(#  —  y  tang  cc)2 ' —  2  Z  sm  o«  (x  -f-  2/  to#  #)  +  ^2  sm2  #  =  0. 
Ist   die  Berührungssehne    nicht  von   constanter  Länge,   so  hat 
man  a,  b,  cc,  ß1  y  aus  den  Gleichungen 
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(a  x  -\- b  y)2  +  2  cc  x  ~j-  2  ß  ?/  -f-  ?;  =  0,  ax  -\-  by  =  - 


a  -)-  bp' 


zu  eliminiren.    Man  erhalt  dann  : 

cPy  /dy\2   ,        d# 

^  ^^3  V<W  da? 


26.    Die  Differentialgleichung  der  Curve  ist: 
"dy~ 

dx 


s?i«  + 


•»+  »(§)=»- 


Ein  erstes  Integral  derselben  ist,  wenn  —  =  p  gesetzt  wird : 

Cl'X 

Qenarctangp  _±_  — .  n     I    p2)3/2# 
Cv  X 

Für  arc  to#  p  =  t  erhält  man  die  beiden  simultanen  Gleichungen 
der  Curve: 

x  —  a=  Gr  ent  (n  cos  x  -j-  sin  t),  y  —  b=  Gf  en  *  (n  sin  %  —  cos  r). 
Die  Curve  ist  eine  logarithmische  Spirale. 

27.  Nimmt  man  die  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte 

zur  x- Achse,  ihre  Mitte  als  Coordinatenanfangspunkt  und  setzt   die 

Entfernung   beider   festen  Punkte   gleich  2  e,   das  Product  der  von 

ihnen    auf   die    Tangenten    gefällten   Lothe    gleich   b2    und    endlich 

b2  -f-  e2  =  a2,  so  wird  y  =px  -f-  (b2  -f-  a2p2)^,  daher  als  allgemeines 

x2        v2 
Integral:   y  =  Cx  +  (b2  -f  a2  C2)1^   als  singuläres :  —  +•  ^  =  1. 

Liegen   die   festen  Punkte   auf  verschiedenen  Seiten    der  Tangente, 
so  ist  —  b2  an  die  Stelle  von  b2  zu  setzen. 

28.  Bezeichnet  Q  den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der 

gesuchten  Curve   und   <p   den   Winkel,   welchen    derselbe   mit   einer 

constanten  Kichtung,    die   wir    als  x -Achse   nehmen,   bildet,    so   ist 

dx  =  Q  cos  <p  dtp,  dy  =  Qsincp  äcp.    Sind   q1  und  cp±  die  Coordi- 

naten    des    dem   Punkte    ($,  (p)    entsprechenden   Punktes    der    ab- 

% 
gewickelten  Curve,  so  ist  cpx  =  (p  +  ~ ,  daher  dcp1  —  d  <p,  und  da 

das  Bogenelement  der  Abgewickelten  gleich  cIq  ist,  so  ist  dQ  =  Q1dq). 
Ist  die  abgewickelte  Curve  der  ersten  ähnlich  und  n  das  Aehnlich- 

keitsverhältniss,  so  ist   Qx  =  nQ,   somit  —  =  wcZqp,  &ho  Q —ce*1?* 

9 
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Mithin  wird:  dx  =  cen(Pcos  cpdcp,  dy  =  cen(P  sin  cpdcp.  Hieraus 
folgt : 

x  —  a  =  -r— : — -  en(P  (n  cos  cp  -f-  sin  cp), 
n1  +  1 

y  —  b  =    0  ,    „  ew<P  (n  sin  cp  —  cos  cp), 

die  simultanen  Gleichungen  einer  logarithmischen  Spirale. 

29.  Die  Differentialgleichung  der  Curve  ist: 

d2y        .,    ,    /dy\2      _  .pdp  dy 

ny— ~  —  1  -f  (-^-     ,  oder:  w  rVH  =  — > 
*  d#2  '     \dxj  1  +p2         2/ 

1_  2  2  ü 

woraus  folgt:  # —  a  =  bnj  (yn — bn)~^dy.     Setzt   man  y  —  u  ,  so 

1  w  2 

wird:  x  —  a-=  —  bnj  u       (u  —  b'n)'~lfe  du,  und   hieraus  sieht   man, 

dass  sich  die  Integration  in  endlicher  Form  wirklich  ausführen  lässt, 
wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Ist  n  =  2,  so  wird  (x  —  a)2 '=  4  b  (y  —  b), 
die  Gleichung  einer  Parabel.     Ist  w  = —  2,  so  wird: 

b                b  —  2y        n  _w 

#  —  a  =  ■-  arc  cos  —— {by~—yI)/% 

die  Gleichung  einer  Cycloide.    Für  w  =  1  erhält  man: 

(x  —  a  x  —  et- 

T~  .  b 

e       +e 

die  Gleichung  einer  Kettenlinie,  und  für  n  =  —  1  wird:  (x  —  a)2 
~\-  yt  =  b2,  die  Gleichung  eines  Kreises. 

30.  Bezeichnet  m  die  trigonometrische  Tangente   des  Schnitt- 
winkels, so  sind  die  Grössen  a  und  b  aus  den  Gleichungen 

y        x 

m— 

x2    t    y2        1      9      79        .  b2       a2 

1,  a2  —  b2  —  e2,  p  = 


a2    '     b2  '  '  *  y     t         x 

b2    ^  «^ 

zu  eliminiren.    Man  erhält: 

[m# -\~y  -{-  (my — x)p]  [x — my~\-  (mx  ~\-  y)p]  =  e2  (m — p)  (1  -\-  mp). 

Setzt  man  x  —  m  y  +  (m#  +•  #)p  =  -M"(l  +  mp)  und  ilf  [wa  x-\-  y 
-{- (my  ~— x)p]  ^=  e2 (m—p),  und  eliminirt  p  aus  diesen  beiden 
Gleichungen,  so  folgt :  (x2  +  iß  -f  e2)  M"  =  x  (M2  -f  e2).  Differentiirt 
man  diese  Gleichung  und  eliminirt  man  dann  aus  der  dadurch  ent- 
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stehenden  Gleichung  und  aus  irgend  zwei  der  letzten  drei  Glei- 
chungen die  Grössen  y  und  p,  so  erhält  man  eine  Differentialglei- 
chung zwischen  M  und  X,  die  sich  darstellen  lässt  in  der  Form: 

md(xM)  x  

H7o  "i    lvT~/  wF7         ^ 


{e^xM)  —  {xMfyh    '   M/    __  M\ 
x  \  xj 

und  die  integrirt  giebt: 

!  _  ( i  _  E\% 

-  2marctang  {^-1)   +  log  -—±——  =  C. 

Hierin  hat  man  nur  noch  für  .M"  seinen  aus  der  Gleichung 

(x*  +  y2  +  e2)  M=  x  (W  +  e2) 
sich  ergebenden  Werth   einzusetzen,   um  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten   Curve   zu    erhalten.      (Mainardi   in    Tortolini's   Annali    di 
Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  T.  1,  p.  251.) 

31.  (i)  I2  +  v2  =  Qn- 

(2)  £(1  —  l2)1/*  —  n  (1  —  n2fk  +  <*rc  sin  {f  (1  —  rffl* 

-va-m  =  0. 

(3)  Die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  ist: 
Hierin  setze  man  ^  =  |w.    Dann  wird: 

c+zog^y(i_M)(l+M+3M2+M3+M4)^-zog(i-w) 

(1  -f"  w)3  dw 


/; 


(1  —  u)  (l+u  +  3u*  +  uz  +  w4) 


In  diesem  Integrale  substituire  man  u  +  —  =  #,    dadurch   erhält 
man: 

/i  i  t  ■•*    n     r    (^+2)^       1 7    (*— 2)4 


2    QV  ,        2^+1 


7  '       ^      31/* 


i2  +  ^2. 

somit,    da  £  =  — z ist: 
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r 1         §  —  rj 

—  7  l0Cj  JWVWVlnWTW^Wt]' 

—  -  •  3V2  arc  fang  -^-  T    oi/1^1 ' 
(4)    Die  Differentialgleichung  der  Trajectorien  lautet : 

«•+*>(«  3 -')='(«sw 

wenn  2  e  die  Entfernung  der  beiden  festen  Punkte  bezeichnet,  die 
Verbindungslinie  derselben  als  x  -Achse  und  die  Mitte  dieser  Ver- 
bindungslinie als  Anfangspunkt  genommen  wird.     Setzt   man  dann 

| r\  ■==.  %i,  -  =  v,  so  geht  die  Gleichung  über  in:  äv  -| -=e-  — , 

und  es  wird:  |2 —  ^2  -j-  G^fj  =  e2.  Die  orthogonalen  Trajectorien 
einer  Schaar  confocaler  Cassini 'scher  Curven  sind  daher  gleichseitige 
Hyperbeln,  welche  denselben  Mittelpunkt  haben  wie  jene,  und  deren 
Achsen  sich  der  Lage  und  Grösse  nach  ändern. 

X  X 

32.  Es  soll  sein:  xfy2dx  =  2yfxydx.    Hieraus  folgt: 

a  a 

dx2       x  dx       y  \dxj  ' 

und  daher  nach  der  2.  Aufgabe  in  §.  67:  - — =  1.   Die  Veri- 

x°  iß 

fication  zeigt,  dass  A  =1  —  j    zu   setzen  ist,  demnach  ist   die  Glei- 
chung der  Curve :  (  —  )    -—(  —  )=  1. 
W        \yj 

33.  Um  derartige  Probleme  zu  lösen,  bemerke  man,  dass, 
wenn  BTS  die  gegebene  Curve  darstellt,  welche  auf  der  Geraden 
0  X  rollt  und  dieselbe  in  T  berührt,  ferner  A  P  C  die  vom  Pole  P 
beschriebene  Curve  ist  und  sodann  OX  als  x- Achse  genommen,  also 
OM  =  x,  PM==y  gesetzt  wird,  die  gerade  Linie  PT  ein  Radius- 
vector  der  gegebenen  Curve  und  zugleich  Normale  an  die  gesuchte 
Curve  ist.  Sind  daher  r  und  &  die  Polar  eoordinaten  des  Punktes  T, 
so  ist  zunächst  die  Gleichung   der  rollenden  Curve   dadurch   erfüllt, 

also  (1)  F(r,&)  =  0,  und  ferner:  (2)  r  —  y(l  +  ■  p*)\  wo  p  =  y- 

Da  nun   PM  senkrecht  auf  der  Tangente  an  die  gegebene  Curve 
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und  zugleich  Ordinate  y  der  gesuchten  Curve  ist,  so  ist  weiter: 
(3)  r*ä&  =  y(dr*-\-r*dft*)y*.  Aus  (1),  (2),  (3)  hat  man  schliess- 
lich die  Grössen  r  und  01  zu  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  ge- 
suchten  Curve   zu   erhalten.    —    In    unserem   Beispiel   ergiebt   sich : 

1—  m  2m 

y  =  a(l  +i»*)  2w  ,  oder  dx=  j(JV^-  \V  *  dy.    Ist  m  =  l-, 

x  —  1)  x  —  b 

so  wird  y  =  —le         -\- e       a    )•    Die  beschriebene  Curve   ist  also 

eine    Kettenlinie,    die   vom   Brennpunkt   einer  Parabel  beschrieben 

wird.    Ist  m  =  2,  so  wird  x  —  b  =  a2    /  — — —-tttt  •        Die  Curve 

J   (y4~-a4)1/a 

ist   eine    sogenannte    elastische   Curve,  die   vom  Mittelpunkte   einer 

gleichseitigen  Hyperbel  beschrieben  wird.     (Frenet,  Kecueil  d'Exer- 

cices  p.  365.) 

34.    Differentiirt  man  die  Gleichung  —  =   cp  (x,  y,  c)   nach  x, 

.        cPy       dcp    .    dcp  dcp       dcp 

so  wird:  -—=—?-  -f-  ^  cp,  also  :/(#,"*/)  =  -: \-  ■—-    cp.   Diffe- 

dx2       dx    '    8 #   ^  ^  v     J/         öx    ]    oy   ^ 

rentiirt  man  dies  in  Bezug  auf  c,  so  ergiebt  sich: 


oder: 


d2cp      .    dcp  dcp    ,     82cp 

e)  #  ö  c        de  d y       dyde 


d    /dcp\    ,    d    /dcp 
0=^x(jc-)  +  dy(dc-(p 


Dies   ist   aber    die   Bedingung    dafür,    dass    der    Ausdruck   -x —  dy 

7—~cpdx   ein    exaetes   Differential   ist.      Man    erhält    daher   als 

de 


Integral:  /  ~-  {dy — cpdx)  ~  0. 


d  %\ 
Differentiirt  man    -~  =  y  cp  (x)  -f-  e ty  (x),  so  folgt: 

(i  X 

^l=y(<p*+(p>)    +    C(9*  +  *'), 

also  y  (1.  -f-  2  tf<m#2  x)  =  y  (cp2  -(-  cp')  +  c(op  #  -f  ^')-    Differentiirt 
man  diese  Gleichung  nach  c,  so  erhält  man : 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  35 
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also  i\>  (x)  =  e~^^dcß,  ferner:  <jp2  +  y'=  1  -f  2tcmg2x,  also  qp(#) 
=  tangx  und  ^  (V)  =  cos  x,  somit  — -  =  y  tang  x  +-  ccös#.  Dem- 
nach : 

/cös  #(d# —  ytangxdx  —  c  cös  xäx)  =  0 

—  f  (cos  x  dy  —  2/sm  #  das)  —  cfcos2xdx, 
und  schliesslich :    y  cos  x  —  -  c  (x  +  s«w  #  cos  x)  =  C. 


V.   Capitel. 

§.  83. 
2.  Aufgabe. 

(1)     Setzt  man  xy  —  u,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

-— -  -4-  c30CU=O. 

dx2 

Ist  also  w  =  ^4  und  -—--=.  B  für  #  =  0,  so  folgt : 
dx 

{  1  14  14   7  1 

u  =  xy  —  A    l—-^(^)3  +  -^j-(c(r)6 gj— (CÄJ)9  +  ' '  j 

+  Bx  jl  -  |j.  (cxY  +  *£  (^)b-  2T|^  (Cfl?)»  +  ..-} 

(  )    #_4  I1  —  gTi  +  3.4.7.8        3.4.7.8.11.12 +  " 

ax^    ,       a2x8  azx12  ,        } 


f  Bx    1  —  ~~  + 


4.5    '    4.5.8.9        4.5.8.9.12.13    '         j 
3.  Aufgabe.    Die  angegebene  Lösung  erhält  man  bei  der  An- 
nahme,   dass    y  =  A    sein    solle   für   x  =  0.      Es   ist   dann  ( -r-) 

W/o 

fdn  y\  A 

=  —  m  A  und  allgemein:  (  — —  )  =  ( —  l)nmn  -— • 

§.  85. 

1.  Aufgabe.    Setzt  man  y  =  A0  x?  -f  Ax  x^1  -f  A2  a^+2  -| , 

so  folgt :  p  (p  -f-  2  w  —  1)  =  0,  also  p  =  0  oder  p  =  1  — -  2  w,  ferner 
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A±  =  0  und  AA  (p  -\- x)  (p  -\-  x  -{-  2  n  —  1)  -)-  m  A^...2  —  0.    Hieraus 
erhält  man  :  ^2*+i  =  0  und  ferner  für  p  =  0 : 

A2x  =  (—  1)'  ^X~2^  .  (2n  +  1)  (2n  +  3) .  .7(2w  +  2x—  1)  ^°' 

dagegen  für  jö  =  1  —  2n: 

my' 
A2X  =  (—  l)x  2.4...  2x.  (3  —  2w)(5  —  2^)T7(2%4-1~~27)  Äq' 

Mithin  ergiebt  sich : 

m2x^ 


«   =   -41—    — -r T-~  + 


2.(2w+ 1)    '    2.4.(2n  +  l)(2w+3) 

^  \  2.(3—  2w)  ^2.4.(3  —  2ri)  (5  —  2w)  j 

3.  Aufgabe.     Nach  der  3.  Aufgabe  in  §.83  ist  ein  particuläres 
Integral  dieser  Gleichung : 

XX2  x°° 

Vi—     —  Ja  +  (2!)"2~  (3jy2  +  ■  *  * 

Setzt  man  y  =  yx(A  -\-  B  log  x)  -(-  iv,  so  folgt  für  w  die  Gleichung : 
d2io    .    clw    ,  -r^äih 

dx2        dx  dx 

„/  X  X2 

—  2B  (  1 


1.2    !    (2!)2.3        (3!)2.4    '    (4!)2.5 

von  welcher  ein  particuläres  Integral  zu  bestimmen  ist.     Setzt  man 
dazu:   w  =  B0  +B1x-\-  B2x2-\ ,   so   wird:  J30  =  0,  BX  =  2B, 

4JB,+2?1  =  -B,...,  (n  +  l)2Bn+1  +  Bn^(~ir^^_^y 

f  3x2    .    11#3       50x*    .        } 

daher  w  —  2B^  -   _+—  —  —+...  j. 

4.  Aufgabe. 

,    {        a2    0  ,    a2(a2-4)    .       a2(a3-4)(a2-16)   .  ,      ) 
(1)    y=^|i_-a;»4--S^r-^4-— ^p— W"j 

,      ,     f           «2— 1      o   ,    (a2~l)(a2  —  9)     ,  1 

+  Äl  \x  -  -~wr~^+   J~ ^ -..-),. 

^4 
oder:  y  =:  A0  cos  (a  arc  sin  x)  -| sin  (a  arc  sin  x). 

35* 
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(2)    Ein  particuläres  Integral  ist: 

*='+©w(^)W(i^y««+... 

Wir  setzen  dann  y  =  y{  (A  -f  Blogx)  +  w  und  erhalten   dadurch 
für  w  die  Gleichung: 

«d-*«)S5+(l-8*«)^-*«=-2B((l-*«)^-*4 


rf  #2  d  #  l  <i  # 

(1\2  /l    3\2  /l    3    5\2 

-  )  #2  +  a2  (  2^4  )  ^  +  a*  \2    4    6)  ^  +  * ' 

an,  so  ergiebt  sich  zunächst: 
a;(l-a;«)^+(l-3*»)^-a;«=«1*+3»^-j  fe-%)^ 

(1   3\2  /l   3    5\2 

2^  j  («3  —  «2)  xs  -f  72  (^2^J  («4  -  «s)  «7  +  •  ■ 


Andererseits  ist : 

„,  dtfi  1        „  f      .  3  /1\2    „   t    5  /1.3\ 

xb 
:  \2 .  4./ 

7  /1.3.5' 


H^t--HK©*^Köy* 


■f  ■ 


4  \2.4.6 

und  hieraus  findet  man: 

-='(®,-+G^)'(,+r-> 

+G4S),0+.W.)-+-]- 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  anders  schreiben.    Setzt  man  näm- 
lich yx  —  $£,  ferner:    Ä0  =  *>  $i  =  *  "f   (£)V  ®2  =  1  +  Q")^2 

1    3\2 

— ~  )  X4, . . . ,  so  erhält  man  : 

w=2BJr|2-(«-«o)4-37i(Ä-Äi)+  öTg^-fls)  +•••}■ 

Somit  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung : 

y  =  &{A  +  Blogx)  JtZB^y^  (ft-ff„)  +  ^  («-«i)  +  ••  •)• 

Sind  nun  K  und  ÜT'   die  beiden  vollständigen   elliptischen  Integrale 

erster  Art,  also : 
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1  l 

K_  r  ciz ,     r cu 

~~J     {(l-£2)  {l-x2z2)}^'  J    {(1-£2)(1-(1-£2)£2)}V 

2 
so  ist  ^  =  —  K  und 

7t 

2 

Setzt  man  daher  schliesslich  noch  —  (A~\-B  log 4=)  =C\  und  —  2B=C2, 

so  wird:  y  =  Gi  K  -f-  C2K\  woraus  hervorgeht,  dass  der  gegebenen 
Gleichung  als  particuläre  Integrale  die  beiden  Periodicitätsmoduln 
der  elliptischen  Functionen  genügen. 


§.'  86. 

1.  Aufgabe.     Setzt  man  y^=.yxv,  wo  y1  =  xiex   ist,    so  folgt: 

d2v    .    ,      .    JN  dv        ^     _  .    ,    _    P  dx 

x  — -  4-  (x  4-  4)  —  =  0,  also  v  —  A  -\-  B      — —  • 

-  d#2    '    v      '     J  dx  '  '      J   exx± 

2.  Aufgabe.    Ein  particuläres  Integral  ist: 

4  9    ,  4.5 


22„1  '     (22_1)(32_1)^ 

4.5.6 


(22  —  l)(32— -1)(42— 1) 
oder  in  endlicher  Form:  yx  —  e~ x(x—~  —  x2\    Das  andere  findet 

man  am  einfachsten  durch  Anwendung  von  §.  65,  wonach  wird: 

/         1       \    C  exdx 

y2  =  e~x  (  x  —  -  x2)J  - 


§.  87. 


2,  Aufgabe.     Man  erhält: 

/         4  2 

y  =  Ax~2  (l  —  -X  ~\-  -X2 

+  Bx2(l-~^—  x  +  4*6 


32—4        '    (32— 4)(42—4) 
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q  —  2  m 

3.  Aufgabe.    Setzt  man  y  =  —  e  ,  so  erhält  man  für  z 

x 

cP z         2  dz        o2 

die  Gleichung:  — — •— -  =  —  z.     Daher   ergiebt  sich   nach  der 

ö     dx1         x  dx         4 

q2 
1.  Aufgabe  in   §.  85,  wenn  man  daselbst  n  =  —  1    und   m  =  —  — • 

setzt : 

1  /#_?Y 1 

~~  271. 6.8.  lTsTö"  \2~/  J 

1     /##Yi  1 


+  JBa?3    1  + 


2.5  \2  7    '    2.4.5.7  V  2 


1    2.4.6 
oder  in  endlicher  Form  : 


.5.7.9   \2  /   ^      J 


=  ^('-¥>'+*('  +  f) 


e 


§.  90. 

1.  Aufgabe.  Soll  aus  der  Gleichung  u  =  x  -\-  t  <p  (u) ,  in 
welcher  qp  eine  gegebene  stetige  Function  ist,  u  als  Potenzreihe  von 
t  dargestellt  werden,    so  geschieht   dies  nach  Lag  ränge  durch    die 

n=^  dn  —  lfq)  (x)~\n    tn 

Formel :   u  =  x  +•    V L^  \  yj .    und  zwar  stellt  diese  Reihe 

n  —  l 

diejenige  Wurzel  jener  Gleichung  dar,  welche  den  kleinsten  abso- 
luten Betrag  hat,  und  sie  convergirt  für  1 1 1  <C^  T1  wo  T  den  klein- 
sten absoluten  Werth  darstellt,  den  man  t  ertheilen  muss,  damit  die 
Gleichung    u  =  X  +■  t  q)  (u)    zwei    gleiche  "Wurzeln  besitze.     Setzt 

?  1 

man  nun  cp  =u2  —  1,  #  =  -- ,  also  w=- x  +  TT  -^  (^2  —  *)>  so  folgt : 

u  =  —  +  —  (1  —  2  $x  -\-  Z2)l/*.    Ferner  ist  für  reelle,  zwischen  -j-  1 
Z       z 

und  —  1  gelegene  Werthe  von  x :  T=  1  ;   daher  lässt  sich   für  alle 

Z,  deren  absoluter  Betrag  <  1  ist,  diejenige  Wurzel  von 

u  =  x  -\-  -  (u2  —  l), 
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welche  den  kleinsten  absoluten  Betrag  besitzt,  in  eine  convergente, 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln, also : 

1        1-  „  .      9N1/  ,   ^  d»-1  (x2  —  l)n       zn 


-  (i— 2x#  +  0*y/*=x+  y] 


n  =  l 

Differentiirt  man  beiderseits  nach  x,  so  folgt: 

(1    —    2X0  +  ^)~^==     X    -      V     7    „      ^      -~ :• 

n  =--  0 

Nun  ist: 

(x2  —  l)n  =  x2n  —  ~  x2n~2-] 

+  („  1).  n(n-l)...fr-*+l)  x2n_2k  +  _ 

Differentiirt  man  dieses  w-mal  nach  einander,  so  wird: 

1       d«(x*-l)»  =  1.3...(2n-l)  <  n(n-l)  . 

2n.n\  dxn  nl  {  2(2^—1)  '         ~r 

i   /      lVc         n(n— l)...(n  — 2ife  +  l) rn__2,  ,   . 

~rK        ;  ~2A...2k.(2n  —  l)...(2n—  2fc+l)  " 

Dies  ist  aber  genau  die  Reihe  für  Pn(x),  daher: 


cln(x2—l)n 
clxn 

Setzt  man:   v  =  (1  —  2#£  +•  £2)-%,   so  folgt: 


n=0  » = 0 


~  1 

i 

8  - 

32- 

t> 

# 

— 

— 

—   ##.    ~ — TT 

8a; 

'  dx2 

1 

~    1 

8- 

82  - 

^ 

0 

1*- 

-,),,---- 

dz 

2  ,,3_ 


#zfl' 


ferner :  -^  =  0  —  as)  f,  tt-^»  =  (1  —-  #2)  fl  . 

82  -  82  i 

V  V 

Demnach  wird :     (1  —  X2)  -tt-j-  +  z2  -^~y  =  0. 

0  X  C  Z 

Differentiirt   man   dies    nochmals   nach    x   und   setzt   dann   für   ■^— 

dx 


seinen  Werth  —  zi\  so  folgt:  ^—  j  (1  — X2)  —  |  -f-  Z 


d    fn       ^dv\    f    Md2{zv) 
dz2 


0. 
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2.  Aufgabe.  Sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  ty  (x)  =  0 
sämmtlich  reell  und  zwischen  a  und  1)  gelegen,  so  gilt  dasselbe  be- 
kanntlich auch  von  den  Wurzeln  aller  Ableitungen  jener  Gleichung. 
Ist  im  Besonderen   ip  (x)  =  (x2 — l)n,    also    a  =  — 1,  b=  +  1,  so 

1       dn  (x2  -—  l)n 
müssen  sämmtliche  Wurzeln  von   Pn  (x)  =  — :  ~^~^ — ~~  =  0 

2n  .  n !         d  xn 

reell  sein  und  zwischen  —  1  und  +  1  liegen. 

3.  Aufgabe.    Setzt  man  in  (1  —  2  x  z  +  z2)~  %  =  ^  P»  (a?)  sn 

?^  =  0 
1  W^f 

für  X  den  Werth  1,  so  ist: =    NjPw(l)^H.    Andererseits  ist 

w  =  o 

W— 00 

=  "S^£n,   somit  Pn(l)  =  1    für  jeden  Werth  von  n. 

71  =  0 

4.  Aufgabe. 

(1)  Ist  v  =  (1  —  2xz  +  02)-V2,  so  folgt: 

log  v  =  —■  ~  log  (l—2xz-\-  £2), 
und  wenn  man  dies  nach  #  differentiirt : 

(1  —  2xz  +  z2)  ~  +  (s  —  %)v  =  0. 

n=-<x> 

Setzt  man  nun  für  v  die  Entwickelung  ^>j  Pn  (x)  zn   ein    und   setzt 

n  =  0 

die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  z  gleich  Null,  so  wird 
Pi  (a?)  =  x  P0  (sc)  und  w  P„  =  (2  72  —  1)  x  Pn~i  —  (n  —  1)  Pn_2. 

(2)  Aus  -£-  {(1  —  a;2)  ^j  +  n  (w  +  1)  Pw  =  0     folgt: 

X 

dPn  r 

(x2 —  1)  ~~  -=n(n  -j-  1)    /  Pndx.     Setzt   man  für  PM   die  Reihe: 
dx  J 

1 

P  =  l-3-.(2n-l)  ^  n(n-l)...(n-2*+l) 

w!  ^QV        ;  2.4.. 2fc. (2w-l).. (2w-2Ä  +  l>  ' 

in  welcher   w   =  — •  oder  w'  = ist,  je  nachdem  n  eine  gerade 

dP 

oder  ungerade  Zahl  ist,  so  erhält  man:  (x2  —  1)  —^  =  n(n  -f-  l)x 

et  x 

|1.3..(2«-l)^  (»  +  l)n..(»-2Jfe  +  2)  1». 

I    n!(»  +  l)     ^V        ;  2.4...2ft.(2w-l)..(2w-2fc+l)  Ji 
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Bildet   man  andererseits    den   Ausdruck   xPn — Pn—  1  >   indem  man 
für  Pn  und  -Pn— 1  ihre  Reihenentwickelungen  einsetzt,  so  findet  man, 

dass  der  in  {•  •  •}  eingeschlossene  Ausdruck  gleich  (x  Pn—Pn-\) 

ist.     Da  ferner   dieser  Werth   nach   der  3.  Aufgabe   für  die   untere 
Grenze  verschwindet,  so  ist  schliesslich: 

(a;»-l)^=»(a;P„-P»_1). 

dx 


§•  94. 

1.  Aufgabe.     Setzt  man  in   der  1.  Aufgabe   §.  64  n  —  —  — 

und  8  =  y,  so  sieht  man,  dass  diese  beiden  Gleichungen  durch  die 

1  -f-  W 
Substitutionen  x  =  Q,  #  =  fl(l — Jc2)lk   (vergl.   1.  Aufg.  §.64, 

1  - —  fc-1 

S.  515)  in  einander  transformirbar  sind.  Der  allgemeine  Werth 
von  v,  sei  es  durch  unendliche  Reihen,  sei  es  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausgedrückt,  kann  dann  unmittelbar  aus  Nr.  2  der  4.  Aufgabe 
§.  85,  S.  548  entnommen  werden,  wenn  man  daselbst  v  für  y  und 
7c  für  x  setzt. 

dP 

2.  Aufgabe.    Setzt  man,  da  ——^  eine  Function  (n  —  l)tenGra- 

dx 

des  ist,  w  =  C1op-1  +  C2xn~3  +  03#n~5  -\ ,  so  findet  man  leicht : 

*    1-3. .(2^-3)}  (n-l)(n--2) 

^~2         (n— 1)!       1  2.(2w-3) 

(w  —  1)  (w  —  2)  O  —  3)  (w  —  4) 


(n-l)(n-2)(tt-3)(tt-4)  5  _       ) 

r       2.4.(2^  — 3)(2^— 5)  J' 


2.4.(2^  —  3)  (2^—5) 

also:   w  =  -  Pw-i.     Es  ist  somit  A  =  -•   —   In   analoger  Weise 
2  ^ 

findet  man  für  die  zweite  Gleichung :    w  =  —} — r^T\  ö«  + 1  ?    a^so 

°  4  (n  -(-  1) 


4  (w  +  1) 

§.  99. 
1.  Aufgabe. 

(1)    Differentiirt  man  die  Reihe 

Ö"-(«+l)...(2»+l)l  +     2(2» +  3)       *  f     ! 
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dn  + 1  0  ( 

(n  +  l)mal   nach   x,   so   folgt:         n+^n    =  (— 2)*n!  \x~Vn+V 

+  (n+  l)^-(2^  +  4)  _|_  (w  +  1)-(m  +  2)  ^.(2nf6)+  #    1       Die  Reihe 

2 !  J 

in   der  Parenthese  ist  genau   die  Entwickelung  von  (x2  —  l)-(n+x), 
vorausgesetzt,    dass  x  ^>  1    sei,    was   hier   der   Fall  ist.     Demnach 

7   „/f  =  -r-r -^rn  •    Es  folgt  hieraus,  dass  sich  Qn  als  O  +  1)- 

d#n+1  (x2  —  l)™*1 

faches  Integral  darstellen  lässt,  ähnlich  wie   sich  Pn   als  nter  Diffe- 

rentialquotient  ausdrücken  Hess.     Da  nämlich  Qn<  und  sämmtliche 

Ableitungen  von  Qn  für  x  =  eo   verschwinden,  so  ist: 


G 


(2)    Es  ist: 


__  r   (dx)»*1 


dJh±L  -  _      2»+*  (»  +  1)1      (     ,n+in   ,    (n+3)(n-  +  4)       n+5 
da?     ~       (w+3)..(2w  +  3)\  ^      2.(2n  +  5)  ^ 

_.  (n+3)(n  +  4)...(n+2r) ^_(M+2,+1)   ,        1 

"r2.4..2(r—  l)(2w  +  5)..(2w+2r  +  l)  '  J 

Ferner : 

d  &-i  _  2'-'  (»- 1) !       f     (ii+1)  f  (w+l)(n  +  2)^.+m  + 


dx  (tt-f  1). . (2 ra  — 1)1  2.(2» -|-1) 


....  (»+l)(»  +  2)..(*  +  2r)  ^(n+2r+1) 

^  2.4..2r.(2w+l)..(2w-f-2r  —  1) 
Also: 

da;  cta     — (n+l)..(2w)l  ^    2.(2* +  3)  ^ 

.  (n-f  l)(w+2)...(rc  +  2r) 


1    2.4..2r.(2w  +  3)..(2w-+-2r  +  l) 
Demnach: 

d  Qn+l  ^  §tt    1 


ß— (n+2r  +  l)    _|_  , 


da;  dx 


(2n  +  l)Qn. 


(3)    Aus   den   soeben  in  Nr.  2   angegebenen  Werthen   von 

— — - —  und  — = folgt: 

dx  dx 
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* «■+*  +  (n + 1) i^± = _ .  t8;-»',  x  L-(n+]) 


f?  #  d  x  (n  -j-  2) . . .  (2  n) 

(»  +  2)(n  +  3)  g)      (w+2)(»+3)(n+4)(n+5)  } 

^    2.(2« +  3)  "*"      2.4.(2n+3)(2n  +  5)  ~r  T 

daher  : 

w-*r-+(w  +  1)-d^-=(2w+1)a,d^- 

2.  Aufgabe. 

(1)  Integrirt  man  die  soeben  in  der  1.  Aufgabe  Nr.  (3) 
erhaltene  Formel  zwischen  den  Grenzen  oo  und  x  und  beachtet 
man,  dass  Qn  für  unendlich  grosse  x  von  höherer  Ordnung  als  der 
ersten  unendlich  klein  wird,  so  ist: 

X 

n  Qn+i  +  (n  -f  1)  §n_!  =(2w-f- 1)  [x  Qn  ~/Qn  dx}> 

CO 

Nach  Nr.  (2)  der  vorigen  Aufgabe  ist  aber: 

X 

Qn  +  1  ~  Ön-1  =  (2  n  -f  1)  /  Qn  d#. 

CO 

Folglich  erhält  man : 

O  +  1)  #n+1  +  n  Qn-i  =  (2  w  +  1)  «  #M 
oder : 

n  Qn  ==(2n  —  l)x  Qn~i  —  (n ~~  1)  Qn-i- 

(2)  Aus  der  Gleichung  -^-  j(>3  —  1)  ^%1  =  w  (w  -f  1)  #» 

cl  X    {  (IX  J 

erhält  man,   wenn    man   zwischen   den   Grenzen   oo   und  X  integrirt 
und  beachtet,  dass  für  jedes  n^>0  der  Differentialquotient  - —  für 

CiX 

X  =  oo   von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  wird : 

X 

oo 

Nach  (1)  ist  aber: 

0  -f  1)  #n+i  =  (2  n  +  1)  a?  Qn  —  w  §m-i, 
mithin : 

Cl  X 
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§.  103. 
Aufgabe.     Es  ist  -j-^  =—  In  —  In—u  und  ferner: 

Ct'  00  30 

2 

In+r  +  In+r+2  =  -  (n  +  T  +  1)  In+r+1- 
X 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  der  Reihe  nach  r  =  1,  3,  5, . . . 
und  subtrahirt  und  addirt  die  entstehenden  Gleichungen  abwech- 
selnd zu  der  erst  hingeschriebenen,  so  findet  man: 

äln 

dx 


=  \  {I  In~  (W  +  2)  Jn+2  +  (w  +  4)  4+4 1 ' 


§.  105. 

1.  Aufgabe.  Es  sei  n  =  x  —  h,  wo  x  eine  ganze  positive 
Zahl  und  h  eine  sehr  kleine  Grösse  bedeutet,  die  schliesslich  gleich 
0  gesetzt  werden  soll.    Dann  kann  man  J_w  auch  schreiben: 

„T^p"1  (""  1)>'  A£\-*+fc+2r 

t-«—^  II(--K  +  h  +  r)II(r)\2) 

+  ^yn(-~K  +  h+  r)iT(r)  \2j 
In  der  zweiten  Summe  setze  man  x  -f-  p  für  r,  also : 

_^^"1  (— ,  l)r /x\-y^h+2r 

-n~-^i  n(~z  +  h  +  r)  J7(r)  W 


r  =  0 

J)  —  00 


+  l        ;    „-tJnJT(p+Ä)7I(lJ+«)\2; 


Für  jeden  Werth  von  2  gilt  nun  die  Gleichung:    U( — z)U(z — 1) 

7t 


daher,  wenn  wir  z  =  x  —  r  —  h  setzen : 


smzn 


TI  (x  —  r  —  h  —  1)  sin  (x  —  r  —  h)  7t 


—  (_l)*-r+l  % 


II  (x —  r  —  h — 1)  sinhTt^ 
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folglich : 

(—  1)*  /x\*-\k+*P 


j     _/     Dx/y tzll (<L\ 

l-n-{        i)     \£Qn(p  +  h)II(p  +  x)\2) 

y.+h+2A 

i 


vP  =  o 
/.  —  1 


sm/i  7t^-iII(%  —p  —  h—  1)  /a  Y-*+Ä+2:P| 


p  —  0 

Aus  dieser  Form  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  I-n  für  h  =  0  mit 
( —  l)n  In  identisch  wird.     Um  nun  den  wahren  Werth  des  Bruches 

2  ***-*>*'   InCOS(X  —  h)>JC--I-n     ^    %  =   Q    ^    ^^        ^    ^ 

sin  2  (%  —  h)7t 
Zähler   und  Nenner   desselben   nach    li   zu  differentiiren    und  dann 
Ji  =  0  zu  setzen.     Man  findet  so  zunächst: 

Nach    den   für   7n  und  I-n  geltenden  Reihen  hat  man   nun,   wenn 

W iß)  =  — -  log  77(#)  gesetzt  wird: 
ci  z 

und  : 

/x\*+2p 


äi^  -(-^l- 


all  //,=  _ 

x  —  l 


1    j  ^     w(p)      W 


Demnach  ergiebt  sich  schliesslich  als  Werth  jenes  Bruches: 


!)".? 


w    1II(n—  p  +  1)  [x\** 


77(»)  \2/ 


Dieser  Ausdruck  stellt  also  im  Falle  eines  ganzzahligen  n  neben  In 
das  zweite  particuläre  Integral  der  Bessel' sehen  Differentialglei- 
chung dar  und  zwar  ist  derselbe  gleich  2  7«,  wo  Yn  die  in  §.  105 
angegebene  Bedeutung  hat. 
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2.  Aufgabe.     Setzt  man  in  der  Gleichung 


z   dz        \ 


d2ii    ,     1  ä%\    ,     /         n2 


für  y  den  Werth  z~l&u,  so  geht  dieselbe  über  in: 

1 


n2 

Setzt  man  hierin :  if=P  cos  (x  +  «)  +  §  sm  (#  -f-  cc),  so  wird  diese 
Gleichung  befriedigt,  wenn  man  P  und  Q  durch  die  Gleichungen 
bestimmt: 

^+  2  ^-^^  =  0  und  £|-2^ ^«  =  0. 

d#2  rZisr  £2  a#2  dz  z2 

Nimmt  man  sodann  für  P  und  Q  Reihen  an,  welche  nach  steigen- 
den Potenzen  von  —  fortschreiten,  so  findet  man  mit  Hülfe  der  eben 

Z 

angeführten  Gleichungen  die  im  Texte  enthaltenen  Reihen  bis  auf 
eine  multiplicative  Constante.  Man  sieht  jedoch  nicht,  wie  man 
diese  Constante  sowie  auch  «,  die  bei  diesem  Verfahren  willkürlich 
bleiben,  derart  bestimmen  könne,  dass  der  gefundene  Ausdruck 
genau  die  Entwicklung  von  In  (z)  nach  negativen  Potenzen  von  z 
darstelle.  Vielmehr  muss  man  dazu  einen  ganz  anderen  Weg  ein- 
schlagen, nämlich  In  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrücken, 
wozu  uns  hier  noch  die  Hülfsmittel  fehlen.  Vergl.  Lommel,  Stu- 
dien über  die  Bessel'schen  Functionen,  §§.  16  und  17. 


§.  106. 
Aufgabe.    Wie  im  §.  106  findet  man  zunächst: 

—         Xn  —         JLn   —  • 

Cl  X  Cl  X  00 

Um  A  zu  bestimmen,  suche  man  links  den  Coefficienten  von  —und 

..        .  x 

setze  denselben  gleich  A.    Man  erhält  A  =  1,  also  : 

d  Yn  dln         _  1^ 

dx  dx  x 
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§•  107. 
Aufgabe.     Führt  man  in  die  Gleichung 

(1  -x*)  %\  —  2x  ^  +  (n(n  +  1)  -  --^U  £  =  0, 
v  '  dx2  dx    '    1    v  ;        1—xV 

m 

von  welcher  ein  Integral  £  =  (1  —  x2)     -^ ist,  an  Stelle  von 

#  die  neue  Veränderliche  Q  ein  durch  die  Gleichung:    1  — x2=Q2, 
so  erhält  man   die  Gleichung: 

r72 1  f]  t 

q*  (1  -  p»)  ^Ji  +  p  (i  _  2  e«)  ^  +  {n  («  +  1)  p»  -  »»»}  |  =  0, 

und  dieser  wird  genügt  durch  die  Reihe: 

t—An^U      ■(*--'w)(m  +  **  +  1)     , 
§~"      ^    [  23.(m+l)  * 

(w  —  m)  (m  —  m  — -  2)  (n-\-m-\-  1)  (w  -f  m  +  3)     4  | 

-i  2\~¥T(m  +  1)  (m  +  2)  9  j 

2"  dm  P  (x)  /  £  \ 

Dieselbe   ist   identisch    mit    (1   —  #2)     ,  "  wenn  (  - —  ) 

'  äxm  \Qm/{>  =  o 

. [         |        )  .  (n  —  m-\-l)(n  —  m  +  2) . . .  (n  ~\-  m) 

—  Vn  1  aiso  A  —  2. 4. ..(2^ 

((l-^)2J^i 

ist.    Setzt  man  sodann  p  =  —  und  lässt  n  unendlich  gross  werden, 

s         n 

so  erhält  man,  abgesehen   von    einer   allerdings    unendlich   grossen 
Constanten,  die  Reihe  : 

*w-d -± <pi  + i &-. 

!  2nm4-ir       '    2!  94fm4- lU^-4-- 2^ 


2M.m!    \         22(m  +  l)^     '   2!  24(m+l)(m  +  2) 
welches  der  Ausdruck  für  Jw  (<p)  ist.    Es  ist  also : 

VT;      n~<x>(n+-l)(n+2)..(n+m){         9         dqpj      wl\       W    I 

Dieser  Uebergang  von  der   Laplace'schen  Function    zur  Bessel'- 
sehen  ist  jedoch  aus  mehrfachen  Gründen  nicht  ganz  einwurfsfrei. 
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110. 


Aufgabe.     Setzt  man  u  =  x~(-k+l^y1   so  erhält  die  Gleichung 
die  Form: 

x^  —  (k+  l)y  +  l)y2^=cxm+*+2, 

Caj  X 

woraus    nach  dem  Satze  in   §.  109    sofort  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung folgt. 

§.  112. 

1.  Aufgabe.    Hier  ist  m==2  und  für  n  steht  ni.     Führt  man 

9   /l    d\2   /Aenx  +  Be~nx\     n. 
zunächst   m   y  =  xs   (  —  —  J     (  J    die   angedeutete 

\X    CiX/       \  X  / 

Differentiation    aus,   setzt   dann   r^i  für  n   und   ferner  n1  {A  ~\-  B) 
—  C  sin  «,  i  n2  (A  —  B)  =  Ccos  «,  so  folgt : 

yz=  C  \(  1  —  -■      ■■ )  sin  in  x  4-  a)  A cos  (nx-\~  cc)\  • 

1\         n2x2/  nx  J 

2.  Aufgabe.    Aus   §.   111   folgt  unmittelbar,    dass   diese    Glei- 
chung in  endlicher  Form  integrirbar   ist,  wenn  #,  wie  behauptet, 

das  Reciproke  einer  ungeraden  ganzen  Zahl  ist.     Für  —  =  2_p-f-l 

und  t  =  —  geht  die  Gleichung  über  m  :  -— -•  —  —  n*  v  =  o 

g  ö  ö  <r?£2  £    d£ 

und   diese  nimmt   wieder   durch    die    Substitution   v  =  ytp    die  in 

§.112  behandelte  Form  an: 


—  -n'y  =  -ir-y. 


Daher  ist: 


/l    d  V+1 

_X1/1    d  Y  /Aent  +  Be~nt\ 
oder:  y=tP  +  *(j-)     ( ± ), 

und  y  =  *-*  (i-  ^  V*  (4'  e"t  +  £'  er-»*) 

~l  P\lät) 


t 

Führt  man  hierin  wieder  z  für  t  und  q  fiirp  ein  und  setzt  y  =  vt^p, 
so  erhält  man  die  im  Texte  angegebenen  Formeln. 


Auflösungen  der  Aufgaben.  561 

3.  Aufgabe.     Für  u  =  yx^+1  folgt: 
cPy    ,    2(p  +  1)  dy    ,      0 

Auf  genau   dieselbe  Weise   wie   in    §.    112    erhält   man    daher,    da 

cos(ax  +  #). 


V  rrr    C 


a 


d2v 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  -r— -  -j-  a2  ■#  =  0  ist, 

Cl  X 

u=Glx^(l-^Y+lcos(ax+ci\ 

\x  dxj  a 

oder  auch,  da  die  ursprüngliche  Gleichung  durch  Vertauschung  von 
p  -j-  1  mit  — p  umgeändert  bleibt: 

'1    cl  \~2)  cos  (ax  -f-  a) 


w=  o^-^  (-4-) 

\x  ax) 


a 
Diese  Gleichung  kann  noch  anders  geschrieben  werden.  Es  ist  nämlich: 

(\    d  \—1  cos  (ax  -f-  w) /°#  cos  (a#  -(-  a) 

~  a  x 


x  dx)  a  J  a 


x  sin  (a  x-\-  a)       cos  (a  x  -f-  cc) 

-  +  • o 


a2 

Andererseits  ist,  wenn  man  a2  =  r  setzt : 

d   /cos  (r1/*  #  -f-  cc)\ #  sm  (r1^  x  -\-  a)       cos  (r1/2  #+-<%) 

dr  \  rV*  /  2r  " "       2 .  r%        ' 

^=c-cr=-»s^cifr=<-«'(s)'^ 

^  /  d  \v  cos  (rV*  x  4- a)  1     .      _„,        ,.  ,. 

^  =  C  x~~p  (  —  ) ^ ,  wo  nach   der  Differentiation  wie- 

\dr)  r/2 

der  a2  für  r  zu  schreiben  ist. 

Vermischte  Aufgaben. 
1.     (1)    Für  #1/3  =  #  geht  die  Gleichung  über  in: 

*Ä_£^_(8c).y=!0; 

daher  nach  der  1.  Aufgabe  in  §.  85: 


.   /         (3c*)a       (3c*)*  (3c*)« 

-j-x>^    ^x-r    2<5     T-2>4L5>7   T2,4.6,5.7,9T 
=  CxCl  —  3c^)e3^+  02  (1  +  3c*)6 

F  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen.  gß 


y 


,-öc^; 
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(2)    Man  setze  wieder  x1^  =  #,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

— —  — (5c)2y  =  Q.    Mit  Benutzung    des  Resultats   in    der 

dz'2        z  dz        v     ;   J  ö 

1.  Aufgabe  des  §.  85    für  n  =  —  2,    m  =  —  (5  c)2  ergiebt   sich 

dann:  y=A(3  —  1ÜC8  +  25cV2) e*c*  +  B (3  +  I5cz  +  25c2£2)e~5c*. 

2.     Berechnet  man   aus  der  Gleichung   y°ö  -\-  y  -f-  #  =  0   die 

t/  ?/  c?2  y 

Werthe  von  —■  und  ~r^i »  setzt  dieselben  in  die  Differentialgleichung 
a  #  «  x2 

ein  und  drückt  sodann  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen  von  y 
durch  die  niedrigeren  Potenzen  von  y  und  durch  X  mit  Hülfe  der 
Gleichung  y%  -f~  y  -f-  #  =  0  aus,  so  findet  man,  dass  die  Differential- 
gleichung identisch  befriedigt  wird.  Da  die  cubische  Gleichung  drei 
verschiedene  Wurzeln,  die  Differentialgleichung  aber  nur  zwei  ver- 
schiedene particuläre  Integrale  besitzt,  so  lässt  sich  vermuthen,  dass 
die  beiden  Theile,  aus  denen  jede  Wurzel  von  y%  -f-  y  +  x  =  0 
nach  der  C ar d an i' sehen  Formel  besteht,  selbst  die  particulären 
Integrale  der  Differentialgleichung  sind.  Dies  bestätigt  sich  in  der 
That. 

o.     Setzt  man  qx  =u  und  y  =  — ,  so  folgt: 

u 

u  — -  -f  (u  —  2) z  —  0. 

<;^2  aw 

Hieraus : 

Die  in  Parenthese  stehende  Reihe  ist  gleich: 

12  u~s  |m  +■  -  w  J  e~u  —\l-~--u 

Mithin  wird :     z  =  Af  (l  —  ~  u\  +  5'  (l  +  \  u\  e~u,  also : 
qxy  =  ^4(g£  —  2)  -f  JB(go;  +  2)6-** 

4     (1)    Diese  Gleichung  besitzt  die  drei  particulären  Integrale : 

42  . 42.32 9 

5.(31— 52)^  ^  5.4.(31  —  52) (31  —  42)^ 
42.32.22 


iJl  =x~6    1 


5.4.3.(31— 52)  (31— 42)  (31— 32V 
42.32.22.12 


+ 


5.4.3.2  (31— 52)  (31—  42)  (31— 32)  (31— 22) 
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_   fi  i        v         \  32-42  " 

'■~X  {    +  2(31-2*)  X  +  2.3(31  — 22)  (31  —  3»)  X 

.  32.42.52  A 


2.3.4.(31  —  22)  (31  —  32)  (31— 42) 


.  f  72  ,  72.82 

yg=a!»     1_— _ —     X  + 


6(62  —  31)       '    6.7(62— 31)(72— 31) 
72.82.92 


x3  -\-  •  • 


6 . 7  . 8 .  (62  —  31)  (72  —  31)  (82  —  31) 

(2)    Die  drei  particulären  Integrale  dieser  Gleichung  sind 
l  0.6     ,   ,    a(g  — 3)6(6-3) 

,   ß(a—  3)(«—  6). 6(6  —  3)  (6—  6)         , 
H ^ .*■'+••• 


1/2=* 


(q-l)(6— 1)  (a— l)(a 


-4)  (6-1)  (6-4) 


4!  '  7! 


1  ,,   |    ("-2X&-2)        ,    («~2)(«~6)(6-2)(6-6)  | 

(3)    Die  beiden  particulären  Integrale  dieser  Gleichung  sind : 

.  L       (o  —  6  +  l)(6  —  1) 
y^^l1"     l.(6+c-l)     «* 

(a-6+l)(a-6+2)(6-l)(6  — 2)  __      ] 

i  2!(6-f  c  — l)(6  +  c— 2)         u    ;  1 

L        (a -f  c  +  1)  (e  +  1) 

(a  +  6.  +  1)(a  +  c  +  2)(c4-l)(c  +  2)  | 

+  2!(6  +  c  +  l)(6  +  c-f2)  U,J  j 

6.     Die  particulären  Integrale  dieser  Gleichung  sind: 

_  P  ^  ""  4)  (^  ~  5)  ^3 
3! 

JP  (P  —  5)  (JP  —  6)  (P  —  7)  ^4  __  . . . 


jp  j?(j>--3)  j?  (p  -  4)  (p  -  5) 


4! 

36* 
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und: 


u2 


=x,  {i  +  tx+  i^±v  *>  +  *<*  +  *><*  + 5) 


:C 


,   P  (P  +  5)  (p  +  6)  (p  +  7)  1 

+ ^  *   +-"|- 

Führt  man  aher  in  die  gegebene  Gleichung  durch  1  —  4  x  =  z2  für 
x  die  neue  Veränderliche  z  ein,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(!_*»)  0  +  2(p-l)*^-p(i>-l)«  =  O, 

deren  allgemeines  Integral  lautet:  2|  — ..4(1 —  z)v  -\-  B  (1  -f"  ^)p- 
Es  ist  daher  auch:  u=A  {1  —  (1  —  4  ^p-f  5  {l  +  (1  — 4a01/*}#. 
Ist  j?  >  0,  so  ist  bis  auf  einen  von  x  unabhängigen  Factor  das 
particuläre  Integral  {l  —  (1 —- kx)V*}v  identisch  mit  u2;  denn  es 
gilt  der  leicht  zu  beweisende  Satz:  Alle  particulären  Inte- 
grale einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  für  das  specielle  Argument  x=Xi  verschwin- 
den, sind  bis  auf  einen  von  x  unabhängigen  Factor  mit 
einander  identisch,  wenn  jene  Gleichung  ein  Integral 
besitzt,  welches  für  x  =  xx  nicht  verschwindet.  Nun  ver- 
schwinden aber  u2  und  {l  —  (1  — 4tx)lk}P  für  #  =  0,  während  das 
Integral  {1  -j-  (1  —  4:x)l^}p  für  x  =  0  nicht  verschwindet.  Daher 
ist  u2  =  G{\  —  (1  —  4^)1/2Ji?,  wo  G  eine  bestimmte  Constante  ist. 
Durch  wirkliche  Ausführung  der  Entwickelung  überzeugt  man  sich 
ferner,  dass  {l  -f-  (1  — 4#)1/2J#  bis  auf  den  Factor  2$  identisch  ist 
mit  Ui> 

7.     Für  y  =  x2u  geht  die  Gleichung  über  in: 
d*u    .    6  cPu       (  12\ 

Betrachtet  man  nun  zunächst  die  Gleichung  -y— r  -f-  q^v=0,    deren 

et  x 

allgemeines  Integral  lautet: 

v  =  Ai  (T^x  -f  Bx  eVaff*  sin  (_Ji  qX  _(_  a\ 
und  setzt  man  darin  v  =  #2w,  so  folgt: 
cPw    ,    6  d'2iv    .     6    dw     t 
dx*  ^  x  dx*  ^  x2  dx    ^  ä 

Differentiirt  man  diese  nochmals  nach  x  und  setzt— —  =  £,  so  erhält 

dx 

man  die  Gleichung: 
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dx*  "*"  x  dx2  ^V         x'O  ' 

Demnach  ist  u  =  t  =  — -  {  —  )  und  somit :  y  =  oc2  •—-[—- \    Setzt 
c^  \x2/  dx\x2/ 

man  noch  — ■  A\  q  =  -4  und  -  J5X  #  =  I?,  so  ergiebt  sich  schliesslich : 

4-  3^  cos  (  — -  qx  +  a  jl- 

8.  Man  zeigt  leicht,  dass  der  Ausdruck  v  =  (l  —  2a%-\-  a2)~n 
der  Differentialgleichung 

(1  __  x*)K-n  JL  ((1  __  x*)K+n  M  +  al-2«     Ö     f    1+2n  |*J   _  Q 

öx\  dx)  da  {  da} 

genügt.  Setzt  man  nun  für  v  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschrei- 
tende Eeihe  ein,  so  erhält  man,  indem  man  den  Coefficienten  von 
ccm  auf  der  linken  Seite  jener  Gleichung  gleich  Null  setzt,  für  diesen 
Coefficienten  die  im  Texte  angegebene  Differentialgleichung. 

9.  Differentiirt  man  U  =  {Pn(x)}2,  so  folgt: 


v  '  dx)  \  dx  )  dx  \  dx  j 


und  hieraus  durch  nochmalige  Differentiation: 
d_  \ 

dx  \ 

=  2  (1  —  x*)  (^~Y  -2n (w  +  1)  *7- 
Setzt  man:  (1  —  X-)  (-y^)    ==  ^  so  ergie^t  sich: 


ferner  ist: 

dx 


[(1^^|L{(l_^g}]  +  2n(n  +  l)|;{(l-^ 
-—in  (»  +  1)  (1  -  *2)P„  ~  =  -  2n  in  4  1)  (1  -»*)  ^, 
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mithin : 

^-[(1  —  äja)^.^!  —  ^.2)  ^?\1  +4w(w+i)((i_a?a)^_ari7}=0. 

dx\S  ;  äx\K  J  äx\\  l  äx  J 

Für  x  =  eos&  geht  diese  Gleichung,  welche   ausser  durch  {Pn(x)}2 
noch  durch  Pn  (x)  Qn(%)  und  {Qn{%))2  befriedigt  wird,  über  in: 

(■^  sind)    -rw  +4:n (n  +  1)  sind (  jk  sind)  ü  =  0. 

10.  Nach  der  4.  Aufgabe  in  §.  90  und  der  2.  Aufgabe  in 
§.99  gelten  die  Gleichungen:  (2w  +  l)xPn  =  nPn-i  +  (n  +  1)  in+i 
und:   (2w-f  l)xQn=nQn-i  +  (^  +  !)  öw+i-     Aus    diesen   folgt: 

(n+  1)   {P«+i   ön  —   Qn  +  l  Pn]   —  n  {  Pn  Qn-1  —   Qn  Pn-l}'     Mithin 

schliesslich:  (n  +  1)  {P„+i  Q«  —  Qn+iPn}  =  Pi  Qo  —  Qi  po-     Nun 
ist:  P0  =  1,    Px  =  x.  '  Ferner  folgt  aus  der  Gleichung: 


n    I      / 
J      (d 


%n 


]_  QQ     _L.     1  \  X     "\-     1 

im   §.  96,   dass    Q0  =  „  %  — — •  and  &  =  —  1  +  -xlog — 

Zi  X  X  £t  X  X 

ist.     Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  erhält  man : 

1 


P n\\  Qn  ~~  Qn-tl  *n 


n  -f  1 

11.  Der  erste  Theil  folgt  unmittelbar  aus  §.  107.  —  Um  auch 
für  den  Fall  m~>n  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  sei  zunächst 
m  =  n,  also  die  Differentialgleichung: 

(1_a.S)^_2(n+i)fl.^  =  o. 

äx2  äx 

Yon  dieser  lautet  ein  particuläres  Integral : 

CO 

r       äx 

V  ~~  J  \x*  —  l)nTT  ' 

x 

Differentiirt  man    sodann  die   vorige  Gleichung  und  setzt  -—  =  u, 

äx 

so  wird:  (1  —  x2)  -j—  —  2  (n  +■  2)  x 2  (n  -f-  1)  u  =  0  und  ein 

Cl  X  CvX 

particuläres    Integral   dieser  ist:    (x2 — 1)~ n"~1.     Nach   §.   65   folgt 
hieraus  als  allgemeines  Integral  der  letzten  Gleichung: 


:  A  {x2  —  l)-"-1  +  B  (x2  —  l)-^"1 1 i 


(x2  —  l)näx. 
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Differentiirt  man  nun  die  letzte  Differentialgleichung  (m  —  n  —  l)mal 

nach  xy  so  erhält  man  für— —   =  y  wieder  die  gegebene  Diffe- 

d  xm~~n 

rentialgleichung,   deren    allgemeines  Integral  im  Falle  m^>n  somit 

lautet  : 

fjm—  n— 1 
y   =   Ä    ~ r  {(ÄJ2—  l)-»-1} 

ä  xm~n 

1 


12.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  §.107. 

13.  Setzt  man  y  =  (#2  —  l)m^,  so  geht  die  Gleichung  in  die 
unter  Nr.  11  behandelte  Gleichung  über. 

14.  Setzt  man  X  —  £2  und  «/  ==  ^r~ w+1  te,  so  wird: 

d*u   ,     1  dtt    ,     /         (n—l)2\ 

Das  allgemeine  Integral  dieser  letzteren  ist,   falls  n  eine  ganze  Zahl 
ist,  u  =  A  In-i  (#)  -f  i?  1Tw_-i  (#),  daher  das  der  gegebenen : 
!/  =  ar-%(n-i)  {^  jb-1  (a.y8)  +  5  Tn-i  («%)}• 

15.  Setzt   man   y  =  x~V*(-n~ xhi   und   sodann   c1^  #w  =  m  £ ,  so 
geht  die  Gleichung  über  in : 

/  L(n — 1)2  —  ^\ 

d*u    .     1   du       \  4  V  ; 


deren   allgemeines    Integral   lautet :   u  =  A  Ju  (z)  -j-  J5  J_lt  (#) ,   wo 
^2m2  _I  (^„i)2_ 

gegebenen  ist  daher : 


^2m2:=r_  (n — i)2  —  ^  gesetzt   ist.     Das   allgemeine   Integral   der 


»Ula^ 


—  )  +  £!__«  (cVs  — 


16.     Nach  Formel  (2)  in  §.  103  ist: 
d 


dx 


\X     ■J-m.\X)j X     iw_j. 


Setzt  man  hierin  x  =  #1//2,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

~  {»» im  (*%)}  =  - ^~JMi_x  (**), 
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und  nach  _p-maliger  Differentiation  wird  hieraus : 
zip        V}    ■  i     V^ii 


Ist  p  ■=■  m,  so  folgt: 


rJin         ™  1 

{^2m(£r%)}  =  — 20(^). 


Differentiirt  man  dies  nochmals  und  beachtet,  dass   - —  —  —  Ix  ist, 
so  folgt: 

und  hieraus  durch  m  —  1  weitere  Differentiationen : 

f]2m        ™  i        _™ 

_    {,*  IM  (,%)}=  (-])«._*       »    !„(,%), 

oder  : 

n2m  m  m 

Setzt  man  nun  noch  #  ■=  —  4«p^,  wo  a™  =  1  ist,    so  geht   diese 
Gleichung  über  in : 


da;2 


{^2  Im[2  (—  flfp^]}=a!a  Jw  {2  (— a^)1* 


woraus  man  erkennt,  dass  x2  Jm{2( — &p#)1//2}  ein  particuläres  Inte- 

diC2 

für  die  B  es  sei' sehe  Function  zweiter  Art   gelten   und   die  letztere, 
falls    m   eine   ganze   Zahl   ist,   durch    Ym   dargestellt    wird,    so   ist 


gral  der  Gleichung  xm  n  =  y  ist.     Da   alle  jene  Formeln  auch 


x^Ym{2( — Mp%)V*}  ein  zweites  particuläres  Integral  unserer  Diffe- 
rentialgleichung, und  daher  lautet  das  vollständige  Integral  der- 
selben : 

v)=m— 1 

y  =  ^    2u  [Ap  Im  { 2  (—  «p  a;)V4}  4.  jBp  r„,  { 2  (—  «p  »)%}], 


p=0 


wo  u™  ==  1  ist. 


Analog  verfährt  man  bei  der  zweiten  Gleichung.    Man  erhält 
nämlich  leicht  die  Formeln: 
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und 

ä^^I{^  +  AiL^_%  (,%)}  =  (-1)^+1^-^    ^    /4Jra+,2(,VS), 

und  daher,  wenn  man  beide  addirt: 

r72w  +  l  ™4-lA 

{^       /4[J_w_1/2(//2)  +  iJm  +  1/2(^)]} 


1 


22  m  + 

oder : 


^     ^      '{_Jm+y4(e%)+*I_m_Vi(*V4)}! 


r72m+l  ™  +  v 

(4*)w+%  7ü^{z*   /4[i^_.A  (*%)  +  */«+%(**)]} 

=  *2  '        {-Jm+Vs(«,A)+*I_m_,>4(*%)}. 

Setzt  man  nun  noch  z  =  4  o^2,  x,  wo  a2w+1  =  —  i  ist,  so  geht  diese 
Gleichung  über  in: 

fnm+i        ™j  v 

-  +  yt 

=  #  2         { 7_m_  y2  (2  ap  fl^)  +  i  Im+i/9  (2  Op  a?V2) } , 
woraus  man  erkennt,  dass 

-+y4 

^2        { J_w-i/2  (2  Op  xV*)  +  *  Jm+ y2  (2  ap  a;1/*)} 

^m  +  ly 

ein  particuläres  Integral  der  Gleichung   #W  +  V2       =:g/'  ist.  Das 
allgemeine  Integral  ist  somit: 

m  2m 

2/  =  °°2    *  2  C^  { J-™-y2 (2 S ^1/s)  +  «■£»+%  (2 «p ^1/2)}, 

wo  a0 ,  «! ,  cc2  •  • .,  w2m  die  Wurzeln  der  Gleichung  a2w+1  =  —  i  sind. 
(Lommel,  Studien  etc.  S.  120  und  Math.  Ann.  Bd.  2.) 

17.  Man  setze  in  der  ersten  Gleichung  ex  =  #,  in  der  zweiten 

JL 

y  •=  x  v    und  sodann  ex  =  z. 

18.  Nach  §.  106  gilt  die  Gleichung: 

äln  dl-n       _2sinn7C 

dx  dx  7t  X 
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Nach  §.  103  ist  aber:  — —  =  ln—\ In  und  ferner: 

dx  x 

dl-n  T  n_  T 

Cl  X  X 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  folgt: 

2 

In  Il—n  +  Ifi—1  I-n  = Stft  71  7t. 

7t  X 

Ist  aber  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  der  Aufgabe  in  §.  106  : 

dYn       __  djn  v  _  1 

dx  dx  x 

Nun  ist  — —?  ==  Yn-i Yn  und  — —  =  In-i In,    daher: 

dx  x  dx  x 

Yn—\  In  —  In—i  Yn  .=  — ,  oder:  Yn  In+\  —  In  Yn+i  =  —  • 

X  X 

19.  Setzt  man  u  =  e~~SQdx.v,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

c^v    .    /  m(m  +  l)\  _  -,      .  jV  ■.        -d 

t-^  +  (  a  —  ~ )  v  =  0.    welche  m  endlicher   b  orm  mte- 

d  x2  ^  \  x2        ) 

grirbar  ist,  sobald  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

_  r— 1 

20.  Setzt  man  zunächst  u  =  x      2  i\  so  erhält  man  für  v  die 
Gleichung : 

d*v    >ldv_(J    m   ,    C  +  4(r""1)2\ 
dtf  ^  xd~x~  \bX    +~  x*  )V' 

Substituirt  man  hierin  noch  b^x2       =  l  —    -f-   1  ]  #,  so  folgt: 
^1  _i_  1  c]l  —  (       i     4c  +  (r— 1)2\ 

d*2  +  *  d*—  \   +    (m  +  2)2^2  y  v' 

Diese  letztere  ist  aber  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn  m  ~\-  2 

2\(r—  l)2  +4c}Va       n   .    . 
~  — ,   ,  — : ^—  und  t  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

(Malmsten,  Cambridge  Math.  Journ.,  2  Serie,  Bd.  5,  S.  180.) 

21.  Die  Function  y  =  e«(«2+»/0     genügt,  wie  man  leicht  veri- 
ficirt,  der  partiellen  Differentialgleichung: 

ö^2       x2  dh2  —  a  y' 
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£>=00 

Setzt  man  hierin  die  Entwickelung  von  y,  nämlich  y  =  ^V  up  hp, 

ein,  so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  von  h  auf  beiden  Seiten  für  tip+1  die  angegebene  Diffe- 
rentialgleichung. 

22.     Multiplicirt  man  die  Gleichung 
dmy        pm  dm~1y    ,     , 
dxm         x    dxm~l  ^       J 
mit  xm,  setzt   dann  x  =  et  und  wendet  den  in  §.  37   enthaltenen 

Satz  an,    so  kann  man   die   Gleichung,  wenn   man  noch  x  —  =  — 

dx       dr 

mit  &  bezeichnet,  in  der  symbolischen  Form  schreiben: 

fom 
oi   J_    — —  Pmt  ,.   —  n 

J  ^  a-(^— l)...(^  — m  +  2)(^  —  m+l  —  pm)        0 

Setzt  man  hierin  y  —  elm<P+1)~1'\t yu  und  wendet  den  IL  Satz  aus 
§♦  36  an,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

lh  +  {&+m  (p  -f-~l)  —  l }  {#  +  m (p  +  l)  —  2}  •  •  • X 

{#  +  wi(jö+  l)  —  {m—  l)}#         Jl 
oder,  wenn  man  noch  mr  =  xf  und  %"  —  wo*'  =  «?  —7    setzt,    so 

erhält  man  die  Form  : 

,    /k\m  l  x 


«*>i  =0. 


Durch   analoge   Transformationen   geht  andererseits    die   Gleichung 
1-  hmX  =  0  über  in: 

X  +  (  -  )   -— -— —  e*  X  =  0. 


w/  Wo'     1X     '-    m- 


m/         \  m 

Man   setze   nun   er'  =  z    und   differentiire    diese    letzte    Gleichung 
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(P  ~\~  l)nial  nach  #.     Beachtet  man,   dass,    wie   leicht   zu  beweisen, 
die  Formel  gilt: 

d  V+1 


(J-J   \  =  {&  +  !)(#'  +  2)...(£'  A-p  +  1). 


-  (#  +  !)*'< 


so  findet  man : 

f )       X+(-)  (Q'+l)(d'  +  2)...(&>+p  +  l)  x 
d-ey  \m/ 

Hp+D*' _ e*'  x\  —  0 

\  mj       \  m     J 

oder : 

-Y+1  x  i  (7eX        & (»'  +  !)...(& +p)         e_pr,x 
'■>        W  ^+,+  1_i)...^+,+1.tl) 

=  0. 
Nun  ist  aber:  &  (#'  +  1) . . .  (#'  +  ^)ß-^'X===e*'(#'  +  1)  (#'  +  2)...X 
(#'  +  p  +  l)  <<r- (*+'>*'  X  =  e*'  f-^Y  '     X,  mithin: 

1Y+1  x  -i-  (l\m l       X 

(  mj  l                          mj 

1  ^  /  d  Y+1 

(v   ,        ,    ,  m  —  l\    ,  6    \dz)            ~ 

{  m    J 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  für  yx  geltenden,  so  ergiebt 

/  d  V+1 
sich:  y±  ==  (  —  )        X.     Nun  ist  s  =  er'  =  emr  =  #w,  also 

d  1        d 


c?#         mxm~x  dx 

und   daher,    wenn  man    den   constanten  Factor  m~p~1   sich   in  die 
willkürlichen  Constanten  von  X  aufgenommen  denkt: 

\xm~^  dx/ 


2/i  =  (  1^=1   TZ  )        ^ 


oder  wegen  der  Form  von  X  (vergl.  §.  112): 

1        d  V    X 
Vi 


xm~l  dx)   X 
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Schliesslich  erhält  man  also: 

J  \xm~x  dxj  xm~x 

Diese  Aufgabe  bietet   ein  Beispiel   für  die   grossen  Erleichterungen, 
welche   die   symbolische  Form   der  Differentialgleichung  bei   Trans- 
formationen  der  letzteren  an  die  Hand  giebt.     Bei  der  Gleichung 
cl2  ii         4  cl  y    ,     ,  41 

-yi -r  4-  wy  =  o 

Cl  Qv~'  X    Cv  X 

ist  m  =  2,    p  =  2,  also: 

.    .  /l     rZ  \2  sm(7ca;+-a) 

2/  =  ^^  (  -   y-  ) -, 

\x    cl  XJ  X 

also  y  ■==.  A  {(3  —  h2  x1)  sin  (1c  x  -f-  «)  —  3  lex  cos  (k  x  -\-  «)}• 

23.  Da  Fragen,  wie  die  in  dieser  und  der  nächsten  Aufgabe 
gestellten,  sich  am  einfachsten  erledigen  lassen,  wenn  man  die  sym- 
bolische Form  der  Differentialgleichung  zu  Grunde  legt,  so  schicken 
wir  hier  das  Geeignete  über  dieselbe  voraus  und  verweisen  im 
Uebrigen  auf  die  Abhandlungen  besonders  von  B  o  o  1  e  (vergl.  B  o  o  1  e , 

A  Treatise  on  Diff.  Equ.  4.  Ed.  und  Suppl.).   Setzt  man  x  =  e%  -=-  =  &, 

Clv 

so  gelten  zunächst  nach  §.36  und  37  folgende  Formeln: 

^  S^  =  «•  («■  —  i) .  - .  («■ — »  4- 1)«; 

ferner,  wenn/(#)  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet: 

f{%)  em  *u  =  em  *f(&+  m)  u 
und  umgekehrt:  emt  f(&)  u  =/(&  —  m)  em* u.  Mit  Hülfe  dieser 
Sätze  lässtsich  jede  lineare  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten 
ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  sehr  leicht  auf  die  symbo- 
lische Form  /o  (#)  y  +  fx  (&)  e*  y  +  /2  (#)  e2*  */  +  •  • '  =  T  bringen, 
wo  T  eine  gegebene  Function  von  r  ist,  und  umgekehrt  kann  man 
jede  solche  symbolische  Gleichung  auf  die  gewöhnliche  Form  brin- 
gen, wenn  man  zuerst  die  Exponentialgrössen  auf  die  linke  Seite 
jeder  symbolischen  Function  /  (D)  schafft,  letztere  sodann  in  eine 
Reihe  von  Factoriellen  von  der  Form  &  (&  —  1) . . .  (#  —  n  -\-  1)  ver- 

cln 
wandelt  und  für  diese  schliesslich  xn  - —   setzt.      So  ist    z.  B.    die 

dxn 

symbolische  Form  der  beiden  Gleichungen: 

(l  +  ax*)Pi  +  axp-+n*y  =  0 

v     '         J  dx2  äx  —      J 
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lind 

x2(x2  +  a)Pi  +  x(2x2  +  a)C^  ±  n*y- 
clx2  clx 

welche  sich  durch  die  Substitutionen  : 

clx  ,         ,     C        clx 


I 


(1  ~\-ax2)V*  J  x(x2  +  a)1^ 


ä2  ij 

resp.  in  —~  +  n2  y  =  0  verwandeln  und  daher  in  endlicher  Form 
et  V 

integriren  lassen,  resp.  #(# —  l)y  +  {  ^  (® — '  2)2  +  n2}  e2t  y  =  0 
und:  (a&2  +  n2)y  +  (#  —  1)  (#— •  2)  e2*  */  =  0.  —  Dividirt  man 
die  symbolische  Gleichung  durch  die  erste  Function  f0  (#),  so  nimmt 
die  Gleichung  die  Form  an :  y  -f  cp1  (#)  et  y  -f  cp2  (#)  e2t  y  -f-  *  *  * 
+  qPn(#)en*  #  =  {/oC^)}"1^  =  2\»  wo  ?i  eine  bekannte  Func- 
tion von  %  ist.     Ist  im  Besonderen 

<Pi '(#)  =  »i  <P  (#),  9>2  (#)  =  «2  9  (#)  <)P  (^—  1)  , . . . , 

9n  W  =  «»  9>  (#)<?(#- 1)...  9(^-^  +  1), 
so  gilt  der  wichtige 

Satz  I.     Jede  Gleichung  von  der  Form: 

yJra1<p(&)ety  +  ---+an  cp(&)  cp(&-l)..  .(p(fr  —  n  +  l)e»*y=T 
kann  aufgelöst  werden  in  ein  System  von  Gleichungen  von  der 
Form :  y  —  qcp  (#)  e*  y=T,  wenn  die  q  bestimmt  werden  durch 
die  Gleichung:  qn  +  aY  cf-1  H (-  an  =  0. 

Beweis.  Es  ist  9  (#)  9  (#  —  1)  e2*?/  =  cp  (#)  ^  .  <p  (#)  e^ 
^  {(p(#)e*}2?/  und  allgemein:  9  (&)<p  (#  —  1) . . .  <p  (-0" — n-\-\)enty 
=  |9(fr)  6r}n2/,  so  dass  wir,  wenn  das  Symbol  9  (0")  e*  =  @  gesetzt 

wird,   die  Gleichung   erhalten :  (1  -f-  ctx  Q  -\-  a2  Q2  -\ f-  an  Qn)y=  T, 

oder,  wenn  wir  an  beiden  Seiten  mit  (1  -f-  a2  Q  -\-  •  •  •  -|-  an  ^M)~"1 
operiren : 


2/   = 

1 

+  (hQ  +  c 

»2  Q2 

+  •' 

•  -f  ar, 

.e" 

;*' 

=  (t 

A         \ 

1  #2  Q 

+  ••• 

+ 

1- 

-2» 

1 

2', 

—  üiQ    ' 

wo 

Qu 

.    #2 

5  •  •  • »  #w 

die  Wurzeln 

der 

Gleichung 

2" 

+ 

«1  ä 

n  — : 

1  + 

-f 

Cln   ■ 

0  sind  1 

;ind 

—&)  («i- 

n— 1 

...(ar 

~2n)' 

«—1 


(<ln—ai)  (qn-^-qd  •••  (2n  — Q'n-l) 
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ist.      Ist   nun    T  •=  ih, T  =  th  ,    . . . ,   so   wird 

i  —  aie  1  —  329 

1/  =  ^  yl  -f-  ^4  2  «/2  +  *  *  *  +  <Anyfh   wobei   allgemein  ^  bestimmt  ist 
durch  die  Gleichung :  yi  - —  gi  <p  (fr)  ex  yi  =  T. 

Satz  II.  Die  Gleichung  y -j~  cp  (fr)  ew*#  =  T  verwandelt  sich 
durch  die  Substitutionen  y  =  eat  yli  T  =  eat  Tu  in  denen  cc  eine 
beliebige  Constante  ist,  in  yx  -f-  <p  (#  -f-  cc)  etlt  yi  =  Tx. 

Beweis.     Setzt  man  3/  =  eat y^  so  wird: 
ea*2/i  +  9  (fr)eatenty1  =  eat  \tjx  +  y  (fr  -f  a)«?»*^}  =  T, 
daher,  wenn  T  =  e«*  I\  ist:   ^  +  <p  (fr  +  a)  en*2/x  ==  2\. 

Satz  III.  Bezeichnet  ijj  (fr)  eine  willkürlich  gewählte  ratio- 
nale Function  von  ^,  so  kann  man  die  Gleichung  y  -\~  (p(fr)enty  =  T 
m  Vi  ~\~  $  (^)  ent  Vi  —  '-Fi  verwandeln,  wenn  man  setzt: 

wobei  i7w  — -r-  durch  die  Gleichung 

TT  y(^)  _  y  ffi)  y  ffi  —  ^)  y  (^  —  2  ^) . . . 

tt  ^  (#)  ~~  ^  (#)  </;  (^-w)^(^~2w)... 
definirt  wird. 

Beweis.  Setzt  man  in  der  ursprünglichen  Gleichung  zunächst 
V  =  /(0)  ft,  so  wird :  /(fr)  y,  4-  <p  (fr)  e»*  /(fr)  «/!  =  T,  also : 

y  (fr)/(fr -»)  _       1 

Vergleicht  man  dies  mit  yx  -f-  ip  (fr)  6}lt  yx  =  T7!,  so  ist  Tx  =  --      T 

und:  *<»)  =^g^,  oder /(fr)  =  *$>/<»  -  »)•    Hier- 
aus  folgt  ferner: 

/(•-*=^E^«»-»*/(»->«>=||E|g/c-«* 

u.  s.  w.,  also  schliesslich: 

<p(fr)cp(fr--n)(p(fr--2n)... 


/W  = 


tf>  (#)  ^  (# -- w)  *(# -- 2  n) . . 
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Setzt  man  also  y  —  TIn  jjx;  Vi  und  T  =  TIn  ~rj^\  Tii  so  gellt  die 

ursprüngliche  Gleichung  über  in  yx  +  f  (fr)  ent  yx  =  Tx. 

Der  Nutzen  dieses  sehr  wichtigen  und  häufig  zur  Anwendung 
kommenden  Satzes  beruht  offenbar  auf  der  Willkürlichkeit  der 
Wahl  von    ty  (fr).      Man   wird   diese  Function    stets    so    zu   wählen 

suchen,  dass  das  Product  Iln  :  /QN  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 

ijj  (fr) 

Factoren  besteht  und  die  durch  Transformation  erhaltene  Gleichung 
möglichst  einfach  und  leicht  integrirbar  wird.  Ersteres  ist  der 
Fall,  wenn  es  zu  jedem  elementaren  Factor  von  cp  (fr)  einen  solchen 
von  ip  (fr)  giebt,  dessen  Argument  sich  von  dem  des  ersteren  um 
ein  ganzes  Vielfaches  von  n  unterscheidet.  Denn  ist  %  (fr)  ein  ele- 
mentarer Factor  von  cp  (fr),  so  hat  man  : 

77  ?- 

n%(fr-\-in) 

= %&)%&-*)... _____ 

%(fr  +  in)%{fr  +  (i~l)n}...%(fr  +  n)%(fr)%(fr-n)... 
1 


%(®  +  in)%{fr  +  {i  -  l)n} ...  %(fr  +  n)1 
und  ferner: 

n        XW 

%  (fr  —  %  n) 

=  %(®)x(&  —  n)---X\®  —  (i—  Vn)l(fr-in)... 

%(fr  —  in)  %  {fr  —  (i  +  1) n)  •  •  • 
=  %(&)%(&  -n) ...%  {fr  -  (i  -  l)n}- 

Das  Product  einer  beliebigen  Anzahl  solcher  Ausdrücke  ist  eben- 
falls endlich.  —  Hieraus  folgen  zwei  wichtige  Bemerkungen.  Ist 
nämlich  %  (fr)  ein  elementarer  Factor  von  cp  (fr),  so  kann  man  die 
Gleichung  in  eine  andere  verwandeln,  in  welcher  %(fr"\zin)  für 
%  (fr)   steht.     Denn   ist    cp  (fr)  =  %  (fr)  cp±  (fr)    und    setzt   man    1p  (fr) 

w  (fr)  i(fr) 

=  l(ß^Jrin)  <Pi  (fr),  so  wird  Un  —7^-  —  ^n  ~7~cT~\ — r— :  und  dieses 

Product  ist  endlich.    Diese  Transformation  wollen  wir  kurz  mit  (Ä) 

bezeichnen.      Besitzt    ferner    cp  (fr)    einen    Factor    von    der    Form 

ZW 


%  (fr  +  in) 


,  so  kann  man  die  Gleichung  in  eine  andere  verwandeln, 


l(fr) 
in  welcher  dieser  Factor  fehlt.    Denn  ist  cp  (fr)  =  - ■         ,  cp_  (fr) 

tift-Jitn) 
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und  setzt  man  i\>  {%)  =  cpi  (&),  so  ist  wiederum 
TT    2Ü)_7T         *(*>- 

Diese  Transformation  bezeichnen  wir  mit  (B).  Bei  der  Transfor- 
mation (Ä)  bleibt  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  dieselbe; 
enthält  daher  die  Lösung  der  transformirten  Gleichung  die  ge- 
nügende Anzahl  von  willkürlichen  Constanten,  so  brauchen  keine 
anderen  mehr  eingeführt  zu  werden,  weder  bei  der  vorhergehenden 
Bestimmung  von  Tl7  noch  bei  der  nachfolgenden  Bestimmung  von  y. 
Bei  der  Transformation  (B)  ist  aber  die  transformirte  Gleichung 
von  niedrigerer  Ordnung  als  die  gegebene;  es  müssen  daher  die 
zur  allgemeinen  Lösung  fehlenden  Constanten  ergänzt  werden,  ent- 
weder bei  der  Bestimmung  von  Tx  oder  bei  der  Ableitung  von  y. 
Im  ersteren  Falle  braucht  man  nur  so  viel  Constanten  beizubehal- 
ten, als  eben  nöthig  sind,  im  letzteren  muss  man  aber  alle  Con- 
stanten, welche  durch  Bildung  von  TIn  ■  yx   eingeführt  werden, 

V  W 
beibehalten  und    sodann    die   etwa    zwischen    ihnen    stattfindenden 
Beziehungen  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  bestimmen.    Nähe- 
res hierüber  siehe  bei  Boole,  A  Treatise  on  Diff.  Equ.  Supplement- 
band. 

Diese  Sätze  wenden  wir  nun  auf  unser  Beispiel  an.    Die  sym- 

bolische  Form  der  Gleichung   (1  —  ax2)  -—  —  dx  —  —  cy  =  0 

Ct  X  Cv  x> 

ist:   y  —  a  v -V^"^ — -e2Uj  =  0,  wo«ba2  dieWur- 

ii  {y  —  1 ) 

zeln  der  Gleichung  acc  (a  -f  l)  —  bcc-\-c  =  0  sind.     1)  Tst  ax  ~\-  oc2 

eine  gerade  ganze  Zahl,  also  -  eine  ungerade  ganze  Zahl  =  2  h  -f-  1? 

so  erhält  man: 

_o  ^2  +  ^-2-^+2^)  = 

il  [oT  —  1) 

/n                                 „  &-2-ocL  -f  2h 
daher  nach  Transformation  (A),  wenn  man  y  =  ll2  — ^ — ~—  yx 

setzt:  2/i  —  a  ^-tt-tttt — tt-1  ^     Vi  =  0.     ^ies   lst   aber  die  sym- 
ry-  ^y  — - 1 ) 

bolische  Form  der  in  endlicher  Form  integrirbaren  Gleichung: 

F  o  r  s  y  t  h ,  Differentialgleichungen.  37 
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Ist  y1  gefunden,  so  wird 

y  =  {fr  —  ax  +  2  (h  —  1)}  {#  —  ax  -f  2  (Ä  —  2)}  •  •  •  {fr  —  ax]  yx 

:a1+2  [  _   \  JL 


00Ul 


f/         fc\2  cl1/* 

2)  Ist  ocx  —  «2=1  —  -J  —  4  —       eine  ungerade   g: 


ize  Zahl 


2  Ji  4-  1,  so  ergiebt  sich: 


(fr  -  2  +  a2)  (fr  —  2  +  «a  +  2ft  +  1)  2t 

&     '. 


fr  (fr  —  1) 

'l 
nan  y  =  U2 

mation  (^4): 


tt    fr  +  «24-2Ä— 1       ,    .  ,-  - 

und,  wenn  man   ty  =  IL  ^-—. - setzt,   nach    lranstor- 

'  J  l        fr  -f  a2  —  1 


Diese  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Satz  I  auf  zwei  Gleichungen 

erster  Ordnung  reduciren,  wenn  man =  Q  setzt.    3)  Ist 

eine  der  beiden  Wurzeln  ccli  a2  e'me  ganze  Zahl,  also 


((■  - 1)*- 


-±       1--     -4 
a        IV  aj  a 


c\* 


eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  wird 

Je  nachdem  nun  h  eine  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  ist,  setze 

fr  +  ft— 2  ,  ^fr+ft-2 

man  #  =  *h k, Vi  oa-er  y  ~~  iL  ■ — k ; —  Vi  '■>  dadurch 

reducirt  sich  die  Gleichung  auf  eine  Gleichung  erster  Ordnung, 
nämlich  im  ersten  Falle  auf  yx  —  a    — ^ -  e2t  yx  =  7,     im 

zweiten  auf  y±  - —  a ^ — —  ^Vx  =  7.   Hierbei  ist  7  im  ersten 

Falle  bestimmt  durch  {fr+2(ft'— 1)}  {fr  +  2  (//— 2)}--(fr  +  2)  7=0 

oder  7  =  C±  e~2*  +  C2  e~^  H +  <7Ä,_i  e-2(fc'-D*    wo  h  =  2  ti 

ist,  im  zweiten  durch  (fr  +  2  h'  —  1)  (fr  +  2  ti  —  3) . . .  (fr  +  1)  7=  0, 

oder  7=G1  er*  +  C2  e~**  H j-  Ow  c-(2ä'-D*    wenn  h  =  2ti  +  l 

gesetzt  wird.  In  beiden  Fällen  braucht  man  aber  von  7  nur  ein 
Glied,  z.  B.  das  erste,  beizubehalten,  da  hierdurch  die  genügende 
Anzahl  willkürlicher  Constanten  eingeführt  wird. 
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24.     Es  genügt,  um  diese  Aufgabe   zu  lösen,  wenn  wir  X~0 
annehmen.     Die  symbolische  Form  der  Gleichung  ist: 

a  ar  (# —  1)  +  c  ir  +  / 
Ist  n   nicht   schon  selbst   gleich    2,   so   setze    man   nt  --  2  r',   also 
^  =  —  -7-7  =  -  O1' ;  dadurch  geht  die  Gleichung  über  in : 

wo  ccu  a.2  die  Wurzeln  der  Gleichung  —  bn  (a  —  2)  (na  —  2  w  —  2) 
+  -  e  n  (oc  —  2)  -f-  9  ~  0  und  ßx ,  |32    die  Wurzeln  der   Gleichung 

-  anß(nß  —  2)  -f-  -  cwjS  -)-/  =  0  sind.  — -    1)  Sind  ax  —  a2  und 

ßi  ~~  ß%  gleichzeitig  ungerade  Zahlen,  also  a1  —  a2  =  2/^  —  1, 
ßi —  ß2  =  2i — 1,  so  geht  die  Gleichung  nach  Transformation  (Ä) 
über  in 

«  (#  —  ft)  (#  —  &  —  i) 

wenn 

M  —  Ji«  (^_ai_1)(^_/j1+2«_i)  w 
gesetzt   wird,  und   diese   Gleichung   reducirt   sich   nach    Satz  I  für 
q  =  -— -i    auf    zwei   Gleichungen    erster   Ordnung.    —     2)   Ist 

irgend  eine  der  Grössen  ax — ■  ßl:  ax  —  ß2i  cc2 —  ßi,  cc2  —  ß2  eine 
gerade  ganze  Zahl,  so  sieht  man  leicht,  dass  sich  die  Gleichung 
mittelst  der  Transformation  (B)  auf  eine  Gleichung  erster  Ordnung 
reduciren  lässt. —  3)  Setzt  man  tt  =  e^lt,u11  so  geht  die  Gleichung 
nach  Satz  II  über  in : 

i  (y +  /?,_«,)  (fr +  &-«,)   t 

Ist  also  zunächst  ß±  —  ß2  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  kann  man 
diese  Gleichung  nach  Transformation  (Ä)  verwandeln  in: 

b_  (y  +  ^1-«1)(y  +  /31-«2)        __ 

"  +  a  &(W—  1) 

Ist  überdies  noch  «x  -f  w2  —  ßx  —  ß.2  eine  ungerade  ganze  Zahl, 

37* 
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so  wird  ßx  —  ocL  =  —t — -1   +   * ,   ßi  —  <h  "  "  ' — ö '    A'  wo 

A  eine  ganze  Zahl  ist,  also 

(#'  +  iy  -  j  («j  -  «0* 

t,  4-  _ ; — ~ e2r'  v  =  0. 

Dies  ist  aber  die  symbolische  Form  der  Gleichung 

(a+&x2)S+bi2(A+2)+i}^+4A+2)2 

—  i  (oj  -  wO2}  «  =  0, 

welche   durch   (A  +  2)  malige  Differentiation   aus   der  in    endlicher 
Form  integrirbaren  Gleichung 

hervorgeht.  —  4)  Setzt  man  u  =  ea,r'%,  so  wird  nach  Satz  II: 
5  #'  (#'  +  ax  —  a2) 


^ti 


-  e^  ux  =  0. 


^  ^  a(^  +  a1-/J1)(^  +  «1-/S2) 
Diese  Gleichung  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 

a  id>  +  2  +  «x  -  ft)  (#'  +  2  +  «i  -jy  _ 

Ml  ^  6  (^T"2Ö>'  +  2  +  «i  -  «.)  "  _ 

Setzt  man  hierin  zf  — —  r,    also  #'— —  —  —  ^  und  ferner 

^  =  e2ri%2>  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

«  £1-«1  +  ft)(gxZ^±fe)^Wi  =0f 

2  ^  ö  ^(^  -f  oj,— aj 

und  diese  lässt  sich  wie  in  3)  auf  die  Form  bringen: 

*  +  ^ ä^öj ^«=0' 

wenn  oc2  —  ccx  und  oc1  ~\-  a2  —  ßL  — ■  ß2  gleichzeitig  ungerade  ganze 
Zahlen  sind.  —  Die  Zusammenfassung  dieser  Eesultate  giebt  den 
im  Texte  angegebenen  Satz.  Auf  ganz  andere  weitläufigere  Weise 
hat  Pf  äff  dieselbe  Frage  behandelt  in  seinen  Disquisitiones  analy- 
ticae  p.  135.    (Vergl.  auch  Sauer,  Crelle's  Journ.  Bd.  IL) 

25.     Ist  p   eine  ganze   Zahl  und,  wie   wir   annehmen  können, 
positiv,  so  brechen  die  zweite  und  dritte  Eeihe  ab,  jedoch  sind   der 
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erste  und  zweite  Ausdruck  sicher  von  dem  dritten  verschieden,  da 
sie  für  x  =  .00  ebenfalls  unendlich  werden,  während  der  dritte  für 
x  =  co    verschwindet.     Ist  aber  p  keine  ganze  Zahl,  so  sind 


.3     22  /         3\  /       ■  5\  2!  2* 

P  +  2  (P  +  2)  (*  +  2  ) 

,  1  a15  #6 


2)^2;^  '  2 


eM  ^p+i    1 


e-^^1!  -f 


7\  3!26 
2/ 

jp  +  1  a«        (jö  4-  1)  (p  4-  2)    a2#2 

"  p~+T  T  +  /      3\  TT 

(i>  +  1)U+.2  ) 
(jP+l)Q  +  2)(p  +  3)   o^_ 

Ci>  +  1)  (jp  +  I)  (P  -h  2)     3! 

p  -f-  1   ax   ,      (p+l)(p  +  2)    a2#2 

"9T" 


+ 


I        (p+l)(l3  +  2)(jJ+3)       0^5»  _  J 

CP  +  1)  (p  +  I)  (JP  +  2)        ' 

entsprechend  andere  Integrale,  die  nach  dem  in  Nr.  6  Seite  564  an- 
geführten Satze  unter  sich  identisch  und  von  den  drei  ersten  Aus- 
drücken verschieden  sind.  Es  könnten  daher  die  ersten  drei  Aus- 
drücke unter  sich  auch  nur  um  ein  constantes  Vielfaches  eines  dieser 
letzten  drei  Ausdrücke  verschieden  sein.  Man  sieht  aber  leicht, 
dass  dies  nicht  der  Fall  ist. 

26.     Die  symbolische  Form  der  Gleichung  ist: 

Hieraus  folgt  sogleich  nach  Satz  II  und  Transformation  (Ä) : 

wenn 

»/  =  e-P*  n2  -„^^—7  &=<*-* *  (Ö--1)  (Ö--3) . ,.  (*-2jp+  l)ft 

17  JJ9  1 

gesetzt  wird.  Wegen  f(&  —  a)  =  eazf(&)e-a'g  kann  man  y  auch 
schreiben : 
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y  =  e-p*  e*fre~* .  ed*  fre~'d* . . .  e^p-D*  fr  e-&p-v*  yl 

==e-(p+»*(e2*fr)(e**fr)...  (e2t  fr)  e~^~^*  y± 

=  e~(P  +  D*  (e2tfr)P  e-(2p-i)*  yi. 
Mithin  ist  schliesslich: 

y  —  x-p-1  (x*  -~){%~2l)  +  1  (AeaxJrBe~ax)Y 

Setzt  man  zunächst  y  =  e~(-P+2^*y1  und.  sodann 

TT  #—   1 

J1  2  #  — 2jp— 3      J 

•72  ql 

wo  2/2  gegeben  ist  durch  — ■ -  —  a2  y2  '=  0,  so  erhält  man  wie  vorher : 
et  x 

y  —  e-(P+S)*(#*fr)P  +  l  e-2P*  y2 

=  x~p-3  Ix*  — )      [x~2p  {Aeax  -\-  Be~ax)Y 
\      üx  / 

Nach  der  ersten  Darstellung  war: 

y  =  e-P*  (fr  —  1)  (fr  —  3)  . . .  {fr—  2p  -f  1)  yx. 

Dies  ist  dasselbe  wie 

y  =  eCp~i)*#(#  ~f  2) . . .  (fr  +  2p~~  2)  e-^-1)*^ 

=  e^P-Vfr  .e~2*  fr  e2*.  e^1*  fre^*  ...  e-Vp-W  fr  e~*  yx 

=  eP*(e~*fre-*)(e~*fre~*)...(e~*fre-*)y1 

~-  eP%  (e~*  fr  e~*)P  yx. 

Mithin  wird  schliesslich: 

y  =  xp  (y )  (Äeax  +  Be~ax). 

\Cv  X  xj 

27.     Setzt  man  y  =  e~axi\  so  erhält  man  die  Gleichung 

•72  4)  cl  V 

x  j_  Um  _|_  n)  —  (a  —  ß)x\ m(a  —  ß)v  =  0, 

dx2         [  '  äx 

welche  durch  m  -malige  Differentiation  aus  der  Gleichung 

a,_  +  {fl_(„_/J)a,}_  =  0 

entsteht.    Daher  ist  v  =  _   ^    1   [x~~n  e(a~~^x\  ein  particuläres  Inte- 
axm~ 1 

gral    der   Gleichung    in  v.      Setzt   man   sodann   v  =  e{^a~^xvll   so 

erhält  man  für  v1  dieselbe  Gleichung  wie  für  v,   nur  dass  m  und  n, 

sowie  a  und   /3    mit    einander    vertauscht    sind.    Es   wird    daher 

schliesslich : 
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dm~1  dn~1 

y=Ae~ax  - —  {x~ne^~^x}  +  Be~Px (x~m  e(is~a)xV 

dx™-1  l  '   ]  dx*1"1  x  ' 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  y=£h&  v,  so  erhält  man 
die  Gleichung :  — -  -f-  x  - — j-  (m  ~\-  1)  v  =  0,  welche  durch  m-malige 

Cd  X  (XX 

Differentiation  aus  der  Gleichung  -r—r  +  X   - —  4-^  =  0  sich  er- 

äx2  dx 

giebt.    Ein   particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist  e— Va^   daher 

nach  §.65  ein  zweites:  e"l^x2  fel^x2  dx.     Somit  wird: 

J  dxm  ~  dxm  x  J  ' 

28.     Als   Differentialgleichung  der  Trajectorie  erhält  man  die 
Gleichung : 

d2x        n — 1  dx    ,      d    ,,      .,,,.>  fdx\2 

— —  +  —  {log  P»  0*0       t~    =  °- 

dr2  r       dr        dx   [  ]   \drj 

Aus  dieser  erhält  man  nach  der  2.  Aufgabe  des  §.  67 : 
■P»+i  0)  —  Pn-1  0)  =  «^w- 


VI.   Capitel. 

§.  113. 

„    .     dnF(a,ß,y,x) 

1.  Aufgabe.     Es  ist ~7  V 

Ist  nun  y  —  oc  —  ß  <  0,  in  welchem  Falle  F(cc,ß,y,x)  für  #=1 
divergirt,  so  ist  erst  recht:  y  -\-  n  —  (a  -{-  ri)  —  (ß  +  w)  <  0, 
also  F  (cc  -f~  w,  ß  -f-  w,  y  +  ^>  1)  divergent.  Selbst  wenn  aber 
y  —  oc  —  ß  >  0  also  JP(w,  /3,  y,  1)  convergent  wäre,  so  würde  doch, 
wenn  n>y  —  cc  —  ß  geworden  ist,  y  +  n  —  (cc-\-n)  —  (ß-\-n)<0 
und  somit  F(cc  +  n,  ß  -f  n,  y  +  w,  1)  divergent  sein. 

2.  Aufgabe. 

/         t2        £4  \ 

(1)    sm*  =  <  (l  —  gl  +  5I J 


=  '*(«•  *  !•- 17^)  ^"^ 
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/  n2 l 

(2)    sin  n  t  =  risin  tll r-p-  sin2 1 

4-  - ~ }  smH -J  =nsintF{—-1  —~ -,  -,  sm2i 

(^  /^  —  l ) 
1 -J-^~  tangH 

,    n(n-l)  (n-  2)  (n- 3) ,       ,  £  \  „ ,  _  /    w  1-n  .1      .       „. 


§.  126. 

'  .  szw£    ,     1  siw3£    .     1.3  siw5i    . 

1.  Aufgabe.    Es  ist  t  —  —  +  -  -3—  +  j~l  ~~5~  +" 

=  sintF  f— ,  — ,  — ,  sm2£j-     Demnach: 

<4  !)=!  =  "©  »(-i. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  in  §.  126  erhaltene  Formel  77  (z-\-  1) 
=  (#  -f"  1)  11(0)    allgemein    für    beliebige    positive    oder   negative 

Werthe  von  z  gelte,  ist  nun :  77  (  —  -  J  ==  2  77  (  —  j,  daher :  772  ( —  j 

==  — ,  also  77  (  —  )==  —  ^1//s,  da  das  negative  Zeichen  nicht  statthaben 
4  \2/        2 

kann,  wie  aus  der  Definitionsgleichung  von  7X(&,#)  hervorgeht. 

2.  Aufgabe.     Es  ist 

77    (-.  z)   =   Zm r— j— '       '  '  '   V  y r   AT"*, 

7c=oo    (1  —  ^)  (2  —  ^)  .  .  .  (/C  —  ^) 

77  (z  —  1)  —  ^  — — -: rT^-V-V"1^ 1~ 1 — \"  ^_1' 

7c=«>    £  (1  +  Z)  (2  -+-  Z)  .  .  .  (Ä—  1  +  Z) 

immer  vorausgesetzt,  dass  die  in  §.  126  angegebenen  Definitionen 
auch  für  beliebige  Werthe  von  0  gelten.  Ein  Beweis  hierfür  kann 
hier  nicht  gegeben  werden.    Durch  Multiplication  folgt: 

I7(-,)  JI(,  -  1)  =  i^——-—1  — _ 

Letzterer  Ausdruck  ist  aber  das  unendliche  Product  für  it  cosec  z  7t, 
mithin :  77  ( —  0)  77  (z  —  l)  =  7t  cosec  z  it. 
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3.  Aufgabe. 

(1)    Fx(a,  ß,y)F1(-a,  ß,y  —  a) 
TI(y-\)  n(y~cc-ß~l)  II(y-a~  1) J7(y-a  -f  a-ß-  1) 


n(y-a~l)  Il(y-ß-l)  II(y-a  -f  a-  l)Il(y-a-ß -1) 
(2)    Folgt  ebenso  wie  in  (1). 
4.  Aufgabe.    Es  ist 

bv  n  W  =  »j.  {%  ^  +  %  r|-2  +•••  +  %  r~  +  ****}• 

Sind  nun  g  und  /&  positive  Grössen,    so  gilt  die  leicht  beweisbare 
Formel: 

/ dt  =  log  -, 

J  t  g 

vermittelst  deren  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

Das  letztere  Integral  convergirt  bei  unendlich  wachsendem  h  gegen 
die  Grenze  0;  daher  ist: 

o 

Y  2  ii 1 

Setzt  man  hierin  für  2  nach  einander  #,  z  ■ ,  z ,•••»# 

n  n  n 

und  addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man,  wenn 

man  noch  nt  an  die  Stelle  von  t  treten  las 


! 

dt 


%{77(,)77  (,_!)...  n  (,_1_1 


0 

Andererseits  ist: 


log  n(nz)=  J   ( fZTJP — ~  +%^e     jj' 
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also  durch  Subtraction: 


log In (g) n(e  -\)--- nU  - '"V/1  ~~  l°yn(-n^ 
=  /{Mri -  e^l  +  Ve~f  -  ne~nt)\  7  -  (ns  +  l)l09n- 

0 

Um  den  Werth  des  noch  übrig  bleibenden  Integrals  zu  bestimmen, 
setze  man  zunächst  in  dem  Werthe  von  logTl{£)  %=■ —  —und  so- 
dann t  für  -  t,  dann  wird,  da  n (—-)  =  2  n (-)===  log  a1/*  ist: 


Addirt  man  hierzu 

CO 

7™  o  _      /    (o—t  <r-2t\    . ^ 


1-log2=l-f(e-t~e-")dt 


so  folgt: 

o 
Setzt  man  hierin  nt  für  £,  multiplicirt  die  entstehende  Formel  mit  h 
und  subtrahirt  dann  die  vorige  von  dem  Producte,  so  wird: 


o 


dt 

T' 


oder,  da  die  beiden  Integrale  offenbar  einander  gleich  sind: 

o 
Demnach  wird  jetzt: 

%  {j7(«)  72  (e  -  i)  •  •  •  II  (e  - ^A)}  -  log  II(ne) 
=  n-^—log  {2%)  —  (nz  +  -5-)  %», 
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oder,  wenn  man  zu  den  Zahlen  übergeht: 


§.  128. 


Aufgabe.     Es  ist: 


äyx  äy^        n(oc  +  ß  —  y)n(y-l)  ■  .     ' 

und  y1  =  My?,  -f  7V>5,  wo  II  und  N  die  auf  Seite  227  angegebe- 
nen Werthe  haben.    Daher 

äih  äys        1  n(a+'ß  —  y)n(y—  1)  ,      ■ 

Jo   dx       M  äx       M      JZ(a— l)J7(/J-l)       *      ^      ^j 
JI(o6  4-/3  —  y)  77(1—  y)  , 

77(a  — y)77(/3  — y) 

Ferner  ist  2/3    ~  —  ^  ^  =  (y  —  1)  af-r  (1  —  ^r-"-?-1    und 
Cv  x  Ck  X 

y1  =  M±yz  -f-  JV4  ^/10,  wo  $f4  und  iV4  die  auf  Seite  228  angegebe- 
nen Constanten  sind.     Setzt  man  für  y%  seinen  Werth,  so  folgt: 


§.  133. 

1.  Aufgabe.    Für  diese  Gleichung  hat  man  1  —  y  =  —  1= —  — , 

O 

4 
also  y  =  ~  zu  nehmen,  während  für  die  in  §.  132  angeführte  Glei- 
te 

1  2 

chung  1  —  y  —  4-  A  =  --,  also  y  =  —  gesetzt  ist. 
o  o 

2.  Aufgabe.     Hier  hat  man  ebenfalls  1  —  y  =  —  A=  —  -, 

4 
also  y  =  —  zu  nehmen,    während   für   die   in   §.  133    angegebene 
o 

1  2 

Gleichung  1  —  y  =  A  =  — ,  also  y  =  —  gesetzt  ist. 

O  0 
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Vermischte    Aufgaben. 

1.     (1)     Es  sei   a>  b.    Dann  ist  (a2  +  b2  —  2  a  b  cos  cp)~n 

=  ar 2w  (l  -f  —  —  2  -  cos  cp 
\         a2  a 


b    .  \~n 

-  el(P  )     i 
a      / 


b        .  \~n 
1 c-*v 

6t 


Entwickelt  man  nun  (  1 et(M      und  (  1 e~t(P\       nacli  dem 

binomischen  Satze  und  multiplicirt  man  beide  Reiben,  so  erhält  man, 
da  die  Coefficienten  von  eir(^  und  e~ir<P  einander  gleich  sind: 


Ar  =  —77 TT"  a 


(n  +  r- 1)1  n-2n(!>_\rL    u  nfa+j)  & 
r\(n  —  r)\  \a)    {    ^  \.{r  \-l)  a2 


n(n-\-  l)(n  +  r)(n  +  r+  1)  W  \ 

+  1.2.(r+  l)(r  +  2)  a4  +       J 

fw  J_  r  —1)1  /  b2 

(2)bis(4)    Nach  dem  Fouri.er'schen  Satze  ist: 

2n      /V  52  fr  \-n 

— -   /     1  H 0  —  2  -  cos  cp  )     cosrcpäw. 

J    \  a2  a  / 


TT 

0 


Dies  lässt  sich  in  den  drei  Formen  schreiben: 

1  C(  2  ab  \~n 

■Ar  =  — ,  »  ,   ,ou   /  (  1 7-7-7-9  cos  9       cosrcpäcp 

7t(a2  +  b2)nJ   \         a2  +  b2        V  r 

=  —, :— 777-,   /    (  1  —  7-    ,    ino  COS2    77  COSTCpdcp 

n(a-{-b)2nJ    \         (a  +  b)2  2/  r    y 

1           //     ,       4a&       .  9  qp\-* 
=  —7 — —T-7T  /   U-  +  7 777,  stn2  ~)     cosrwdcp, 

und  diese  führen,  wenn  man  die  unter  den  Integralzeichen  stehen- 
den ( — n)ten  Potenzen  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt, 
sehr  leicht  zu  den  im  Texte  unter  (2),  (3)  und  (4)  angegebenen 
Formeln.     Man   beachte   dabei   nur,   dass  Integrale   von   der   Form 
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/  cos  cccp  cos?cpä(p   verschwinden,   wenn  ß<&  oder  wenn  ß  —  cc 
o 
eine  ungerade  Zahl  ist,  während 


/■ 


COS  CC  CD  COSa+^1  CD  d  W  --         ,  n        ,  ,       , 

ist. 

2.  Sind  a  und  5  die  Wurzeln  der  Gleichung  A  -\-  Bx  +  0#2=0 
und  substituirt  man  x  =  a  —  (a  —  b)  #,  so  geht  die  Gleichung 
über  in: 


y  =  0, 


welche   von  derselben  Form   ist,    wie    die  Differentialgleichung   der 
hypergeometrischen  Reihe. 

3.  (l)bis(5).  Gauss  zeigt,  dass  zwischen  je  zwei  verwandten 
Functionen  und  der  Function  F  selbst  eine  homogene  lineare  Glei- 
chung  besteht,   deren   Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  höch- 

6    5 
stens  vom  ersten  Grade  sind,  so  dass  im  Ganzen  — ~~  =15  solcher 

Gleichungen  bestehen.      Um    dieselben   abzuleiten,   gehen   wir   von 
dem  leicht  beweisbaren  Gleichungssystem  aus : 

von  dem  die  letzte   auf  S.  224  vorkam,  und  differentiiren  dasselbe 
nochmals.    Dies  giebt : 

=  ß{(ß  +  l)FP+1+-(2ß  +  l)Fp++ßF} 
=  (r-l)i(y-2)Fr-1-  —  (2y-3)Fv-  +  (y—l)F\- 

Das  erste  System  liefert  die  drei  Gleichungen : 

(ß  —  «)F+«Fa+  —  ßF?+  =  0, 
(y  -  «—  l)F+  aFa+  —  (y  -  l)Fr-  =  0, 
(Y  —  ß-l)F+ßF?+-(y-l)Fr-  =  0. 

Setzt   man    sodann    die    Werthe    von   — und  — — in   die 

dlogx  (dlog  xy 

Differentialgleichung   der  hypergeometrischen  Reihe  ein,    so    erhält 
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man,  je  nachdem  man  zugleich  die  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Werthe  dieser  Grössen  benutzt,  die  weiteren  drei  Gleichungen: 

{y-2ß*-(u—ß)x}F  +  ß(l—x)Fp+-(y-ß)FP-  =  0; 

{y-l-y(2y~a-ß-l)x}F+(y-cz)(y-ß)xFY+-y(y-l)(l-x)FY„=0. 

Die  übrigen  neun  Gleichungen  findet  man  dann  leicht  aus  diesen 
sechs  durch  Elimination  einer  der  Grössen  Fa±,  Fß±,  FY±. 

4.    Diese   und   ähnliche   Relationen   ergeben    sich   durch    Ent- 

F  (cc  ß  v  x) 
Wickelung  von  — - — 0     '    '    ' ----- - — N  in  einen  Kettenbruch.     Setzt 

8  F(a,ß  +  1,  y+  l,x) 

man  f0  =  F(a,  ß,  y,  x),  fx  ~  F(a,  ß  -f  1,  y  -f-  1,  x)  und  allgemein 
/ai-i  =  .F(a  +  *-l,  ß  +  i,y  +  2i-l,x), 
f2i  =  F(a  +  i,  ß  +  i,  y  +  2i,x), 

und  ferner  noch 

_(a  +  i-l)(y  +  i-ß-l)        _    (ß  +  i)(y  +  i-u) 
"«--i  —  (y  +  2i—  2)(y  +  2i-l)  '    2*  ~  (y+-  2i  —  l)(y  +  2if 
so  gelten  die  leicht  zu  bestätigenden  Gleichungen: 

aus  denen  der  Kettenbruch  selbst  leicht  hergestellt  werden  kann. 
Bezeichnen  dann  Zi  und  Ni  den  Zähler  und  Nenner  des  iten  Nähe- 
rungsbruches, so  hat  man  die  Gleichungen : 

(a)    /o  =  Zifi+i  —  «i+i  x  Z{^1  fi+2, 

/i  =  -Ni/t+i  —  «*+i  »  Ni-ifi+2, 
und 

JNi  Z*_i  —  Z<  JVt_i  =  %  . . .  a*  x\ 

und  aus  diesen  folgt  noch: 

Zi  /i  —  JVi  /<>  =  %  «2  ...  0.-+1  ajt'+1/i+2. 

Vertauscht    man    in    allen    hier    auftretenden   Grössen   gleichzeitig 
a,  ß1  y  resp.  mit  —  i  —  ß,  —  i  —  a,  —  2  i  —  y  und  bezeichnet  die 
dadurch  entstehenden  Grössen  durch  obere  Indices,  so  hat  man: 
f  (0)  _  fil)  „  a(i)  ^  y  (2)  ^  /#  t  ?  y(*-i)  _y(»)  __  a(0  ^  /(*+!), 

und 

/(0)  —  £(0  /(•>1)  —  a^1)  ajZ^1)/^2), 

jy(0  Z(*-D  —  Z®N<t-u  =  aF>  a(2)  . . .  tf(*V, 
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sowie : 

£(*)/(D  —X<i)f(o)  =  ap.)  a(2)  #  _  a(i+i)  Ä4+i/(»'+2)# 

Nun  ist  aber 

aO-)  =a2i,  ß(2)  =  «2*— 1 ,  • .  • »  ß(2i)  =  % 
und  ferner: 

Z<M=Z2i,  N<M  =  Z2i-lt    Z2,_!  =  N2i,  JV<2'-^  =  -%<-!, 
daher  aus  der  letzten  Gleichung: 

(b)     iW(1)  -  Za,-!  /«»  =  00^.-  aa< ^+i/(2*+2) 
und  N2i  /d)  —  jya ,_!  /Co)  =  ox . . .  a2 <  x* i  /(*'+*). 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  (a)  und  den  Gleichungen  (b) 
kann  man  die  Grössen  Z2i,  Z2i—i,  N2i,  %«— i  finden.  Bezeichnen 
wir  die  Determinante  der  entsprechenden  Gleichungen  mit  z/,  so  ist 

*  =  füi+i  f(0)  -  a2i+1  xf2i+2fV>. 
DerWerth  von  z/  ändert  sich  nicht,  wenn  man  i  um  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verringert.     Denn  setzt  man  rechts  i  —  v  statt  i,  so 
geht  derselbe  über  in : 

/2i-2v+l  f(2V)  ~  ^-2v+l  xf2i-2v+2  /(2V+1). 

Es  ist  aber 

fi2v)  _y(2r+i)  __  a2i-2vxß2v+V 

und:  a2i— 2v+i%f2i— 2>+2=/2*— 2r+i — /2*— 2v. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  folgt: 

/2<-2r+l  /(2r)  —  a2*-2r+l  a?/<2r+1)  /2*-2v+2 

=  /2v-2*  ß2V+1)    -    «2Wf    «/2<-2r+l  /(2^2), 

d.  h.  der  Ausdruck  links  ändert  sich  nicht,  wenn  man  v  mit  v  -j-  1 
vertauscht.  Demnach  bleibt  auch  z/  ungeändert,  wenn  man  darin  i 
um  irgend  eine  ganze  Zahl  vermindert,  d.  h.  es  ist  z/  von  i  unab- 
hängig. Andererseits  ist  aber,  wenn  a  eine  ganze  Zahl  ist  und 
i  =  —  cc  gesetzt  wird,  z/  =  1,  mithin  ist  z/  überhaupt  gleich  1, 
da  es  seinen  Werth  nicht  ändern  kann,  wenn  man  einer  darin  gar 
nicht  vorkommenden  Grösse  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  Man 
hat  also  allgemein: 

Ai+l  /(0)  -  ««+1    */2<+S  /« .=  1, 

oder: 

F(a  +  i,  ß  +  i  +  1,  y  +  2i-\-l,x)F(—i  —  ß,—i  —  a,—2i  —  y,x) 

F{—i—ß,  1—i  —  cc,  l  —  2i  —  y,x)  =  l. 
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Setzt  man  hierin  i  =  —  1  und  lässt  man  y  -(-  1  an  die  Stelle  von 
y  treten,  so  ergiebt  sich: 

F(u  —  1,  ß,y,x)F(l—ß,  1  — a,  1  — y,  aj) 

-  ("~~  *>  (yi7^a;F(«,fty+  l,s)  F(l—ß,  2  —  oc,  2  —  y,a?)  =  l. 

y(r  —  i) 

Mittelst  der  zwischen  den  verwandten  Functionen  bestehenden 
Kelationen  erhält  man  hieraus  leicht  die  im  Texte  angegebene 
Gleichung. 

5.    (1)     Setzt  man  in  der  Gleichung 

•*-->£+{'-(■•+!»  £-'(■  +  !)'=* 

1  4« 
welcher  durch  F  (oc,  a  +  -,  r,  #)  genügt  wird,  #  =  ——- : — rr    und 

2  (i+2/r 

sodann  JP(  a,  a  -j-   — ,  y,  #  )  =  (1  -f-  «/)2a  t?,   so  erhält  man  die  Glei- 
chung : 
y{l~y)W  +  !r  -  (4w-r  + 2)2/}  ^~2«(2W-y+ 1)^=0, 

und  dieser  wird  genügt  durch  v=F(2ct,  2  tt  —  y  -\-  1,  y,  ^/).  Drückt 
man  2/  durch  £  aus,  so  sieht  man  aus   dem  in   §.  122  angeführten 

Hülfssatze,  dass  die  beiden  particulären  Integrale  F  (a,  cc -\-  — ,  y ,  #  ) 

und  (1  -f  y)2a  F(2a,  2  cc  —  y  +  1,  y,  y)  mit  einander  identisch 
sind. 

(2)    Setzt  man  in  der  Gleichung 

*(l-*)f|-f-  {2/S-(«  +  j8+l)Ä}   ^-aßF=0, 

4:  ^/ 

welcher  durch  .F(a,  ß,  2  /3,  z)  genügt  wird,  wieder  z  =  ,      '       ■   und 


sodann  F(u,  ß,  2/5,  z)  =  (1  +  yfav,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
2/(1  -y«)^i+2{|8-(2«-/S  +  l)^}^-2«(2«-2/J+  1)^=0, 

und  wenn  man  hierin  noch  y2  ■=  t  setzt: 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch 
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Wie  in  (1)  überzeugt  man  sich  dann  von  der  Richtigkeit  der  Glei- 
chung : 

F(a,ß,2ß,  z)  =  (1   +  yf«  F(a,a-ß  +  I   ß  +  I,  ^. 

(3)    Setzt  man  sin2  &  =  t,  so  wird  die  Gleichung 

befriedigt   durch   2/  =  F  ( a,  ß,  a  -f  ß  -f  -,  t\      Substituirt  man 
sodann  £  =  4  #  (1  —  #),  also  £  =  Sm2  -  ,    so    geht     die   Gleichung 


über  in 

z 


und  dieser   wird  genügt  durch   y  ■=' F  (  2«,  2/3,  a  -f-  /3  -f-  — ,  0  )• 

Aus  dem  in  §.122  angegebenen  Hülfssatze  folgt  alsdann  die 
Identität  beider  Ausdrücke  für  y. 

(4)    Ist  sin22&  =  x,  so  wird  die  Gleichung 
xd2y  ,    /2a  +  2       4a  +  7    \  d#        1      ,      ■    ,x 
d#2        \       3  b  /  <i£        12     v  '  J 

/aa-fl2a-}-2      \ 
befriedigt  durch  y  =  ±  (  — ,  — - — , — ,  x  y      Führt    man    in 

dieser  zunächst  die  neue  unabhängige  Veränderliche  t  =  cos2  fr  ein 
durch  die  Relation  #  —  4£(1 — t)  und  setzt  dann  y=t~av,  so 
geht  die  Gleichung  über  in: 

t2(l-t)~  +  ^{l--2a-(2-~a)t}t  g +|a(a  +  1)^  =  0, 

und    wenn   man   hierin   noch =  0    substituirt,   wodurch 

.  sin2  fr     .  1 

#  =  — •  4  —  wird,  so  folgt : 

cos**? 

rl2v    ,    /2a +2        4a +  7    \  dt;       1       ,     .    1X 

*  (l  __  *A L  ( ! ! 0) m(m-{-  l)v=  0. 

{  }  dz2  ^  \       3  -    6         )  dz       \2     K    ^    } 

Dieser  Gleichung  genügt  man  durch 

/aa+12a+-2      ' 

"  =  P  (?  — '  -8~  '  ' 

r  o  r  s  y  t li ,  Differentialgleichungen. 
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Aus  dem  in  §.  122  angegebenen  Hülfssatze  folgt  alsdann  wiederum 
die  Gleichung: 

nf,^/oca-\rl2a  +  2         .  sin9-  %• 

6.    Die  Legendre'sehe  Gleichung  geht  für  x  =  —  l^-\-j)  in 

£2  (l— |a)  ^  -  2|s||  —  w(»4"l)(l—  §2)  2/  =  0  über.     Inte- 

grirt  man  diese  in  der  gewöhnlichen  Weise  durah  Reihen,  so  erhält 
man  die  beiden  particulären  Integrale : 

Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  y±  eine  endliche  Reihe,  sie  hat 
daher  für  ^  r_=r  1  einen  endlichen  Werth,  während  y2  für  |  =  1  un- 
endlich gross  wird,  da  alsdann  die  Reihe  für  y2  divergirt.  Ferner 
verschwindet  y2  ^ur  I  =  ®  oc^er  #  =  oo ,  während  yx  für  |  =  0 
unendlich  gross  wird.  Nun  gilt  bezüglich  der  Identität  zweier 
particulären  Integrale  der  leicht  zu  beweisende  Satz:  Alle  parti- 
culären Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  für  x  =  xx  nicht  unendlich  wer- 
den, sind  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  einander 
identisch,  wenn  die  Gleichung  ein  Integral  besitzt,  wel- 
ches für  x  =  X\  unendlich  gross  wird.  (Vergl.  Nr.  6,  S.  564.) 
Mithin  ist  y1  identisch  mit  Pn  (x)  und  y2  identisch  mit  Qn  (x).  Die 
Constanten  A  und  B  bestimmen  sich  folgendermaassen.  Es  ist 
[P«(aj)]a;=i-=  1,  dagegen 

ii(-i)ir(—  i)     n(n-\) 

—        2nn(n) 

—  1.3. 5. ..(2^—1)' 


^j-^r^1 


also  _A  ~~ 


n(2n) 


22nn(n)n(n) 
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•  ,    r  «4-1  *    /  m               2nII(ri)II(n)       ,    .    ._  1 

Ferner  ist    [^w+1  #w  (0?)]«.=  «,  =  -jy— r-—  und   [tfgj^oo  =  -, 

22w+1iT(w)iI(w) 

also    i>  =  — ^— —  • 

II(2n+  1) 

7.  Aus  der  Gleichung 

(i_*.)g;_2*!!+„(n+i)3,=o 

ergiebt  sieb  durch  (i  —  2)-malige  Differentiation : 

(1_^*Ä_2«-"l)»Gf 

+  (»_<+ 2)  (»+,-^l)g|=0. 

Ist  A  der  Werth  von  w  für  x  =  0,   jB  der  Werth  von  —  für  #  =  0 

cZ# 

und  berechnet  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die  Werthe  der 
auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  für  das  Argument 
x  r=  0,  so  erhält  man  nach  §.83  das  vollständige  Integral  in  der 
Form : 

+  B x  \ i      ("-!)(»+ 2) ^2  +  (n-3)(n-l)(W  +  2)(n+4)^      .  J 
l  o !  5 !  j 

oder 

8.  Setzt  man  y  -—  ^40  a?'u  -f-  -4j  #a+1  +  •  •  • ,  so  erhält  man : 
[i  (ja  -f-  &  —  1)  (ft  -[~  £  —  1)  —  0>  also  entweder  [i  =  0  oder  f/  — -  1  —  & 
oder  ft  ==  1  —  £,  und 

j  =  ^  +  r  +  a~  *)  0*-+  **  +  P  —  i)  0*  +  r  4-  y  -  1)  A 
r~    "        (^  +  r)(^  +  r  +  ^-l)^+r  +  ß— 1) 

Die  drei  Werthe  von  f£  führen  dann  leicht  zu  den  drei  im  Texte 
angegebenen  particulären  Integralen. 

9.  Es  ist  n  ===  ~ und  # —  x~1/2  [A-\-  B  arc  sin  (2  x  —  l)]  oder, 

i/        ^  • 
da  arc  sin  (2  x  —  1)  =  2  arc  s-m  03/2—  -  ist, 

y  —  x~V*  { M  \  B'  arc  sin  x1^}- 

38* 


nun 
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Andererseits  ist  F( -,  -,  -,  x\  ein  particuläres  Integral  der  Glei- 
chung; es  müssen  sich  also  AI  und  B!  so  bestimmen  lassen,  dass 
A!  -f-  B'  arc  sinx1'*  =  x1^f(-,  -,  -,  x  J  wird.    Für  x—0  ist 

A'  =  0  und  B'  =  1,  also  arc  sinx  =  xF  ( -,  -,  -,  x2  y 
10.    Für  die  erste  Gleichung  ist 
y  =  ^(|,-|,I>a!)+^F(2,-l.|,4 

oder:  2/=  .4  (1  —  a)%  (1  —  6«)  +  J5tf%  A   —  |  A 
Für  die  zweite  Gleichung  ist 


y  =  ÄF(i  -2,1  flj)  -}-  2?*%Jf(J, 


3    3 

oder:    3/  =  All  —  4a;  -f  ^  x2\  +  J5äjV2  (1  _  x)% 

11.     (1)  u.  (2).    Besteht  zwischen  |  und  s  die  Eelation  : 

. (s4  +  2s2V3  —  1)3 

~  (s4  —  2  s2]/3  —  1)3 ' 
so  genügt  s  nach  §.  132  der  Gleichung 

3  4  3 

{*'6'-(g-l)*  +   £2+  £(!-§)' 

Setzt  man    £x  =  ^ — -,  so  erhält  man: 

(b  — l)2 

4  3  101 

f     h)  9  ,     8      ,  288 


(li-l)2    !    tf   .      Ii(l-Ii)' 
und  es  ist: 

§1  "  108s4(s4-)-l)4 

Ohne  dass  sich  der  Werth  von  {s,  ^J  änderte,  kann  man  hierin  s4 
mit  — s4  vertauschen   und,   da  identisch  (s4  -)-  l)2(s8  —  34  s4  -[-  l)2 

=  (s8-f  14s4 +  1)3—  108  (s4  —  l)4s4  ist,  so  folgt: 

1  -  *    -=  (g8  +  US4  +  l)3 

Sl~      108s404— l)4 
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Setzt  man  endlich  nocli   1  —  £1  = ,  oder 

x —  1 


fs8  +  Us4  +  l) 


(s4  +  l)2(s8  —  34s±  +  l)2' 
so  genügt  s  der  Gleichung: 

4  15  155 

,  ])_         _   32 288 

ls>  *>}  —  ^2    +  (^—1)2  +  ff(l  —  ff)' 

Hieraus  folgt  A2—  — ,  ja2:=i/2  —  —  und  daher  entweder 
11     .  1  2 

welche  Werthe  für  die  erste  Gleichung  dieser  Nummer  gelten,  oder 
19     a         7  4 

welche  Werthe  bei  der  zweiten  Gleichung  stattfinden.  Man  kann 
nun  s  durch  x  mittelst  Wurzelgrössen  ausdrücken;  denn  setzt  man 
(s2  +  s~2)2=  6,  so  folgt  für  6  die  cubische  Gleichung: 

—     ((?+12)3 
x  —  a(ö_  36)2' 

Man    findet    also    auch    zwei   particuläre  Integrale    der    Gleichung 

cPv       1 

T~ü  4"  ~   l5>  x\  v=  0   als   algebraische  Functionen  von  x.    Werden 

dx2,       2 

dieselben  mit  v1  und  v2  bezeichnet,  so  erhält  man  als  Stammgleichung 
der  ersten  Differentialgleichung : 

y  =  X-V>  (1  -*)-%  (GlVl  +  CvJ, 
als  die  der  zweiten: 

y  —  x-%  (1  -  »)-%  (<Vi  +  C3  «i). 
12.   (l)u.  (2).  Nach  der  vorigen  Aufgabe  genügt  s  der  Gleichung : 
4  3  101 

/    f  i  _         9  |     8      i  ^8 

t«,eij  —  (|i_1)a  "h  ga  -t-g^i—^)' 

wenn  zwischen  S  und  ^  die  Relation  besteht: 

61  108s*(s4— 1)*  ' 

Hierin  setze  man 
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dann  wird: 

15  5_  _5_ 

f       \  —  31jl        18        _l  l? 

l*'*'  —    £2      +    (1    -*)*    +    *(1~— *)" 

1  4 

Hieratis  folgt  A2  — fi2  =  — ,  i'2  =  — ,  also  entweder 

1     .  1  3 

wie  bei  der  ersten  Gleichung,  oder 

^  ~~~  12'  /         6'  ^        4 
wie  bei   der  zweiten  Gleichung.    Analog   wie  bei   der  vorigen  Auf- 
gabe  findet   man    dann    zwei   particuläre   Integrale    der   Gleichung 

d2  v       1 

a —  ls    a  v  ---  q.  a]_s   algebraische  Functionen  yon  $,  und   aus 
dz2       2   l       ] 

diesen    folgt    für    die   erste    Differentialgleichung    das   vollständige 

Integral  y  —  <xr*h  (1  — -  x)~ ■/«  (Givl  +  G2  v2), 

für  die  zweite :        «/  =  #— %  (1  —  x)~1^  (Ci  #i  +  02  ?'2). 


VII.   Capitel. 

'§.  139. 

2.  Aufgabe.      Dies  folgt  unmittelbar  aus   der   ersten  Aufgabe 
dieses  Paragraphen. 

3.  Aufgabe.     Hier  ist 

<p  (t)  =  (*-«)  (t-  ß\  ap  (t)  =  -  («  f  ß)  t, 
daher 

>  (0 


/ 


t)  dt  =  log{(t  — a)<»(t  — ß)»}, 

a(a  +  ß)  a(a  +  ß) 

wenn   m  =  —  — 3 — ,  %  ~—  —    — 5 gesetzt  wird.      Das 

a  —  ß  ß  —  cc      ö 

Integral  der  Gleichung  ist  demnach: 

y  —  Gfext  (t  —  a)m  -1  (t  ~  ß)^1  dt, 
wenn  die  Grenzen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung: 
[ext  (t  —  a)m  (t  —  ß)n]  =  0. 
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Bei  positiven  Werthen  von  x  wird  dieselbe  erfüllt  durch  t  =  — oo 
und  durch  t  =  cc,  t  ~  ß,  vorausgesetzt,  dass  die  Exponenten  w 
und  w  beide  positiv  sind.  Dazu  ist  erforderlich,  dass  cc  und  ß  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  haben  und,  wenn  cc  negativ  ist,  der  ab- 
solute Betrag  von  cc  grösser  als  ß  sei.  Ist  dies  der  Fall,  so  besitzt 
das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  die  im  Texte  an- 
gegebene Form.  Bei  negativen  Werthen  von  x  erhält  man  statt 
dessen  unter  denselben  Annahmen  über  cc  und  ß: 

ß  00 

y  =  Afetx  (t—a)™-1  (t-ß)"-1  dt  +  B  f  etx  ft-a)™""1  (t-ß)«-1  dt. 

Sind  cc  und  ß  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  ist  einer  der 
Exponenten  m  und  n  positiv,  der  andere  negativ,  und  zugleich  ist 
der  absolute  Betrag  des  negativen  Exponenten  grösser  als  der  des 
positiven.  Auch  in  diesen  Fällen  erhält  man  stets  zwei  particuläre 
Integrale,  da  alsdann  die  Gleichung  [etx  (t  —  cc)m  (f  —  ß)n]  =  0  auch 
durch  t  =  +  °°  •  V — 1,  für  welchen  Werth  etx,  wenn  auch  un- 
bestimmt, so  doch  endlich  ist,  erfüllt  wird.  Ist  dagegen  cc  <  0  <  ß 
und  zugleich  der  absolute  Betrag  von  cc  kleiner  als  ß,  so  findet  man 
auf  diesem  Wege  nur  ein  particuläres  Integral. 

5.  Aufgabe.  Setzt  man  in  dem  ersten  Integral,  welches  in 
dem  Ausdruck  von  y  in  der  4.  Aufgabe  S.  253  vorkommt,  t  =  q  cos  ^, 
so  erhält  man  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  in  der  Form: 

n 
yx  =  Gi  y>  x  C08  d'  sin0'  -^fräft. 
o 

Durch  die  Substitution  y=xx~ att  geht  die  Differentialgleichung 
über  in  : 

d2it    .  ■  ,n         .du 
X  -z—r  4-   (2  —  a) Q2  X  u  =  0. 

dx2  dx 

Man  kann  also  einen  Werth  von  u  aus  dem  von  yx  finden,  wenn 
man  darin  a  mit  2  —  a  vertauscht.  Dies  setzt,  da  vorher  a  positiv 
angenommen  war,  voraus,  dass  auch  2  —  a  positiv  sei,  also  a  zwi- 
schen 0  und  2  liege.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  daher  das  allgemeine 
Integral : 

7t  7t 

y=Cx  feßxeo8dr  sina-l&d&  +  C^x1-«  fe*xeos&sinl-a&d&. 

o  o 

Ist  aber  a  =  1,  in  welchem  Falle  beide  Integrale  identisch  werden, 

TD  T> 

so  setze  man  ft=i-f — ,  Co  -~ — - -  und  schreibe: 

a  —  1  a —  1 
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^_    /   ggaJco^jJLg^a-l^  _|_  ß  _____ _A_^ _ J  d#. 

0 

Die  Aufsuchung   des   Grenzwertlies   für  a  =  1   nach   der  gewöhn- 
lichen Methode  giebt  dann: 

7t 

y  =  fe*xcos^ {A  +  Blog (xsin2  fr))  d&. 


o 


6.  Aufgabe.    Die  hierher  gehörige  Bessel'sche  Gleichung  ist 

£?2  41  ff  Ql 

die  für  w  =  0,  also:  x  -7—^  +  —  +  xy  —  0.    Hier  ist 
<i#2        dx  J 

cp(t)^t2  +  l^(t)  =  t,    also    /  ^r  dt  =  log  (1  +  t2)^. 

J     cp  (t) 

Das  Integral  der  Gleichung  ist  also:  y—Cfext  (1  +  t2)~^dt,  wenn 
die  Grenzen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung :  \ext  (1  -\-  £2)V2]____0. 
•Bei  positiven  Werthen  von#  wird  dieselbe  befriedigt  durch  £____■--- 00  ^ 
£  _r_  —  %  t  =  ~\-  %  bei  negativen  Werthen  von  x  durch  t  =  -f-  00  , 
£  =__  -|-  i,  tz=.  —  i.    Daher  ist  im  ersten  Falle  das  allgemeine  Integral : 

y=z  dfe«*  (1  -f  vy-^ät  +  C2fext  (1  +  ty-Kdt. 

Das  erste  Integral  zerlege  man  in  die  Summe  zweier,  welche  sich 
erstrecken  von  —  i  bis  0  und  von  0  bis  -f-  i,  das  zweite  ebenso  in 
eins  von  —  i  bis  0  und  in  eins  von  0  bis  —  00.  In  den  drei  zwi- 
schen endlichen  Grenzen  genommenen  Integralen  setze  man  dann 
t  =  ui  und  schreibe  cos  (ux)  -f-  i  sin(ux)  für  eliXl.  Zieht  man 
zusammen,  so  erhält  man  als  allgemeines  Integral  der  für  n  =  0 
geltenden  Bes sei' sehen  Gleichung: 


y  =__=  A  fcos  (ux)  (1  —  u2)~ 1/2  du  4-  B  |  fsin  (ux)  (1  —  u2)~ V2  <^ 
0  10 

Bei  negativen   Werthen  von  #  hat  man    nur  im  letzten  Integrale 
+•  00  statt  der  oberen  Grenze  —  co   zu  setzen. 

§.  141. 

Aufgabe.     Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  T  wird  : 
rP  T  rl  T 

(t  +  p)  W  +  {P ~~ *'  +  2)  ~di  +  (3 1 - ü T=  °- 
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Multiplicirt   man    dieselbe   mit  t   -f~   ft,   so   ist   die   linke   Seite   ein 
exacter  Differentialquotient,  und  es  folgt  durch  Integration: 

und  hieraus: 

dth 


T=e~W-w\B  +  A  f- 


Um  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  zu  erhalten, 
sei  A  =  ö.  Dann  bestimmen  sich  in  y  —  B  yV^— Vatf-fO2  dt  die 
Integrationsgrenzen  aus  der  Gleichung: 

dieselben  sind  also  t  =  -\-    co  und  £  =  —   oo ,  daher 

+  00 

y  =  B  ftfn-VtV-Wdt,  &.i.y=  CelMx+&*. 

—  00 

Setzt  man  sodann:  y  =  el^x+^u,  so  wird  die  Gleichung  für  u: 

x  TT  +  (%2  +  2  fi  X  —  1)  —  =  0, 
dx2  dx 

mithin:    u  =  C\  f  e~~x^x^2^1  x  dx.     Demnach  ist   das   allgemeine 

Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

y  —  ey8(*+i«)a  { C  +  0i  /e-V8(*+2/*)a  ^  ^j. 

§.  142. 
Aufgabe.     Man  nehme  y—fe~3?txPdp  an,  differentiire  dies 

zweimal  nach  #  und  substituire  die  Werthe  von  y  und  — — -    in    die 

da;2 

d2 ii 
Gleichung  -=--  =  c2  #M  2/.    Setzt  man  dann  wieder 

Qj  X 

n  n 

dt  2     ,      x  2c         ä+1 

-----  —  c»  ,  also  c  =  — . — -  x 
dx  n  +  2 

n 

und  dividirt  die  entstehende  Gleichung  durch  ex  ,  so  erhält  man, 
wenn  man  wieder  —  -)-  1  =  m  setzt: 

mf(l—p2)e-vHPdp  +  (ro+  1)  fe-**  Ppdp  =  0, 
also  dieselbe  Gleichung,  wie  in  §.  142,-  nur  dass  —  m  für  m  gesetzt 

m  —  1 

ist.    Wie  dort  erhält  man  daher   P  =  A{\  — p2)       m  und  für  die 
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»i+i 
Grenzen:  [e~10t(l — p2)    m]=0.    Der  letzteren  genügt  man  durch 

p  ~=zz  oo   und  w  =  +■  1 ,  sofern  >  0   ist.     Hierzu  ist    erforder- 

2  m 

lieh,  dass  w-2  entweder  positiv  oder  negativ  und  dem  absoluten  Be- 
trage nach  grösser  als  1  sei,  oder  dass  n  nicht  liege  zwischen  —  2 
und  —  4.      Es  ist  also  dann 

+1  m  —  1  co  m  —  1 

y  =  Äx  fe-**(l  -jß)    ~*™~äp  +  B' xfe~^  (1  —p2)    ~J^~dp. 
-— i  i 

Transformirt  man  das  erste  Integral  ebenso  wie  in  §.142,  so  erhält 

man  die  im  Texte  angegebene  Formel. 

§.  144. 

1.  Aufgabe.  Sind  a  und  b  die  Wurzeln  von  A  -{-  Bx  +  Gx 2  —  0, 
so  nimmt  nach  Aufgabe  2,  S.  589,  diese  Gleichung  durch  die  Sub- 
stitution x  =  a  —  (a  —  b)  0  die  Form  an : 

sie  lässt  sich  also  analog  wie  die  hypergeometrische  Reihe  durch 
Integrale  integriren,  deren  besondere  Form  sich  nach  der  Beschaffen- 
heit von  m,  n,  p  richtet.     Ist  aber  A  -\-  Bx  -f-  Cx2  =  C (x  —  a)2, 

so  setze  man  x  —  az==z  T  im&  2/  =  §?{:#>  wo  &  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung Ch2  -{-  (C  -—  E)Jc  -{-  F  =  0  ist.  Dadurch  erhält  man  die 
Gleichung : 

C^+{2C(k  +  l)-E-(B  +  JEa)$},~-Jc(n+Ea)0  =  O, 

welche  von  der  in  §.136  behandelten  Form  und  daher  ebenfalls 
durch  bestimmte  Integrale  lösbar  ist.  (Yergl.  Raabe,  Differential- 
u.  Integral-Rechn.  Bd.  III,  S.  280  bis  288.) 

2.  Aufgabe.  (l)bis(3).  Die  in  §.  143  enthaltene  zur  Be- 
stimmung der  Grenzen  dienende  Gleichung 

\u?  (1  —  u)r-ß  (1  —  ux)"a~1]  ==  0 
wird,  wie  man  leicht  sieht,  auch  erfüllt,  wenn  entweder  ß  >  0  und 
a  _j_  i  —  y>0  oder  y  —  ß  > 0  und  «-fl  — y  >  0,  und  zwar  im 
ersten  Falle  durch  u  =  0  und  %  =  +  oo ,  im  zweiten  durch  u  =  1 
und  u  =  +  oo.  Man  findet  somit  auch  zwei  particuläre  Integrale 
in  der  unter  (1)  und  (2)  angegebenen  Form.  —  Setzt  man  ferner  y 


Auflösungen  der  Aufgaben.  603 

E 
in  der  Form  voraus  y  =   fx  %ß~ 1  (1  —  uy—ß—1  (1  —  xn)~adu,  wo 

9 

E  und  #  gewisse  Constanten  sind,  differentiirt  dies  zweimal,  wobei 
zu  beachten,  dass  liier  auch  die  obere  Grenze  von  x  abhängt,  und 
substituirt  dies  in  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Reihe,  so  wird  die  linke  Seite  derselben  nach  Ausführung  einer 
partiellen  Integration  und  einigen  Reductionen: 

___' (r  —  ß  —  i)  Ei3  (l  —  E)1~ax1-y  \x  —  Ey-(s~2 

+  ag?  (1  —  g)y-i3  (1  -  xg)~"-\ 
Ist  1  —  w  >  0,  so  verschwindet  das  erste  Glied  für  E  =  1 ;  ist 
ferner  ß  >  0  oder  y  —  ß  >  0  oder  cc  +  1  —  y  >  0,  so  ver- 
schwindet auch  das  zweite  Glied  und  zwar  resp.  für  #  =  0,  g=l, 
g  —  oo.  Man  hat  demnach  sechs  verschiedene  bestimmte  Integrale 
als  Lösung  der  Gleichung  und  zwar,  wenn  man 

uß-i  (i  _  uy-c-1  (i  —  x  it)-a~1  =  u 

i 

setzt,  (a)  wenn  ß>0  und  y  —  ß>0:  y  =  füäu\    (b)  wenn  ß>0 

o 

—  00 

und  cc  +  1  —  y  >  0:   y  =  f    Udu;     (c)   wenn  y  —  ß  >  0  und 

o 

OD 

w_|_  i  —  y>0:  y  =  füdu\      (d)  wenn  /}  >  0  und    1  —  cc  >  0: 

i 

i  I 

y=fxUdu;   (e)  wenn  y  —  /J  >  0   und  1  —  w>  0:  y  =  fxUdu; 

o  i 

CD 

(f )  wenn  a  +  1  >  y  und  1  —  cc  >  0 :   y  =  J1Udu.    Der  Fall  (e)  ent- 

spricht    der   Gleichung   (3)   unserer   Aufgabe.     (Jacobi,    Grelle 's 
Journal,  Bd.  56,. S.  149.) 
3.  Aufgabe. 

(1)    Hier  ist  cc  =  ß  =  -,  y  =  1,  somit  nach  §.  143  und 
§.  144,  wenn  man  in  den  dortigen  Integralen  v  =  sm2  <jp  setzt: 

y-^Af~\l  —  x  sin2  9)-1'*  d  cp  +  B  J2  (1  —  x'  sin*  cp)-1/*  d  cp. 
b  o 

Man  konnte  dieses  Resultat  auch  aus  Nr.  (2)  der  4.  Aufgabe  von 
§.  85  entnehmen,  da  die  dortige  Gleichung  durch  die  Substitution 
x2  =  £  in  die  vorliegende  übergeht. 
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(2)  Für  y  =  x  xf  z  wird : 

3 

also  a  =  j8  =  -,y  =  2    und  daher  nach  §.  143  und  144,  wenn 

<L 

man  v  =■  sin2 cp  setzt: 

7t  &_ 

z  —  Äf2  sin2 <p {\~xsin2 <p)-~%d<p+B  f2sin2  <p  (1  -x' sin2  q>)-*/*d<p. 
o  o 

(3)  Hier  ist  oc  =  —  -,  ß  =  -,  y  =  1.     Es  wird  daher 

nach  Fall  (a)  und  (d)  der  2.  Aufgabe  S.  603 
i 
y=C1  Jv-^  (1  —  v)- Va  (1  —  a? i;)1/*  5«? 

0 

+  C72   r  t;-1/2  (1  — 1>)~1/2  (1  —  ^)1/2  d  v. 
o 

sw?2<p 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  v  =  sin2  cp,  im  zweiten   v  = , 

x 

so  folgt: 

7t  ,         7t 

y  =  ÄJ*(l~xsin2(p)^ä(p  +  B(^)  "/M*-8-^)    '*cos*<pd<p: 

0  0 

(4)  Diese  Gleichung  geht   aus   der  vorigen  hervor,  wenn 
man  x  und  xf  mit  einander  vertauscht;  daher  ist  hier: 


ö  /1V/2    0/       sin2  w\~-% 

:Af\l-x'sin2cp)Käy  +  B(^\    |,2M-__7JlJ      cos2<päcp. 


'  1  \ 1/2  „  2  / .     sm&2  <P \  ~1/2 
ö  N "     0 

(5)    Die  Gleichung,  in  welcher  der  Coefficient  von  — -  posi- 

dx 

tiv  ist,  geht  durch  die  Substitution  y  =  xt2z  über  in: 
1  d2  2    .    /Ck        A    ,.  dz         9 

dar2  dar         4 

3 
Es  ist  also  w  =  /3  =  —  ,  y  =  3.     Man   erhält  aber  hier  nur   ein 

einziges  particuläres  Integral,  nämlich  nach  §.  143  : 
1 
81=  f  «>1/a  (1  —  vf*  (1  —  x1  v)-V*dv, 
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oder  nach  einfacher  Transformation: 

Tt 

f  cös2cpdcp 


x'  J 


(1  — x'  sin2cp)1^ 
o 

Der  Umstand,  dass  man  nur  ein  particuläres  Integral  findet,  deutet 

darauf  hin,  dass   das   zweite  nicht  die   vorausgesetzte  Form  haben 

wird.     Im  Falle  a  =  ß   kann  man  aber,  wenn  die  in   der  zweiten 

Aufgabe  angeführten  Fälle  nicht  von  selbst  ein  zweites  particuläres 

Integral  liefern,   wie  dies  in  (1)  und  (2)    der  Fall  war,  ein   solches 

in  folgender  Weise  finden.    Es    sei   z.  B.  ß  >  0   und  y  —  ß  >  0. 

i 
Dann  ist  y  =   /  vß~l  (1  —  v)Y~ ?~ l  (1  —  xv)~a  äv   ein  particuläres 

o 
Integral,  welches  mit  cp  (cc,  ß)  bezeichnet  sein  möge.    Ist  auch  cc  >  0 
und  y  —  cc  >  0,  so  genügt  auch 
i 
cp(ß,cc)  =  fva-1{l—v)y-a-~l{l—xv)-^dv 

0 

der  Differentialgleichung,  da  man  unter  den  angeführten  Bedingun- 
gen  auch   im   Integrale   cc  und  ß  mit   einander   vertauschen   kann. 

Somit  genügt  auch  — — ~ —    der   Gleichung.      Ist   nun 

a-=zß  -\-  b  und  lässt  man  s  zu  Null  werden,  so  folgt: 


\-e 


y2  =  /'#-*  (1  -  v)r~i3-1  (1  -  xv)~ß  lim  (1    XV)   '    ^+£(1    V)~-  dv, 
o                                                         *=o                      £ 
1  1 

d.  i.       2/2  =  / '^~1  (1  —  vy-ß-1  (l—x  v)-P  log  — ^  dv. 

«  V  (1  — XV) 

Analog  kann  man  verfahren,   wenn  cc  und  ß  anderen  Bedingungen 

genügen.    In  unserem  Beispiel   erhält  man   somit  als  vollständiges 

Integral : 

l 

z  =  A  fv1/*  (1  —  v)^  (1  — - xf  v)~% dv 


+  B  fvV*  (1  —  vfh  (l  —  x1  v)~%  log    — 
■      o  '  v0- 


l  —  v 


dv, 


—  x'  v) 

also :  y  =  Ax'  C*  (1  —  x'  sin2  cp)-1/*  cos2cp  d  cp 

o 

—  COS    CD 

4-  Bx2  C   (1  —  x'  sin2  op)-% sin2 cp  cos2  cp  log  -— - — ^j—m — c  d cp. 

1  J     v  t         7     ^sm2(p{l — x  sm2cp)    x 
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du 
Die  Gleichung,  in  welcher  der  Coeffieient  von  —  negativ   ist,  geht 

cix 

aus  der  eben  behandelten  hervor,   wenn  man   in  ihr  x  und  x'  mit 

einander  vertauscht.    Demnach  ist  für  dieselbe: 

7t 

y  ■  =  A  x  f2  (1  —  xsin2  <gp)— Vs  cos2cpdcp 
o 

7t  ■  . 

—  COS    CD 

+  Bx2  f   (1  —  xsin2w)-%sin2cp  cos2 cp  log  -r-r-^ —      .  0    " '^9- 

13 
(6)    Hier  ist  a  =  —  — ,  ß—  ~,  y  =  1.    Auch  hier  findet 

man  nur  ein  particuläres  Integral,  nämlich  nach  (d)  in  der  2.  Auf- 
gabe S.  603: 


y  =      (>X  VV*  (1  —  «;)-%  (l—cc  v)1/*  d  l 


Setzt  man  v  =  —1  so  wird: 

x 

y  =  ar-%/w%(l  —  w)%  (l  —  -Y~%^ 
und  daher: 


i/    C2  A        sin<2  ^P\~1/2       n       7 
TQ-V2        M z_  j      cos2cp  d  cp. 


-x~ 

ö 
Das  andere  particuläre  Integral  kann  man  aus  (5)   erhalten.     Setzt 

man  nämlich  y  =  x~~%  z  und  sodann  x  =  -r ,  so  geht  die  Gleichung 

in  die  in  (5)  behandelte  über: 

{<l-{>g+<3-<H*=0. 

Man  erhält  somit  als  vollständiges   Integral   der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung : 

y  =  AarKfu1/*  (1  —  u)1^  (l  —  --V  *dw 
+  £ar"%  /V*(l  -  u)*(l  —  -V*  %  — J— ^ — ■  du, 

0  rO-J) 
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oder 

7t 

a       1/    /°2/         sin2  cp\— Va 
y  =  A  X    '*  I     (  1 )       cos  2  cp  d  (p 


o  sin2cpil —  J 

Hierin  kann  man  auch  #  mit  #'  vertauschen,  da  durch  diese  Vertau- 
schung  die  Differentialgleichung  für  y  nicht  geändert  wird.  (Integrale 
von  theilweise  anderer  Form  siehe  bei  Glaisher,  Quarterly  Journal 
Bd.  XX.) 

4.  Aufgabe.     Setzt  man    in   der  Legendre'schen   Gleichung 
x2  =  |j  so  geht  dieselbe  über  in : 

Es  ist  also  hier  a  =  —  —   ß=  — - — ,  y  =  - .    Ist  nun  w  -f-  1  > 0, 
2*  2»  £ 

so  ist  nach  (d)  der  2.  Aufgabe  S.  603  : 

^  v  2  (l—v)    ^    '  (l  —  ^vj2  dv. 

o 

Durch  die  Substitution  v  =  r geht  dieser  Ausdruck  über  in : 

g       t 

/n  n — 1  n-\-l 

0 

oder  da  |  =  x2  ist, 

1  _,  n+l 

^(l— 1)~  il -V    2  dt. 

0 

Ist  aber  %  negativ,  so  ist  nach  (c)  der  2.  Aufgabe: 

00 

/n — 1  n  n 

v~(l  —  v)~  *~'  (1  —  IvY  dv. 


n — 1 

y 

i 


Setzt  man  hierin  v  =  —  und  sodann  wieder  |  =  #2,  so  folgt: 
t 

n-\-l  n-f-2   •  ,  «.  n 

"*    r(i  --0~~~(i — 5)*  ^ 
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Vermischte   Aufgaben. 

1.  Diese  Gleichung  hat  man  vollständig  bisher  nur  durch 
unendliche  Reihen  oder  in  der  Weise  durch  bestimmte  Integrale 
gelöst,  dass  man  die  erhaltenen  zur  Berechnung  sehr  bequemen, 
weil  sehr  stark  convergirenden  Reihen  durch  bestimmte  Integrale 
summirte.  (Yergl.  Spitzer,  Integr.  der Differentialgl.  x yW  —  y=0, 
in  Grunert's  Archiv  Bd.  26.)  Die  Darstellung  der  Lösung  einer 
Differentialgleichung  durch  ein  bestimmtes  Integral  hat  offenbar 
nur  dann  einen  Sinn,  wenn  sich  aus  der  zur  Bestimmung  der  Gren- 
zen dienenden  Gleichung  solche  Werthe  für  die  Grenzen  ergeben, 
dass  innerhalb  derselben  die  zu  integrirende  Function  endlich  und 
stetig  bleibt  oder  dass,  wenn  sie  unstetig  wird,  doch  wenigstens 
das  Integral  selbst  eine  Bedeutung,  d.  h.  einen  bestimmten  endlichen 
Werth  behält.  Die  Methode  des  §.  136,  auf  unser  Beispiel  ange- 
wandt, giebt  aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  diesen  Anforderun- 
gen genügender  particulärer  Integrale.     Man  erhält  nämlich 


y^Cfe*    <-««-V»  dt 


xt  — 

und  zur  Bestimmung  der  Grenzen  die  Gleichung 
oder,  wenn  man  —  für  t  setzt: 


.   I      "       (n-l)**™ 


[x      avn    1  1 


y=  c  yv    "-1  v«-uv,  und  |y    "-1  J=0. 

Es  seien  nun  a  und  x  positiv.  Dann  wird  die  Gleichung  für  die 
Grenzen  erfüllt  durch  v  =  cc>i  o> ,  ß>2  oo , . . . ,  ft>n_i  cc ,  wenn  cou  co2, ..., 
G9n_!  die  Wurzeln  der  Gleichung  con~1  —  1  sind.  Unter  diesen 
Wurzeln  mögen  o^,  ...,  cox  einen  positiven,  oz+i,  ...,  wn— i  einen 
negativen  reellen  Theil  haben;  den  Fall,  dass  unter  ihnen  auch  +  i 
vorkommen,  lassen  wir  vorläufig  ausser  Acht.  Die  Gleichung  für 
die  Grenzen  wird  dann  ferner  noch  erfüllt  durch 

V= COj  f,  —  G)2  £,  •  .  .,  —  <$1  £,   GU-f  1  £,...,  05w_x  £, 

wo  B  eine  gegen  die  Null  convergirende  unendlich  kleine  positive 
Grösse  ist.  Damit  aber  die  zu  integrirende  Function  innerhalb  der 
Integrationsgrenzen  nicht  unendlich  werde,  darf  v  nicht  von  der 
negativen  Seite  der  Null  auf  die  positive  übertreten,  d.  h.  es  dürfen 
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nicht    co1  oo ,  . . . ,  mi  oo    als  Integrationsgrenzen    genommen   werden. 
Man  erhält  daher  hier  die  n  —  A  —  1  particulären  Integrale : 

/^/l-f-l00     sc      av^-1 


n — loo    x      avn 

Cn-x-i  I  ev 


»n-l  fc 


oder: 


avn 


I  «  — 1     „_o  \  n      tü^lv      ,  ,     ^  ww— lli    7 

■y  =    I  e  vn-2\  Cxe    T       H |-  CV_;i_i  6  i  dt\ 


o  l 

und  zwar  ist  dieses  Integral  als  die  Grenze  zu  betrachten,  der  sich 
das  zwischen  den  Grenzen  s  und  co  genommene  Integral  nähert, 
wenn  man  8  gegen  0  convergiren  lässt.  Kommen  auch  +;  *  unter 
den  Wurzeln  der  Gleichung  con~1  =  1  vor,  so  hat  man  zu  jenen 
particulären  Integralen  noch  das  eine 

+  cx>i  x       gyn—1  ™        avn—1 

y=ÖJ      e"~n~1v™-2dv    oder   y=G  Je     n~l  iP-*cos  ?  dv 

—  cci  0 

hinzuzufügen.  —  Ist  x  negativ,  so  hat  man  statt  der  Wurzeln  mit 
negativem  reellen  Theile  diejenigen  mit  positivem  reellen  Theile  in 
ähnlicher  Weise  wie  vorher  als  Grenzen  zu  verwenden,  —  Analoge 
Formeln  erhält  man,  wenn  a  negativ  ist;  nur  hat  man  dann  für 
g?!  ,  G92 ,  . . .,  cow_i  die  Wurzeln  der  Gleichung  con~1  —  —  1  zu  neh- 
men. In  jedem  Falle  erhält  man  aber  auf  diesem  Wege  nur  eine 
beschränkte  Anzahl  einwurfsfreier  particulärer  Integrale. 

■2.    Nach  §.  136  wird: 

y=     ext(p  -\-wf~1  dt, 

wenn  die  Grenzen  aus  der  Gleichung  bestimmt  werden: 

a 

[ext  (P  +  brf]  =  0. 


x 


Ist  a  positiv,  so  wird  diese  Gleichung  bei  positiven  Werthen  von- 
erfüllt durch  t  =  —  co\  t  =  •jr'bi,  bei  negativen  Werthen  von  x 
durch  t  =  ~\-  oo,  t  =  ^\rl)i.  Die  linke  Seite  nimmt  ferner  für 
t  =  0  den  von  x  unabhängigen  Werth  ba  an.  Wir  erhalten  daher 
bei  positiven  Werthen  von  x  für  y  den  Ausdruck: 

Forsyth,    Differentialgleichungen.  39 
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r  ?-i  r  --1 

Cx  f  ext  (t2  +  b2)2      dt  +  C2  I     ext  (t2  +  I)2)2      d t 


—  00 


a 


y 

ö 


4   C,  f  txt(t2  +  b2)2    V 

0 

wo  die  Constanten  Ol5  02,  C?)  durch  die  Relation  Ox  +  C2  +•  Co,  =  0 
verbunden  sind.  Setzt  man  im  ersten  Integral  t  =  ui,  im  zweiten 
1  = — •%{,%  und  ersetzt  dann  die  Exponentialgrössen  durch  trigono- 
metrische Functionen,    so    findet   man    mit   Rücksicht    auf    Cx  -\-  C2 

+  GA  =  0  : 

h  a 

=  I  (b2  —  u2)2      (C cos  u  x  -j-  ^3  sin  u  x)  d u 

CO 

+  C\    f    eux(b2  +  tt2f     \lu, 
o 
wo   G  =  {Gi—  C2)i  ist.     Für  x<0    hat  man  im  letzten  Integral 
statt  —  co    zu  setzen  -f-  oo . 

3.     Diese  Gleichungen   sind  Specialfälle  der  Gleichung  in  Nr.  1. 
In  Übereinstimmung   mit  der   dortigen    Auseinandersetzung    erhält 

man  für  die  Gleichung  x  V4  —y  =  0  das  eine  particuläre  Integral: 

dx'j 

h  ±+'l/2i;2  r  x 

y  =  C  ve  dv  oder  y=C'    I  ve~1^  sin  -  dv, 

— coi  0 

und  für  die  Gleichung  x  — -  -\-  y  =  0   ebenso  das  eine  Integral : 

dxd 

y  =  C  I     ve  dv, 

o 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen   gilt,  je  nachdem  x  positiv  oder 
negativ   ist.     (Ueber    das    vollständige   Integral    siehe    Grunert's 
Archiv  Bd.  26, 'S.  61.) 

4.     Nach  §.  142   kann   man,  vorausgesetzt,  dass  n  nicht  zwi- 
schen 0    und  — 4   liegt,    als   vollständiges    Integral   der   Gleichung 

d2y 

— -  =  c2xny  den  folgenden  Ausdruck  nehmen: 
dx2  J 
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(1  —  p9-)~  *»+*cosh(  -~-x2      J  dp 
i 

0 

Setzt  man  hierin  mci  für  c,  ferner  2m  —  2  für  w,  so  dass  m  nicht 
zwischen  -f~  1  und  ~  1  liegen  darf,  und  endlich  p  ^=  sin  cp ,  so 
erhält  man  als  vollständiges  Integral  der  Gleichung 

cP  n 

-~i  +  m2c2x2m~2y  —  0 
dx2  J 

den  Ausdruck : 

Tt 

cos  (cxm  sin  cp)  cos    m  cp  dcp 
o 

n 

-\-  C2  x  I    cos  (c  xm  sin  cp)  cosm  cp  dcp. 
o 

5.     Durch    die    Substitution    y  =  xn^'1u    geht    die    Gleichung 

cP  ii    ,      n  n(n  +  1)      .      tp!        t 

-— --  -r  a2if  = ti  m  die  folgende  über: 

d$2    ~       J  x2 

a?  ——  4-  2  (w  4-  1)  —  +  a2  #  w  =  0. 
<3#2  y  dx  ~ 

Für  die  Gleichung  mit  dem  oberen  Zeichen  kann  man  ein  particu- 
läres  Integral  unmittelbar  aus  der  Aufgabe  Nr.  2  entnehmen,  wenn 
man  daselbst  in  dem  Ausdruck  für  y  die  Constante  C?)  =  0  setzt. 
Man  erhält  so 

a  + « 

u  =     I  (cp  —  v2)n  cosxvdv  oder  u  =    I     (v2  —  cP)n cos  xvdv. 

0  — « 

Für  die  Gleichung  mit  dem  unteren  Zeichen  entnimmt  man  aus  den 
Untersuchungen  in  §.112  das  particuläre  Integral: 

'  1    d  Y+1 


\x  dx_ 


Nun  ist: 


/, 


cos  a  v     ,  % 
dv  =  —  e~ax, 


x2  -f  v2   '  2  x 

0 


39* 
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vorausgesetzt,  dass   a  und  x  positiv    sind.     Differentiirt  man   diese 
Formel  n-mal  nach  #2,  so  findet  man: 


cos  a  v 


(x2  +  v2) 
und  demnach  ist: 


clv  — -  ( iV1-1 ( 1    •  e~ax 

v*)"*1  an\  2n  \x  dx) 


u  —  B'    I  (x2 +-v2)-n~1cosavdv. 
o 
6.     Setzt  man  in  die  gegebene  Gleichung  den  Werth 

h 

y  =   I  Z^(zx)dz 

9 
ein,  so  erhält  man : 

h  h 

I  ^^(zx)Zzn^  dz  —  xm      tyf(zx)Zzdz 
g  9 

h 

—  mxm~1  I  \\)(zx)Zdz  =  0. 

9 

Integrirt  man  das  mittlere  Integral  einmal  partiell,  bestimmt  sodann 
ty  aus  der  Gleichung  ifj(n+V  (gX)  =  (z  x)™-1  if>  (#x),  so  wird  cfie 
Gleichung : 

h 

—  [if>  {z  x)  Zz\   -f  /  \z  —  —  (m  —1)Z+  zm+n  Z\  il>  (z x)  dz  =  0, 

9        9 

und  diese  ist  erfüllt,  wenn 

h  dg 

\^(zx)Zz\  =  0  und  z  —  —  (m  —  l)Z+zm+nZ-~  0 

g  Cl  Z 

ist.    Aus  letzterer  folgt: 

zm-\-n 

Z  ^=  C  zm~1  e    m+w 
und  somit: 

/\  zm+n 

#™-~i  e~~™+»  $  (0%)  d#, 

9 

wo  sich  die  Grenzen  bestimmen  aus  der  Gleichung 

__2^+^    h 

[i^(zx)zme    m+n~\  =0. 

'9 
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Ist  daher  m  >  0,  so  kann  man  g  =  0  und  h  =  co  nehmen,  vor- 
ausgesetzt, dass  i(j(0x)  für  diese  Werthe  endlich  bleibt.  Die  Glei- 
chung ip(n+JS)  (u)  =  um~1  ty  (u)  kann  man  aber  nach  einer  von 
Kummer  im  19.  Bande  von  Cr  eile's  Journal  angegebenen  Me- 
thode durch  vielfache  Integrale  integriren.  (Vergl.  auch  Wantzel 
in  Comptes  rendus  hebd.  Bd.  17.)    Da  die  Gleichung 


dn+1y  _  „m  dy 


m, — 1  / 


—  xm  —  -f-  m  x"°~x  y 
dx»*1  dx    '  J 

dn  y 
durch  einmalige  Differentiation  der  Gleichung  - —  =  xm  y  entstan- 

ö  äxn 

den  ist,    so   stellt    das   vollständige    Integral    der   ersten   Gleichung 

auch  zugleich  das  der  letzten  dar,   wofern  nur  zwischen  den  n  -f-  1 

willkürlichen   Constanten    desselben    eine   gewisse   Relation   besteht. 

Sind  z.  B.  a>,  o^,  co2   die  drei  Wurzeln  der  Gleichung   l3  =  1  und 

ist  $  (x)  =  C  ew  x  -{-  G1e^xjr  C2eco*x  das  vollständige  Integral   der 

«,  .  ,  dzy 

Gleichung  ——  =  y,  so  ist 
dx°   ' 

CO 

/z6 
e~J(Ce0JXZ  -f  C1ewiaJ*+  C2e(a*xg)d0 
o 

das  vollständige  Integral  von  -=— -  =z  x   —    -f-  y,   und    daher  auch 

Cl  x°  et  X 

d2  y 
von  - — -  =  xy,  falls  nur  im  letzteren  Falle  die  Constanten  0,  0:,  02 

cZ#2 

der  Relation  genügen:   G  co2  -f-  Ci  ß>22  -f-  C2  g?22=0. 

7.     Der    leichteren     Rechnung     wegen     setze    man     zunächst 

z.  =  — ,    so  wird  y  =  x    I     e  v        v~2dv.     Hieraus  folgt: 

o 

±n2x2n-2y  =  4ri2x±n-1    I     e  W    v-*n~2dv 

0 

e  W    v~2dv 


dx2 


sc 

■2n(2n  -\-l)x2n~1 


o 

asVa  „2» 


2w_ 

e    "        v*"*r-2"-2d«; 

o 


2wa5w-%e~2a;n+  -  e-2ajnar-% 
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Wendet   man    auf  das    erste  Integral   die  partielle   Integration   an, 
so  folgt: 


^n2x2n~2y=2nx2n~x  f 


d*l  A»*„2»-2*.—  »„*2n-l     i      CU 


V*         -v2n_^l 


dx2  J  J  t?2n+1' 

0 

~2n(2n^rl)x2n-~1       '  e  J    v~2n~2  dv 

o 

+-  -  e~  2x'n  x-*h  -2w  xn~%  e~2xU. 

Integrirt  man  hier  das  erste  Integral  wiederum  partiell,  so  ergiebt 
sich: 

^  —  4  n*  x2n~2  y=-  e~2xH  x~\ 
dxl  4 

8.     Setzt  man    J70  =  a2  u2  -\-  ax  n  -f-  a0,   Ul  =  b2  u2  -\-  b1  u  -j-  &o> 

ferner   log  (^7)=       —~  du^  so  ist  ein  particuläres  Integral   der 
J    ^i 

gegebenen    Gleichung  bestimmt  durch   y  = ■  f  eux  V cht,   wenn    die 

Grenzen   der   Gleichung  [ellx  U1V]  =  0.  genügen.     Substituirt  man, 

um  ein  zweites  particuläres  Integral   zu  erhalten,  y  =  (a2  -\-  b2  x)n  8 

und  bestimmt  n  durch  die  Gleichung:  (n —  l)6|  =  ö,2b1  --  axb2,  so 

geht  die  ursprüngliche  Gleichung  über  in: 

(a2  +  b2  x)  CT^  +  (2nb2  +  a±  +  hx)  —  +  {nbi  +  aQ  +  b0x)z  —  0, 

et  x^  CvX 

und  dieser  wird  genügt  durch:  2  =  f  ellx  V  U^dtt,  wo  die  Grenzen 
und  der  Werth  von  V  dieselben  sind  wie  vorher.  Mithin  ist  das 
vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

y  —  f  euxV  { G±  +  C2  (a2  +  b2  x)n  U*}  cl u. 
Ist  nun  b'i  =  %  b2  —  a2  bL ,    so  ist  n  =  0,  und  die  beiden  particu- 
lären  Integrale  werden  identisch.     Setzt  man  aber 

C2  =  A  +  -,  C\=  -  -, 

n  .       n 

so  kann  man  y  in  der  Form  schreiben: 

(a2  +  b2  x)n  ff»  —  1 


y 


=   I  eltx  V  \ä  (a2  +  b2  x)n  ü?  +  B 


n 
und  dies  geht  für -n  =  0  über  in: 

y.=  fe»*V{A  +  Blog[(a2+l>2x)  V{\)du. 


d  u. 
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9.  Bestimmt  man  h  aus  der  Gleichung : 

m2  l2  +  (AL  —  1)  Je  m  +  A0  =  0, 

so  geht  die  Differentialgleichung  über  in : 

m2 1  --r;  +  {2  m2  k  -f-  m  im  —  1)  +  m A  +  m-#i  ^}  -y- 

+  (mh  BL  +  B0  +  C0t)s  =  0. 

10.  Das  particuläre  Integral  ist  der  Werth  von 

V  =  (^  +  a1)(^  +  o2).7.(^  +  a„)  /(*)# 

Es  ist  also,  da  nach  §.36  - — , —  f(x)  =  x~n-^xnf(x)  ist: 

y  =  (x~a^-xaA  (x~c^-xaA  •••  (x~an-zxän)f(x). 
Ferner  ist : 


0 

Setzt  man  hierin  £  =  #0W,  so  erhält  man: 

i 

l  xa»  f  (x)  =  x>  ff  (0„  x)  Oy1  d  Ö„ , 

b 
somit: 

1        \  /  1 


y  =  (  jüj-«i  -  xc^  1  (  ar~a*  ^  Xa*  )  •  •  •    X 


1 


X 

0 

Die  wiederholte  Anwendung  derselben  Formeln  führt   dann   zu  dem 
particulären  Integral  in  der  angegebenen  Form. 

11.     Nach  Nr.  8,  S.  243  genügt  die  Reihe 

,-i4-  »Pr  x  i  ^«  +  i)/ufl  +  i)r(r  +  ««  i 

als     particuläres     Integral     der      gegebenen     Differentialgleichung, 
Nun  ist: 

«(«  +  !)...  (a  +  n-l)=      ^   ;, 
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wenn  T  die  Euler' sehe  Gaumiafunction  bezeichnet.  Demnach  ist 
das  allgemeine  Glied  der  Reihe : 

r  («  +  n)  r{ß  +  n)  r(Y  -f  n)  r(-fr)  r(s)    B 

n !  z»  r(ß)  r(y)  r(&  +  w)  r(«  +  «) "  * 

_         r(a  +  n)r(&)r(E).xn 

-  ^rxa)  r(ß)  r(y)  r<»-~ß)  r(S  -y)  x 

l 
uß  +  n-l  (X  __  u)#-ß-i  ^y  +  n-i  (i  _  «;)6-y-l  du  dVi 

0        0 

wo  ^>/3>0  und  £>y>0  sein  muss.  Setzt  man  dies  ein,  so 
kann  man  schreiben: 

Vi= ^)Z^ x 

l       l 

/  /  f^-1  (i  —  u)9-?-1  vv-1  (i  —  vy-y-^du  ävx 

0         0 

J_  rO  +.1)  m^     ,    r(oc+2)  u*v*x2    . 

+     r»       T~  +     i»  .  "2l" + ' 

Die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe  ist  aber  gleich 
(1 — uvx)~a\  mithin  ist,  wenn  die  Constante  vor  dem  Integral- 
zeichen   weggelassen    wird,     ein    particuläres    Integral    dargestellt 

durch : 

i     i 

Vl  =.  f    f  iß-1  (1  —  m)*-*-1  v?- a  (1 —  vy-Y-1  (1  —  uv %)~a  du  dv. 

0        0 

Ebenso  kann  man ,   wenn   ausserdem  noch  2  —  #  >  ß  ~\-  1  —  #  >  0 
und  2  —  £>7+  1  —  £>0  ist,  die  beiden  anderen  in  Nr.  8,  S.  243 
erwähnten  Reihen  durch  bestimmte  Integrale  summiren,  und  es  ist: 
i     i 


y2  =  X1-9'  /    /  iß~9  (1  -u)~ß  vY~9  (1-vy-Y-1  (1  -uvx)9'-a   x  du  dv, 


0        0 

und 

i      i 


Uo    ■=    X 


~s  /    /  #~£  (1  -  uy-^-1  vY~*  (1-v)~y  (1  -  uvxy-*-1  du  dv. 


0       0 


Die  Summe  der  drei  mit  je  einer  willkürlichen  Constanten  multi- 
plicirten  Ausdrücke  y1,  y2,  y%  giebt  das  vollständige  Integral  der 
gegebenen  Gleichung. 
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12.     Die  Gleichung—;  -|~  SXx^y  =  0  geht    durch  die   Sub- 
cl  x° 

stitution  x2  =  t  in  die  folgende  über: 

d*y    ,    3  d2y    .     ,  , 

/s>Ut   f]  r)l 
,  0    , — rviT  »  wo  die  Grenzen  zu  be- 
(u*  +  A)1/» 

stimmen  sind  aus  der  Gleichung:  [eut  (ti?i  -f-  A)1^]  =  0.  Die  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  sind  erstens  die  Werthe  a,  ß,  y,  für  welche 
^e 3  -f-  /l  =  0  ist,  und  ferner  £t  =  _|-cc),  je  nachdem  £  positiv  oder 
negativ  ist.     Nimmt  man  aber  0  als  untere  Grenze,  setzt  also 

a  ß  y 

_       C   euaßäu  f   euaßdu  f    euaß  du 

o      v  o  o  ' 


x*du 


0 

so  rindet  man  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  in  die  Gleichung 

d^  7i 

— -  4~  8/t#3?v  —  b.%,  dass  zwischen    den  Constanten  A,  J5,  0,  D 

die  Relation  bestehen  muss: 

A  +  B  +   0  -  D  +  --=  =  0. 

8  VA 

13.     Durch  die  Substitution  zm  =  £  geht  die  Gleichung  über  in: 
d2 w    .    m  — 1  d  y 

1  w  +  —  ät-bt"=  °- 

Mjf  .|.  _ — 

Daher  ist  nach  §.  136:  y=.Gfe        a u  du,    wenn    die    Gren- 

zen    bestimmt  werden  aus:  [e        uu    IU  J  —  0.     Setzt   man   hierin 

u  =  —  — ,  so  wird  y  =s=  C  fe  %m  dx  und  die  Gleichung  zur 

Bestimmung  der  Grenzen  geht  über  in:  \e~x    ~htx      .x~m+1]  =  0. 
Dieselbe  wird  erfüllt  durch  x  =  0   und   x  —  cc  ,  wenn  bt>  0  ist. 


OD 

Daher  ist  y  =  C' f  e-*m~h*m°~m  dx. 
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rt 

14.     Es   ist    /  ~- =  7t  (a2  —  fc2)-1/2,   vorausgesetzt, 

J   a  —  bcostp 

o 

dass,  wenn  —   reell   ist,    der   absolute    Betrat   von    —  nicht   kleiner 
b  b 

oder  gleich    1   ist.    Setzt  man  hier  a=l  —  ccx,   b  =  a(x2—  1)'^, 

so  wird: 


%  (1  —  2  ocx  +  a2)-1/*  =  I  - 


clcp 


—  CCX —  MCOSCp(x2 —  l)1/* 

Entwickelt   man   beide   Seiten   nach   Potenzen  von   cc  und   setzt   die 
Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  oc  einander  gleich,  so  folgt: 

7t 

Pn  (x)  —  -       \x-\-  cos  cp  (x2  —  l)l/*)n  d  cp. 

7t  ij 
0 

._.  .  .  X  COS  7} (X2  —  1)% 

Durch  die  Substitution  cos  cp  = — j-- -7,   efeht   dies   über 

x  —  cos  rj  (x2  —  1)V2  ö 

7t 

1      r*  7 

in :   Pn  (x)  =  —    /   7 7— ,N1/ ,    , ., •     Diese  Formel  oilt,  ob- 

WW         7t  J     {X  —  C0S7j(x2—  1)V2}»+1  b      ' 

wohl   der  Ableitung    nach   n   eine  ganze  positive  Zahl   sein  müsste, 

auch  für  beliebige  n.    Für  n  =  ■ —  —  ist  daher: 

2t 


7t 


drj 


{x  —  COS  Yj  (X2  —  l)1^}1^ 

Hierfür  kann  man,  wenn  man  %  —  Tj  für  rj  setzt,  auch  schreiben : 
4  {X)  ~~%J  {x  +  cosrj(x2-iy/*y/z 

7t 

l        x -^  (x2  — 1)/2         ') 

1  +  £ 

Setzt  man  hierin  zunächst  x  =- 0,  so  wird: 

7t 


i$f)W 
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Die  Anwendung  der  Landen' sehen  Substitution 

-  sin  2  7} 

tang  w  =  —^ 

V|  +-  cos  2  rj 

ergiebt  nun  sogleich  das  Resultat: 

7t 

d& 


sin2  %)V* 

u 

15.    Bei  der  Annahme  y  =  f  etx  Tdt  bestimmt  sich  T  durch 


Bei  ( 
die  Gleichung: 

c  (t-  «)^|  +  02  -  «2  +  2c)^f  +  <3  *  +  °)  r— °" 

Durch  Multiplication  mit  i —  a'  wird  die  Gleichung  exaet  und  giebt 
nach  einmaliger  ^Integration : 

"Wir  suchen  zunächst  ein  particuläres  Integral   der  gegebenen  Glei- 

chung  und  setzen  daher  A  =  0.     Dann  ist  T  =  e  ,     also 

y  =r.J    c  c  di,    wenn    die   Grenzen    bestimmt   werden    aus 

der  Gleichung :  [_e  °  J  =  0.     Vorausgesetzt,   dass  c  positiv 

ist,  sind  t  =  -f-   co    und  £  =  —  oo    die  Werthe,  durch  welche  diese 


+  00 


Gleichung  befriedigt  wird.    Demnach  ist:  y=C         e         °  dt, 

—  00 

oder  yz=Cie  .    Nach  §.65  erhält  man  sodann  als  vollstän- 

diges Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

y  =  e*K     cJ  Vd+  Cje    2V        cJ  xdx)' 


VIII.    Capitel. 
§.  146. 
1.  Aufgabe.     Setzt  man  f(x)  =  ax^  -f-  bx?>  +  ex2  -f-  ex  -f/, 
so  ist   das   allgemeine  Integral    der  Gleichung  -  4~     . ~0 

Vf(x)      Vf(y) 
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nach  §.  146  dargestellt  durch: 

(Ym^ymx=  c+Hx+y)+a{x+ „>,. 

\  ■       x  —  y        j 

Setzt  man  nun  —  statt  x  und  —  statt  ■«/,  so  geht  fix)  über  in  —  X 
x  y  #4 

und/(«/)  über  in  —  Y,  wo  X  und  T"  die  in  §.  146  angegebene  Be- 
deutung haben.  Die  Differentialgleichung  wird  somit  wieder 
X~~^2  clx  -f-  Y~~V*-dy  =  0,  während  die  Integralgleichung  die  Form 
annimmt : 

(^Y1^  —  x2Y1^)2 

p^iT7 — }  =  Cx2y2  +  *xy(x  +  y)  +  «(*  +yy- 

Zieht  man  diese  von  der  in  §.  146  angegebenen  Integralgleichung 
ab  und  substituirt  man  für  X  und  Y  ihre  Werthe,  so  gelangt  man 
zur  Gleichung  0  =  0;  es  sind  daher  beide  Gleichungen  identisch. 

2.  Aufgabe.    fcWird  ganz  analog  bewiesen  wie  in  §.  146,  indem 

'      ,         äx  X1/*      cly  Z1/* 

man  p  =  x  -{-  y,  —  = ,  77= setzt. 

dt         y  —  x   dt       y  —  x 

3.  Aufgabe.    x9~  +  y2  -f  2xy  (1—  C2)1/«  =  0(1  —  x2y2\ 

4.  Aufgabe.     Setzt  man  x  =  £2,  ^/  =  ^2,  so  wird  die  Gleichung  : 

r]  fi  d  71 

Ferner  sei 

If =  !(1  ~  B  (1  "A  |2)l'/2' also  ff  =  ~ {(1  ~  ^ (1  __  ^2)J%- 

Hieraus  ergiebt  sich: 

Erhebt  man  ferner  — -  und  - —  zum  Quadrat  und  differentiirt  nach  t, 
dt  dt 

so  folgt: 


also: 


?I-*S  =  *w-w- 
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Vdp  - 

71  dt' 

tcPri                               (     dg          t  dfj\ 

.in           "         1  —  >i£2^2 

§  dt 

oder,  wenn  man  integrirt: 

ff  P  du 

Setzt   man   nun  für  —   und  —   ihre   Werthe    ein,   und  restituirt  x 
dt  dt 

und  y,  so  folgt: 

{«(1  -  y)  (1  -i.y)Y»  +  {y  (l  -  x)  (1  —  lx))*  =  Ail  —  Xxy). 

Dieses  Verfahren  rührt  von  Darboux  her;  ein  anderes  ist  von 
Sturm  angegeben  worden.  (Vergl.  Schlömilch's  Compendium, 
Bd.  II,  S.  327.) 


§.  147. 

1.  Aufgabe.  Genau  dasselbe  Verfahren  wie  in  §..  147  führt 
auch  hier  zum  Ziel,  wenn  man  u  als  eine  symmetrische  Function 
von  x  und  y  voraussetzt,  deren  einzelne  Glieder  in  Bezug  auf  x 
und  y  von  nicht  höherer  als  der  zweiten  Dimension  sind. 

2.  Aufgabe.     Man  setze  u  in  der  Form  voraus: 

u  =  Ä±  x2iß  +  A2  (x2  +  y2)  -f  2  As  xy  —  1  =  0 
und  verfahre  im  Uebrigen  genau  so  wie  im  allgemeineren  Falle. 

§.  149. 

1.  Aufgabe,  Das  Resultat  folgt  durch  unmittelbare  Anwen- 
dung der  am. Ende  des  §.  149  angegebenen  allgemeinen  Formel. 

2.  Aufgabe.     Setzt  man 

Xi  =  oc  -f  ß  x  +  y  x2  +  0  x*  -f-  cxi  -\-  ^^5  +  a  x&, 
und  ähnlich  für   T1  und  Z1%  so  ist  die  Integralgleichung  der  beiden 
Gleichungen 

dx     .     dy     ,     dz         ■  n   xdx    .    y dy        zds        ■ 

x*  +  ri*  +  w  =  °  und  W  +  rf  ~v  W  = 
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nach  der  1.  Aufgabe  dargestellt  durch: 

[{y  -  e)  X1/*  +(e-x)  Tfr  +  (x.-  y)  Z*\* 


(x  —  y){y  —  z)  (z  —  x) 

=  C±b(x  +  y  +  z)  +  a(x  +  y  +  z)2. 

1  11 

Setzt  man  nun  —  statt  #,  ebenso  —  für  y  und  —  für  #,    so   geht   Xx 

über  in  —  X,  wo  X  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  der  vorigen 
Aufgabe,  ebenso  Iri  in  — -  Y  und  Zi  in  —  Z.    Die  beiden  Differential- 

ö  yG  zG 

gleichungen  gehen  ferner  in  die  in  der  vorigen  Aufgabe  angegebe- 
nen über,  während  ihre  Integralgleichung  durch  diese  Substitutionen 
die  Form  erhält: 

\y2  z2  (y  —  z)  %y*  4  z2  %2  (?  —  a?)  yl/2  +  %2  y2  0  —  v)  zlM 2 
l        ■  (p  —  y)  (y  —  z)(z  —  x) 

=  Cx2y2z2  Jrbxyz(xyJryzArzx)-\ra(xy^ryz-\-  zx)2. 

§.  153. 
2.  Aufgabe. 

(1)  xy  -\~  y  z  -\-  z x^=  C. 

(2)  -  —  log  z  =  C. 

y 
(3)  x *—  =  a 

y  +  a 

(4)  (x  —  #  +  (y  —  b)2  4  (#  —  c)2  =  h2,  wo  fr  die  willkür- 
liche Constante  ist. 

(5)  x2  y2  +  ax*  z2  4  iß  4-  £4  4  (j/2  4-  £2)1/2  ==  0. 

(6)  vS^A  =  a 

y  +  z 

(7)  *  +  *  +  1+f  =  a 

x  y 

(8)  ^2(^  +  ^/-4^)  =  o. 

(9)  x2  +  xy2  +  x2z  —  u-=G. 

§.  154. 
2.  Aufgabe,     xius  der  Gleichung 

a2  ^  ft2  "^  c2  " 
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folgt: 

dz  =  —  c     1 


x2       y2\~/*fxdx       ydy\ 
ä?~~~lß)       \~ä2~  +  ~b2~/ 
Setzt  man  dies  in  die  Gleichung 

/  %2  y2\lA2 

xdx  +  ycUj  +  cll  — -——)    dz  =  0 


also : 


n  fxdx     .     y  d'ij\ 
xdx  +  ydy—c2  (—f-.+  ~rj-)  =  0, 


c2\     n    ,    /.        c 


1--U.  + (1-^^=0 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Projectionen  der  auf  dem  Ellip- 
soid  liegenden  der  Differentialgleichung  genügenden  Curven  auf  die 
xy -Ebene   ein  System  von  centrischen  Kegelschnitten  bilden. 

3.  Aufgabe.     Der   ersten   Gleichung    wird    genügt    durch   das 
System  der  beiden  Gleichungen :  x2  -\-  y2  =  cp  (z)  und 

x(x  —  a)+y(y  —  fr)  ___  1     , , 
——  __  -  cp  W, 

der  zweiten  durch  das  System  y  -f-  z  log  x  -\-  cp  (z)  ■=-  0  und 

J ^—  =  cp'  (z). 

x 

4.  Aufgabe.     Ist    ft   der    integrirende   Factor    der   Gleichung 
Pdx-\~  Qdy  =  0,  welche  aus  der  gegebenen  Gleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  0 

entsteht,  wenn  man  0  zunächst  als  constant  betrachtet,  und  setzt  man 

d  V  dV 

a (P dx  -\-  Od y)  =  — —  d x  -f*  -^ —  d y, 

öx  öy 

so  ist  die  Stammgleichung  von  der  Form  V  =  cp  (V),  und  es  bleibt 
nur  übrig,  cp  (z)  derart  zu  bestimmen,  dass  der  Gleichung 

Pdx+  Qdy-\-Rdz—-Q 
Genüge    geschieht.     Dazu    differentiirt   man    V=cp(z)    nach    allen 
drei  Veränderlichen  und  subtrahirt  das  Resultat  von  jener  Gleichung, 
nachdem  man  diese  mit  fi  multrplicirt  hat.     Dadurch  erhält  man: 

—  --  iiB  =  (p'(s). 
Durch  diese  Gleichung,  deren  linke  Seite  eine  Function  von  z  allein 


624  Anhang. 

sein  muss,  bestimmt  sicli  die  Function  (p(z)\   ist  dies  geschehen,  so 

bildet  V=(p  (z)  die  Stammgleichung  von  Päx  -f-  Qäy  -\-  Räz  —  0- 

Untersucht    man     die    Bedingung,     unter     welcher     die    Function 

dV 

~ {i  R  mittelst    der   Gleichung    V  =  cp  (z)    dargestellt   werden 

dz 

kann  als  blosse  Function  von  #,  so  gelangt  man  zu  der  in  §.  152 
angegebenen  Integrabilitätsbedingung.  Daraus  folgt,  dass  man  in 
irgend  einem  gegebenen  Falle  nicht  erst  zu  untersuchen  braucht, 
ob  diese  Bedingungsgleichung  stattfindet  oder  nicht;  vielmehr  zeigt 
dies   das  in   §.  153    angegebene  Auflösungsverfahren  von  selbst  an. 

5.  Aufgabe.     Die  Lösung  wird  gebildet  durch  das  System  der 

Gleichungen  z  —  y  =  cp  (x)  und  .—  cp'  (x). 


§.  163. 

Aufgabe.  Diejenigen  Bedingungsgieichungen,  welche  eine  be- 
stimmte der  Grössen  Xx,  X2, . . .,  Xn,  z.  B.  Xn,  nicht  enthalten,  können 
offenbar  aus  denjenigen  abgeleitet  werden,  in  denen  Xn  wirklich 
vorkommt.  Denn  sind  A,  ft,  v  irgend  drei  verschiedene  Zahlen  aus 
der  Reihe  1,  2,  ...,  (n  —  1),  so  kann  man  aus  den  drei  Glei- 
chungen : 


doßfA,        dxij  \dxn        'öXfji/  '  \'dxi       dxn 

dXi       dXv\  /8X       dxn\      x  /9  xn       d  X 

dxv         d  xi  )  \  dxn        dxv  )         v  \  d  xi         d  xn 


und 

\dXv  ÖXpJ  \OXn  ÖXv'J  \OXii  OXnJ 


die  Grösse  Xn  eliminiren,  indem  man  die  erste  mit  -f  Xr,  die 
zweite  mit  —  Xu,  die  dritte  mit  -\-  Xi  multiplicirt  und  die  Resul- 
tate addirt.  Man  erhält  dadurch  die  Bedingungsgleichung  zwischen 
Xi,  Xu,  Xv.     Solcher  Gleichungen,  in  denen  Xn  wirklich  vorkommt, 

giebt  es  aber  —  (n  —  1)  (n  —  2).      Dies    ist   somit   die   Anzahl   der 

von  einander  unabhängigen.  Bedingungsgleichungen. 
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§.164. 
2.  Aufgabe. 

(1)  xygü  =  C. 

(2)  xy  -\-  yg  -}-  #u-\-  ux=C. 

(3)  y^z  =  __!_. 

u  —  x        u-\-  G 

§.  165. 
2.  Aufgabe. 

(1)  (Ix  +  my  +  nz  —  G)  {V x  +  m' y  +  n'  z  —  C)  =  0. 

(2)  (^  +  2/2  +  ^2—0)  (X*  z2  +  y2  z2  —  G)  =  0. 
(3)-(*-C)(0--C)(s-C)  =  O. 


(4)    (|-- .o)  (0-0  =  0. 


3.  Aufgabe.    Aus  ax2  +■  by2  -\-  c  z2  =  1  folgt: 
axäx  -f-  bydy  =  —  czdz. 
Eliminirt  man  hieraus   und  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung 

a(b  —  c)  — ■  '4-  5  (c  —  a)  4~  =  —  c(a  —  b)-^- 
dx  dy  dz 

das  Differential  dz  und  setzt  für  c z2  seinen  Werth  1  — ax2  —  by2, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

b  —  c         /dy\2  ,    /■         b  —  c    _        c(a  —  b)\dy 

xy  \  ~r-)  +  U2  — •  y2- — T7 {)-¥-  —%y  =  o, 

a—c         \dxj        \  a — c  ab(a — c)J  dx 

welche  in  Nr.  5,  S.  490  integrirt  wurde.  Nach  dem  daselbst  an- 
gegebenen Resultate  hat  man  also : 

jX       r~  ab  {a-c  +  (b-c)G}' 

Hätte  man  y  oder  x  eliminirt,  so  würde  man  eine  ähnliche  Glei- 
chung zwischen  x  und  z  resp.  zwischen  y  und  z  erhalten  haben. 
Dies  beweist  den  Satz,  dass  die  Projectionen  der  Krümmungslinien 
der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  Hauptebenen  der 
letzteren  Systeme  von  coaxialen  Kegelschnitten  sind.  —  Auf  sym- 
metrischere Weise  gelangt  man  folgendermaassen  zur  Lösung  der 
Differentialgleichung  der  Krümmungslinien.    Setzt  man. 

11  1 

a  ß  y 

F  o  r  s  y  t  h  ,  Differentialgleichungen.  4Q 
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ferner 

x2  =  aZl-±  (W  _  a)  (*_«),  y*  =  fic^l(u  —  ß)  (v  -  ß), 

z2  =  y  ^-  (u  —  y)  (v  —  y), 
wo  ö  =  (ß  —  y)  (y  —  a)  (oc  —  ß)  ist,  so  wird  dadurch  der  Gleichung 

sjq'2  qi2  g>2 

—   -f    ~w  ~\-  —  =1  genügt  und  die  Differentialgleichung  geht  über 

in :  d  u  d  v  =  0.     Es  ist  somit  u  =  C  oder   v  =  C.     Die  Durch- 
schnitte  der  Flächen  u  =  C  und  v  =  Cf  mit  der  Fläche 

a  ^   /3   ^   y  ~~ 
sind  die  Krümmungslinien   der  letzteren.      In   rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  lauten  die  Gleichungen  jener  Flächenschaaren  : 

x2  y2  z2      _  l        x2  y2      (       z2      _t 


cc  —  u      ß  —  u'     y  —  u  «  —  v      ß  —  v      y  —  v 

4.  Aufgabe.      Die    gegebene    Differentialgleichung,   welche    in 
anderer  Form  geschrieben  lautet: 

z  (x2  —  y2)  clx  dy  -f-  x  (y2  —  z2)  dy  dz  -f-  y  (z2  —  x2)  dz  dx  =  0, 
stellt  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  der  sogenannten  asympto- 
tischen Fläche  dritten  Grades  x  y  z  =  1  dar.    Eliminirt  man  hieraus 
z  und  dz  mit  Hülfe  von  xy  z  =  1  und  y  z  dx  -\-  zxdy  -\-  xydz—0, 
so  findet  man  die  Gleichung: 


(-"•-;)(!i)'+ *<"—''■>£+:- 


X*tß  _   0, 


d  II 
oder  aufgelöst  nach  —  und  wenn  man  x4  ys —  xGy6-\-x8yi  —  x2y^ 

—  xUj2+-  l=F  setzt: 

OL  —  äj»^  r^  —  x*y*  +  #  ?/2  i.F1/*  =  0. 
\2/  /  et  X 

Setzt  man  nun 

1  ^2  4-  oft 

*2  +  2/2  +  -r-ö  =  3»,  *2?/2  +  —ff-  =  3», 
#2?/2  x2  y- 

so  wird  .F  =  9  x4  y*  (m2  —  n),  ferner 


(x*y*  —  1Ax     7 
dy \  xj       an  —  y2dm 

dx  fx         n     \       dn  —  x2dm 


/x 


#3  y6 )  y 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  dividirt 
dann  durch  den  Coefficienten  von  dn  und  macht  darauf  den  Nenner 
des  Coefficienten  von  dm  rational,  so  erhält  man  die  einfache  Glei- 
chung: 

{ m  +  0^2  —  n)  I//2j  d  m  ■ —  dn  =  0. 

Multiplicirt  man  dieselbe  mit  3  [m +  (w?<2 —  n)1^),  so  kann  man  sie 
in  der  Form  schreiben: 

(2  m2  —  3 n)  d m  -f- m  (4 m dm  — 3  d n)  +  3  (m2  —  h) 1/s  (2 m d m  —  d n)  =  0, 

und    dies    ist  eine   exacte  Differentialgleichung,    deren  Integral  ist: 

m  (2  m2  —3n)±2  (m2  —  n)%  =  G. 

Diese  Gleichung  stellt  die  Projectionen  der  beiden  Schaaren  von 
Krümmungslinien  der  Fläche  xy$  =  \  auf  die  xy- Ebene  dar. 
(Ueber  die  Fläche  xyz  =  C,  welche  eins  von  drei  Systemen  ortho- 
gonaler Flächen  repräsentirt,  vergl.  Hoppe,  Principien  der  Flächen- 
theorie, S.  92,  und  eine  Abhandlung  von  Meth  im  Osterprogramm 
1887  des  Königl,  Realgymnasiums,  Berlin.) 

§.  170. 

1.  Aufgabe.     Setzt  man  zunächst  A2  =  Ax  -f-  £  und  entwickelt 
nach  Potenzen  von  s,  so  folgt : 

+  [Ä,  e/x  (A0  +S.6CP,  (kj)\  t**  +  ...  =  0. 
Ist  Ax  +  A$  =  A,    Bx-\-  B2=  B,  ferner  42  £  =  A\  B%s  =  B'  und 
lässt  man  dann  £=0werden,  somusssein:  A' fx  (Aj)  -\-  B'  (p1(K1)  =  0 
und  Afx  (Ax)  +  J5  (px  (A2)  +  <£'  (Ax)  +  B'  cp[  (Aj  =  0. 

2.  Aufgabe.    ea*  (J.  -f  Ax  t  +- •  j42  £2  -f  •  • .  -f-  A-i  ^-1)  cös0* 
+  ea/  (B  +  Bx  t  +  B2P  H h  Br_!  r-1)  sm  /3  f. 

§.  171. 

4.  Aufgabe.    0  +  mx  y  =  Cx  e(a+»»ift') /2*  +  C2c-<a ^i.0^ ', 

X~\-m2y=G{  e(«+w2a')/2«  _|_  Ca  e-(«+™2«')V% 

wo  mj  und  m2  die  Wurzeln  der  Gleichung  b  +  mbr  =  m.  (a  -\-  ma!) 
sind. 

5.  Aufgabe. 

(1)    £  =  e-Qt  (A  cos  t  +  B  sin  t) ;    y  =  e~ c'  { (J5  +  4)  cos  f 

+  (£  —  Ä)sint\- 
40* 
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(2)     s^c'  —  J-y» +  (0+0x0^«; 


2»  ob 

(3)  a  =  ^  *  -  ^  C<  -  ^  +  de-»  +  CS,e-«; 

(4)  x  =  g  e«  _  g  e«  +  (C2  -  d  0  ff-"; 

0  =  S  fi2<  -  ^  e<  +  (°i  -  °*  +"  °i  ^e~4'- 

ob  25 
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(5)  #  =  e~4i  (Acost  -\-  B  sint)  -|-  ^r—  e*  —  ~ ■; 

2/  =  e-^liA  — B)  sint  — (Ä  +  B)  cos t\  —  -^e*  +  ^- 

(6)  #  =  e«  t  (Cj_  COS  tf  £  -f-  ^2  s^  a  0 

-f-  e~-at(C?)  cosat-\-  G^sinat) 
y  =  eat  (-C1sinat  —  -C2cosat\ 

+  e~" at(  —  C4  cos  a  t  —  -  G?i  sin  at), 

WO  «=:2~ l/2  W.   ist. 

(7)  Setzt  man  x  —  u  ~\-  cc.  y  =  v  -\-  /3,  und  bestimmt  et  und 
ß  aus  den  Gleichungen:  3o$-f-4ß  =  3,  <x-\-ß  = — 5,  aus  denen 
a  =  —  23,    ß  —  18  sich  ergiebt,  so  erhält  man: 

d*u         n       ,    ,      d2z; 

—  =  3«  +  4»,  — =-„-*, 

also  die  in  der  4.  Aufgabe  behandelte  Form.  Da  jedoch  hier  die 
Wurzeln  mx  und  m2  einander  gleich,  nämlich  gleich  2  sind,  so  eli- 
minirt  man  besser  eine  der  Grössen  w,  v,  wodurch  man  erhält: 

demnach 

u  =  J{Cl  +  C3t)  +  e-t(Cs+Cit), 

v  =|  e*  {02-  0,  -  Cs/}  -  i  <r<  {C.  +  C4  +  C4*}- 
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§•  174. 


2.  Aufgabe. 


(1)  x=l-t+Ct~\    x  +  y  =  C1<t- 

Cicost  4-  G9  sin  t  G$  +  2  G2  cos  t  —  2  'G±  sin  t 

(2)  a;  = — - ,  y  = p— 

Gi  cos  t  -\-  G2  sin  t 

4.  Aufgabe.  Setzt  man  3  m  -\-  2  w  =  Xm,  4m  +  5  w  =  X  n, 
so  class  sich  X  aus  der  Gleichung  (3  —  X)[(h  —  A)  =  8  bestimmt 
und  daher  entweder  gleich  1  oder  gleich  7  ist,  so  ist: 

m  cly  -\-  n  dz 


dx 


i 


X(my  -\~  n  z) ' 


also :  c~x  =  0 (m y  -\-  nz)\  Für  X  =  1  ist ' w?x  +•  %  ==  0,  für  X  —  7 
ist  2  wi2  —  w8  =  0.    Folglich  wird :  A(y  —  z)  =  B  (y  -f. 2  s)V;r  =  er-* 

6.  Aufgabe. 

(/3)  Man  findet  zunächst  sehr  leicht:  l2  x -\- m2  y -{- n2  z  =  A 
und  l2  x2  -j~  m2y2  -\-  n2  z2  =B.  Um  die  noch  fehlende  Relation 
zwischen  x,  y,  z  und  t  zu  erhalten,  setze  man  u  für  logt.    Dann  ist: 

7  dx  ,         \       cly  _  ,  v       dz  ,  x 

l  —  =  m  n  (y  —  z),  m  -^  =  n  l  (z  —  x),  n  —  —  l  m  (x  —  y). 
du  J        h      du  v  du 

Differentiirt  man  die  ersten  beiden  nochmals  nach  u,  multiplicirt 
dann  die  erste  mit  m,  die  zweite  mit  — l  und  addirt  beide  Pro- 
ducte,  so  folgt: 

d2  (x — y)  (     dx    ,        ,  du        /7kJ  .       lJN  dz 

Im      \       J;  =  n  \P  —  +  m2  -f  —  (l2  +  m2)  — 

du2  [     du  du  du 

Nun  ist  aber 

™  dx    .        >  dy    ,       _ dz 
l2  —  +  m2  -/  +  n2  —  =  0, 
cm  am  cut 

/72  (w  n\\  /J  g 

also  Im      '  '     =  —  n  (72  4-  w2  -i-  w2)  — -  und  daher  mit  Rück- 

du2  du 

sieht  auf  die  dritte  Gleichung: 

d2(x—y) 


d  u2 


(l2  +  m2  -f  n2)  (x  —  y)  =  0. 
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Es  ist  somit :  x  —  y  =  G-^cosQ  u  4  C2  s?n  Q  'u-> 

wenn  (l2  -\- m2  -\~ri2)]//*=  Q  gesetzt  wird.     Analog  folgt: 

y  —  #  =  C'i  cos  qu  ~\-  G'2  sin  q  u, 

z  —  x=  —  ( d  -\-  G'i)  cos  qu  —  (C2  4~  G'2)  sin  q  u. 

Zwischen  den  sechs  Constanten  A,  -B,  C1?  C2,  Ci,  G'2  müssen  drei 
Relationen  bestehen.  Man  findet  dieselben  folgendermaassen :  Es 
ist:  (l2x2  +  m2y2  +  n2z2)  (l2  4  m2  +  n2)  —  (l2x  -f  m2y  +  n2  z)2 
=  l2  m2  (x  —  y)2Jrl2 n2  (z  —  x)2  +  m2 n2  (y  —  z)2.  Mithin :  Bq2  —  A2 
=  l2  m2  (C1!  cos  q u  +  C2  sin  qzc)2  4  m2n2  (G'icos  q  u  -\-  C2  sin  q  u)2 
-f-  n2l2  {(Gi  -j-  Ci)  cos  QU  -\-  (C2  4  G'2)  sin  Q  u}2.  Setzt  man  die 
Coefficienten  von  cos2  Q  u  und  sin2  Q  u  gleich  B  Q2  —  A2  und  den 
Coefficienten  des  Products  2  cos  QU  sin  QU  gleich  Null,  so  erhält 
man  drei  Gleichungen  zwischen  A1  B.  Cx,  C2,  Ci,  G'2,  so  dass  drei 
dieser  Grössen  willkürlich  bleiben. 

(y)  Man  findet  leicht :  Ix  +  m  y  -\-  n  z  =  A,  x2  -j-  y2  +  z2  =  B, 
ferner  auf  ganz  analogem  Wege  wie  in  der  vorigen  Aufgabe: 
mx  —  ly-  =  Gi  cos  Qt  -f-  C2  sin  Q  t,  wo  wieder  (l2  ~\-  m2  -\-  n2)1^  =  Q 
gesetzt  ist ,  ebenso  :  ny  —  m  z  =  Ci  cos  Q  t  -\-  C2.  sin  Qt,  Iz  —  nx 
~.  —  (Gi  +  Ci)  cosQt  —  (C2  4~  Ca)  sin  £  £.  Auch  hier  bestehen  zwi- 
schen den  sechs  Constanten  A,  B,  C1?  C2,  Ci,  C2  drei  Relationen, 
die  man  aus  der  Identität  herleitet: 

(x2  +  y2  -f-  z2)  (l2  +■  m2  +  w2).—  (I x  4  '^ 2/  4  n z)2  =  (m x  —  Uj)2 

4-  (ny  —  mz)2  -\r  (lg  —  n x)2. 

§,175. 
Aufgabe.     Man  findet  zunächst 


dy         dx 

x  —  —  y  — 

dt       J  dt 


-<y+ Gi)*=  -:-*■ 


Da  nun 


(4? -40 ="«+»•»!©'+( 


*Tt  +  ydt\  =  Ä 


ist,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

/r  d  r 

wo  £0  e"-ie  willkürliche  Constante  ist.     Aus  der  Gleichung 


\dr)       2{ir  —  Br2 

folgt  ferner: 
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2/*_  R    , ..^ 


T  =  *+^  +  G0' 


also  durch  Differentiation  nach  £ : 


[i  A2        d2r 

r2  r'd         dt2 


Die  gegebenen  Gleichungen  kann  man  aber  schreiben : 

d2  x x    d    /ft\      d2y y    d  / {i\ 

dt2  ~  7  dr  \"r /'     dt*  ~~  r  dr  \7/' 


mithin  ist: 

-"  _  <  r* 

dt  {      dt  r )     '  r 


9  CM   o   d    x\  A0  x 

r2  -r,  \  r2  - +  A2  —  —  0. 


Setzt  man  noch 

.dt Adr 

(-)     d<p  —A-—  ri[2iir^Br2_SJ^W 

so  wird 


d2    /  x\       x  

icp2  \rj       r  ' 


dcp 

X  V 

daher  (3)  —  =  ax  cos  cp  -(-  h  sin  cp,  ebenso  (4)  —  =a2  cos  cp  -f-  b.>  sin  cp, 
r  r 

wo   a'l  -\-  b2  =  a'l  -\-  5|  =  1    und  ax  öj  -|-  a2  &3  =  0-  sein  muss.     Die 
Gleichungen  (1)  bis  (4)  stellen  das  vollständige  Integralsystem  dar.  — 
Setzt  man  x  =  r  cos  cp,    y  =  r  sin  cp,  so  wird : 
d  y  d  x  ;  d  cp  

x  Tt  ~  y  Tt  _  r"Tt  ~  A' 

ferner: 

dr 


*  =  aJt&£F- 


Br*—A*\V* 

Die  Gleichung  (1)  giebt  r  als  Function  von  t,  daher  findet  man  aus 
der  letzteren  auch  cp  und  daher  auch  x  und  y  als  Functionen  von  t. 


Vermischte   Aufgaben. 
1.    Setzt  man 


d  &  dcp  ., , 

—  —dt, 


(m  —  n  cos  O1)1/^         (m  —  %  cos  cp)1/* 
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ferner 


&  4"  cp   &  —  cp 

so  folgt: 


2       =  Pi  ~~~~¥~  =  q' 


d2  0  n     .    «    d-  cp         n     . 

daher 

d2p         n     .  d2q        n- 

—  =  —  sm  p  cos  q,  —  =  -  cos  p  sin  q. 

Andererseits  ist: 

-~  =  -~{(m  —  n  cos  &)%  +  (m  —  n  cos  Qp)1/2}, 

dt  2t 

— -  =  —  {(m  —  w  cos  O")1^  —  (w  —  %  cos  op)1/2} , 

C(jt  tu 

somit : 

-—-77  =  —.sm  p  sm  q. 
dt  dt         2         l  L 

d2p  d2q 

Dividirt  man  die  Ausdrücke  von  -7—   und  — —    durch    diese     letzte 

dt2  dt2 

Gleichung  und  integrirt  dann,  so  ergiebt  sich: 

dp  .         dq         0     . 

_-_.  =  <%  sin  q,  -—  =  ß  sm  p, 
dt  dt 

wo  a  und  ß  willkürliche  Constanten  sind.    Da  a  ß  =  —  sein  muss, 

1       1      /Tb  \     /  Tb 

so  setzen  wir   cc  =  —  1/  — ,  ß  =  c  1/  -  ,  so   dass  wir  erhalten: 
dp       1 /n\V*   .  dq  /n\^   . 


Hieraus:  —  sm  gc?#  =  c  sin  $  dp,  also  ccosp cosq^=-y1  wo  y 

c  c 

eine  neue  Constante    ist.    Um  diese   zu  bestimmen,   sei  &  =  d  für 

/          1  \  A 

cp  =  0 ;  dann  ist  y  =  (  c J  cos  —■  •    Ferner  ist : 

—  1/  ~  sm  —  =  -  {(m  —  n)l/*  +  (^  —  ^  cos  ^)1/2 } 

für  90  =  0.     Hieraus  folgt: 

/  1  \  d        /2  (m  --  w)Y/2 
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Also,  indem    man   die  Werthe  für  sin  —  und  cos  —  quadrirt  und  ad- 

dirfc:  y2  =  c2  -1 —   2  — •     Setzt  man  dies  ein,  so  ergiebt  sich: 

c2  n 

2  m  —  w  (  c2  -f  -g )  +  w  (  c  cos  — — — cos  — — -  j  =  0. 

2.  In  der  4.  Aufgabe  zu  §.  146  ergab  sich  für  die  der 
transcendenten  Integralgleichung  F(x{)  -\-  F  (x2)  =  G  entsprechende 
algebraische  Integralgleichung  die  folgende  Form: 

xx  {(1  -  x!)  (1  -  k*xl)\K  +  x,  {(1  —  a>»)  (1  -  Ä»*?)}^  _    . 

" ; TT, — ö — 5 —    ■&. 

1  —  7c2  ^i  xi 
Für  a7]_  =  0  erhält  man  x2  =  A  und   da  F(Ö)  =  0  ist,   so  folgt: 
G  =  F  (A).     Schreibt   man    noch   —  x-d   für  A  und  beachtet  man, 
das  F{ — #3)  =  —  F(x<6)   ist,   so  entspricht   der  Gleichung   F(xi) 
-f  F  (a?2)  +  F  (%)  =  0  die  folgende : 

__      _  x1  {(1  —x£)  (1  —  fegaff}1/*  +  s2  {(1  —  %2)  (1  —  fc2fljD}1/g 
%"  '  \—Wx*x* 

Hieraus  folgt  leicht: 

„iVU _  {(1  -x*)  (1  —  x^-x.x,  {(1  -7^)(1 -fc%|)}^ 

1  —  /62  ^  x2 
oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

x, x2  {(1  -Wx*)(l  -&%|)}V2=  {(1  -x*) (1  -*!)}% 

-  (1 —*»***»)  (l-a$%. 
Erhebt  man  beide  Seiten  ins  Quadrat,  so  wird: 

2  —  x*  —  a?22  —  #32  -f  W xl x* xl  =  2  { (1  —  ^)  (1  —  xl) (1  —  #32) }  V* 
oder  4  (1  —x*)  (1  —  #|)  (1  —  xg)=(2  —  x\  —  x£  —  xg  +  Wxfxfxg)2. 
o.    In  Nr.  2  hatten  wir  die  Formel: 


(l-a$%  = 


■3V 

1  ^'2 


(i  -  &%!)%_ _ 


Ebenso  findet  man 

{ (1  —  Wx§  (1  —  W  x£) }  Va  —7c2  ^  flg2  { (1  —  xl)  (1 —xl)  \  V« 
l  —  Wx?x$ 
Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von 

{(1—  Wxl)(l  —  Wx£)\V*. 
in  die  erste  Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich: 

(1  —  tf32)V*=  {(1  ~^)  (1— aj22)}V2  — ^^  (1-^^.. 
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Ebenso:  (1  —  x*)K  =  {(1  —  x2)  (1  —xl)]^  —  x2.Xoo  (1  —  Wx£)1/*,  und 
wenn  man  aus  diesen  letzten  beiden  Gleichungen  (1  —  xffl*  elirrii- 
nirt,  so  folgt: 

(1  -  k2X?y/*=  -  1  [X2  (1  -  X$*   -f  X,  (1  -  X2)^  (1 A3  3*)*].' 

Addirt  man  hierzu  den  analogen  Ausdruck  für  (1  —  h2  xffl*,  so  wird : 
(1—  k2x2)^  +  (l—Wx*p 

=  -  1  +  (1~"7^)1/2  {x1  (1  -  x*)*-+  x2  (1  -**)%}• 
Es  sei  nun  S  =  jE(#i)  +  E(xJ),  also 

Ferner  ist: 

{(1  —x.f)  (1  —  ß2^) }V*dx1  +  {(1  —  af)  (1  —  k2x2)\^dx2  =  0. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  {(1 — x2)(l  —  x2))1^  und  addirt 
sie  dann  zu  der  vorigen,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Ü8=  {(i  -*■*»*  4-  0  -»*3*}  ((I^  +  ^. ) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  abgeleitete  Hülfsformel: 


oder  durch  Integration: 

un  —WxfYk 

s±c=    ^{     '    oJ    {[(i-x^ii-xiyy/t-x^}- 

Für  Xi  =  0   wird    #2  = —  #3,   und   S  =  E( — #3)  =  —  E(x$),    also 
C— £'(x3)  =  ^-^ -^    (1-*|)I/2,  und  daher: 

#3 

S  +  E(x,)  =  ^-^ ^^-  {(1  -  x*)*(l  -x*)*  -x1x2-(l  -x*)1'*} 

x% 

"~~ '     /ß"  X^  X2  $3, 

weil  {(1  —  x2)  (1  —xi)\V*  —  (1  —  a?a2)l/2  =  «?! £2  (1  —  jfca&f)1/*  ist.    Wir 
erhalten  demnach  die  Gleichung 

E(xt)  -f  2*7  (#2)  -f  J57(a?3)  =  —  h2  Xi  x2  %, 
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vorausgesetzt,  dass  X\,  x2,  %?>  durch  die  Relation 

4  (1  —  x'D  (1  —x*)  (1  —  x%)  =  (2  —  x{  —  x£—  x'i  +  h2  x{x%xlY 
mit  einander  verbunden  sind. 

4.    Die  Entwickelung  der  Determinante  giebt: 

iji  (x2  —  x$)  +  y2  fe  •—  ßi)  +  2/3  Ol  —  x2)  =  "0. 
Setzt  man   für  ^1?  «/2,  2/3   ihre  Werthe  in  %,  %,  %   ein  und  erhebt 
zur  dritten  Potenz,  so  nimmt  die  Gleichung  nach  einigen  Reductio- 
nen  die  Form  an : 

(1  —  xf)  (1  —  xl)  (1  —  x'D  =  (1  —  Xi  x2  xz)'\ 
Hieraus  folgt  durch  logarithmische  Differentiation: 

{xl  —  x2  #3)  dxi    .    (x2  —  %  Xi)  dx2     .    (%z  —  Xi  x2)  dx$  

Nunlässt  sich  aber  die  vorige  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 
9  2  2 

X-t  X2  X%  Xiy         Xo}  Xi  Xo         Xi  x2 

(1  —  x*)%  =  (1  —  x$)1'»  =  (1  —  a?|)Va" 
Demnach  folgt: 

r^i  ,  cZ#2  .  c?a?3         

l       7i  _3\2/,    ==Z   0- 


(1  — ^)%    '     (i_^|)%     »     (1— a?38)% 

Somit  ist  die  angegebene  Determinante  in  der  That  ein  particuläres 
Integral  dieser  Differentialgleichung.  Geometrisch  ausgedrückt  heisst 
dies :  Wenn  die  Coordinaten  dreier  Punkte  der  Curve  dritter  Ord- 
nung x2,  4"  2/3  ==:=  1  der  vorstehenden  Differentialgleichung  genügen, 
so  liegen  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  und  umgekehrt. 

5.  Wir  betrachten  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  dieser 
Nummer,  nämlich  den,  wo  X  =  Jo  ~\-  3  Ix  +  3mx2  -f-  nx'6  ist.  Neh- 
men wir  vorläufig  n  =  1  und  ist  cc  eine  Wurzel  der  Gleichung 
X  =  0,  also  X  =  (x  —  cc)  (x2  —  2  p  #•+  #),  so  geht  die  Gleichung 
X~2/'d  dx-\-  F~~%  dy  =  0  durch  die  Substitutionen 
X  ,  Y 


über  in: 


(a  —  ay>        ^'    (7/  —  ex)3         ^ 

äxi  diji  _ 

T     /„.  3         i,a\Vo  u' 


(^3  —  &3)V2    T"     ^3  _  fe3)y8 
—  p2 

S.  271  dargestellt  durch: 


Q    /V)2 

fr3  ==  — -—  ist.    Das  Integral  hiervon  ist  nach  §.  146, 

cc2 — 2ap-\-ii 
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f (x*  —  b3)V*  -  (yf  —  b*)1/*} 2 


,    =  'x1  +  y1  +  e1, 
^i  —  2/i 

wenn  z1  die  willkürliche  Constante  bedeutet.  Dasselbe  ist  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  xx ,  ^ ,  z1 ,  was  man  erkennt,  wenn  man  .es 
rational  macht  und  den  Factor  (%  —  y{)2  weghebt.  Demnach  kann 
man  dasselbe  in  den  drei  verschiedenen  Formen  schreiben : 

(*i  +  Vi  +  *i>  (%  -  ViY2  =  (x1/*  -  W, 
(*i  +  2/i  +  *i)  (2/i  -  *i)2  =  (^  -  3*)», 
(«i.  +  2/i  +  *i)  (*i  -  %)%  =  (^2  -  Ä' 

wo  Xi  —  xf — b'd  u.  s  w.  gesetzt  ist.  Addirt  man  diese  Gleichun- 
gen, so  findet  man: 

3xiyi01  =  3b*+X1/*  ¥?*.+  F/*  Z?*  +  Z1/*  X%*. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  a2 —  2pcc  -\-  ([  =  V,  M — p  =  P,   so 

wird  X1/2  =  — 7 V^tt — ,  und  analog   für  Y%,   und  Z\   ferner 

1  (x  —  cc)  Y  i* 

X1^ 

ist  X\  =  :  setzt  man  diese  Werthe  ein  und  erhebt  zur  dritten 

X — cc 

Potenz,  so  folgt: 

27  XYZ 


(x  —  w)3  (y  —  «)3  (z  —  «)3 

r   v-j^  -l P(x-y)  +  v  P(y-(*)+V 

L         7  V^(x  —  a)     '     Vl/*(y  —  a) 

P(y  —  a)+V  P(z  —  u)  +  V    -  P(z  —  a)-\-V  P(x-  cc)  +  VV 
~T~~~yV2(y  —  a)        yV2(#  —  ci)     +     Vl>*(z—u)    '    V^(x—a)    J' 

oder: 

27  F3  XYZ=[3(V—  P2) (x  —  u)  (y  —  a)  (z  —  a) 

+  (x-a){P(y-a)+V}{P(z~a)±V}Hy-K){]D(z-a)  +  V}>< 
{P(oc-a)+V}  +  {z^a)  {P(^_a)_i_  7}  \P(y-a)  +  F}]3. 

Keducirt  man  noch   den  Ausdruck  in   der  eckigen  Klammer,   so  er- 
hält man  schliesslich: 

X  YZ=  [k  +  l  (x  +  y  -f-  z)  -\-  m  (yz  -f  zx-\-  xy)  -f-  #2/£} 3 
oder,  wenn  man  wieder  n  von  1  verschieden  annimmt, 

X  YZ=  {k-}-l(xJry-\-z)-\-m(yz-{-zx-{-xy)-\-nxyz} 3 
als  vollständiges  Integral  der  Differentialgleichung 
X-*'*dx+  Y-%dy  —  Q, 
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wobei  dann  z  die  willkürliche  Constante  bedeutet  und 

Z  =  k+  31 0  +  3m#2  +  n^ 
ist.  —  Setzt  man  l  =  m  =  0,  7c  =  n  =  1  und  #  =  a,  so  erhält  man 
in  (1  -\-  X?J)  (1  -(-  y?>)  (1  4-  ß3)  =  (1  +  xya)%  das  allgemeine  Integral 

von  (i+a.3)%  +  (i+ys)%  =  0'  und  setzt  man  Ä  =  e7;  Z  =  —  -  J, 
m  =  0,  w  =  4,  #  =  a,  so  ist 

(4#3  —  ja-  -f  j)  (4^3  _  /^  4.  j)  (4  a3  —Ja  +  J) 

=  {4^^/a  —  -I(x  +  y  +  a)  +  J}z 
das  allgemeine  Integral  von 


dx dy 


(4äj3  — Jaj+J)%    '    (4  iß  —  ly  +  J")% 
(Yergl.    Mac  Mahon  u.  Cayley    in    Quarterly    Journ.    Bd.  XIX, 
Russell,  ebenda  Bd.  XX.) 

6.    Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  sin2-&  =  x1,  sin2cp  =  x2l 
sin2 ty •=. #3,  so  gehen  dieselben  über  in: 

äxx       ,       dx2       ,       6?%      


V/W     V/fe)     V/fe) 

und 

Xidxi         x2dx2         x^dxz 

+  -1/— ; — .   —  °> 


V7(*i)    V/o**)     V/(*8) 

wo  /(#)  =  #  (1  —  #)  (1  —  %x)(l  —  A  #)  (1  —  (i#)  gesetzt  ist.  Nun 
beweist  Richelot  im  23.  Bd.  von  Crelle's  Journ.  den  folgenden 
Satz:  Wenn  die  ganze  rationale  Function  f(x)  vom  {2n — l)ten 
Grade  für  x  =  cch  verschwindet,  so  wird  das  System  von  Differential- 
gleichungen: 

x\  dxi     ,      x\  dx2  xj d xn  

(ir=:0,  1,  ...,  n  —  2)  vollständig  integrirt  durch  das  System  Inte- 
gralgleichungen, welche  man  aus  der  Gleichung 

V7m      ,       V7fe>       , 


Vf  («„) 


(ah  —  Xi)F'  (*i)       («;,.  —  x2)  F'  (x2) 

V7K)     \  =  Ch 

+  (ah  —  xn)F'{x„)\ 


erhält,   wenn   man   statt   «;,  irgend  n  —  1  Wurzeln   der  Gleichung 
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f(x)  =  0  setzt,  durch  F  (%)  den  Ausdruck  (pc  —  xj  (x —  x2)  ... 
(x  —  xn)  und  durch  Cjt  die  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Setzt 
man  nun  in  unserem  Falle  einmal  an  =  0,  sodann  a%  =  1,  so 
erhält 'man  die  Integralgleichungen: 

V#2%  V/M      ,      V %%%i  V/fe) 


Vxx  (xi  —  x2)  (x1  — x?)      Vx2  (x2  —  x?)  (x2  —  xx) 

,   y  xlx2Vf{x?)    _  A 

yx?)  (x?t  — x})  (#3  — x2) 


und: 


V(l—  flJaXl—  %)  V./Oi)      ,      V(l-s3)(l— sx)  V/fa) 


Vi  —  üCj  Oi  —  ff2)  Oi  —  %,)  Vi  — %  (»2  —  %)  fe  —  #i) 

Vq  -  x1)(i  -^V/fa)  =  R 

Vi  —  a?3  (äj3  —  %)  (Xo0  —  x2) 

Eestituirt  man  für  xx ,  #2  >  #3  ihre  Werthe  sin2  fr,  sin2  cp,  sin2  ty,  so 
erhält  man  die  im  Texte  angegebenen  Integralgleichungen.  Ist 
<p  =  a,   ty  =  ß   für  fr  =  0,  so  wird 

1  '       ■  sin  2  ß  A  a  —  sin  2  a  Aß 

A—-~ —    ,       ,  B  = 


sin  a  sin  ß  '  2  sin  a  sin  ß  (sin2  a  —  sin2  ß) 

7,    (1)    Man  betrachte  entweder  zunächst  z  als  constant   oder 
man  setze  x  =  uz,    y  =  v  z.     Das  vollständige  Integral  ist: 

a  x  —  c  z  

ay  —  bz 

(2)  (x  —  y)(x  —  z)(y-z)^C. 

(3)  Man  verfahre  entweder  nach  der  Regel  in  §.  153,  oder 

man  setze,  was  einfacher  ist,  x  =  uz,  y=vz.     Es   wird  dadurch: 
dz  __        (v2  +  v  -f  1)  du  +  (u2  +  u  -f  \)dv 


oder 


somit : 


z  (u  +  v  -\-  1)  (uv  -j-  u  -j-  v) 

dz  du  +  äv  (v  -f-  1)  die  -\-  (u  -\-  1)  dv 

z  u  -)-  v  -f-  1  uv  -\:  u  -\-  v 

(uvAru-\-v)z  xy  +yz  +  zx 

■ j r—^ — "  =  G  oder:  i i —  G- 

u  +  v  -f-  l  x  -f-  y  +  z 

8.     Für  x  =  u8iy  =  v#  geht  die  Gleichung  über  in: 
(u2  —  v*+  l)du  —  dv  =  0. 
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Derselben  genügt  als  particuläres  Integral :  u  =  v.  Um  das  voll- 
ständige Integral  zu  erhalten,  setze  man  nach  S.  535,  Nr.  13 
v  =  u  -j-  zu,  dann  erhält  man : 

dw    ,    ^ 

- 1-  2uw  +  w2  =  0, 

du 

also  nach  §.  15: 

e-u*du+  G  =  -e-u*=      *       '    "* 


/• 


w  y  ■—  x 

Viel  weitläufiger  wäre  hier  die  Anwendung  der  in  §.153  angegebe- 
nen Regel  gewesen. 

9.    Multiplicirt  man   die   erste   Gleichung    mit   2x,   die   zweite 

mit  2  y,  die  dritte  mit  20  und  setzt  man  cp  =  f  xy  0  dt,    so    folgt 

o 
durch  Integration: 

'  2(5—  c)  {  ,       .        2(c  —  a)  (         R. 

z2  =  — - — -  (y  —  y), 

wo  w,  ß,  y  willkürliche  Constanten  sind.    Hieraus  folgt: 
dfp  _  J8  (5  —  c)  (c  —  «)  (a  —  b)\  V2 


XV  0 


dt        (  abc 


{((p—a)((p—ß)((p->y)}1' 


Vs 


Hierdurch  ist  9)  und  somit  auch  x,  y,  0  als  elliptische  Functionen 
von  t  bestimmt.  —  Oder  man  multiplicire  die  drei  Gleichungen  ein- 
mal resp.  mit  2x,  2y,  2  0,  sodann  mit  2a x,  2b y,  2c 0  und  addire 
dann  die  Gleichungen  der  so  erhaltenen  beiden  Gruppen.  Durch 
Integration  folgt  hieraus: 

ax2  -f  by2  +  C02  =  Au    a2x2  +  b2y2  +  c202  =  A2. 
Berechnet  man  hieraus  y  und  0  und  setzt  deren  Werthe  in  die  erste 
der  gegebenen  Gleichungen  ein,  so  folgt: 

d  x        ( 1  ) ly/g 

a  —  =\j-  [A2 — AiC  —  a(a  —  c)x2)  [Ayb  —  A2  —  a(b  —  a)x2}\  , 

et  Z  \0  C  J 

wodurch  x  als   elliptische  Function   von    t  bestimmt   ist.     Analoge 

Ausdrücke  ergeben  sich  für  —  und  —  •  —  Oder  setzt  man  endlich : 

dt  dt 

=  l((q-c)(?>-a)^       Q>-g)(c-b)  (c-ft)(q-C)^| 

3  \  bc  ca  ab  y 

so  folgt : 


zz  =e' 
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a    /     _(*-e)Q>-a)  ^ 

dt  \  bc  / 

daher : 

u  _  (a-c){b-a)  xi  =  u  _  (b-aHc-b) 

bc  "  ca 

(c  —  b)  (a  —  c) 
u  - 

ab 

wobei  e',  e" \  e'"  constante  Grössen  sind,  die  nach  der  Defmitions- 
gleichung  von  u  der  Bedingung  e'  -\-  e"  -j-  e,n  =  0  genügen.  Nun 
ist  aber 

d  u  (a  —  c)  (b  —  ä)      dx  n  (c  —  b)  (b  —  a)  (a  —  c) 

— .  =  2  ^ ^ ^  x  —  =  —  2  ^ Jy xyz, 

dt  bc  dt  ahc 

demnach: 

^y=Hu-e')(n-e")(u-e>"). 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  u  und  sodann  auch  x,  y,  z  sehr 
leicht  durch  elliptische  Functionen  von  t  ausdrücken.  Die  hier  be- 
handelten Gleichungen  spielen  eine  Rolle  bei  dem  Problem  der  Be- 
wegung eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

10.  Man  löse  jede  Gleichung  nach  dem  in  ihr  enthaltenen 
Differentialquotienten  auf  und  differentiire  sodann  jede  Gleichung 
nochmals  nach  t.  Setzt  man  in  den  erhaltenen  Resultaten  für  die 
ersten  Differentialquotienten  die  aus  den  gegebenen  Gleichungen 
folgenden  Werthe,  so  findet  man  das  folgende  System  von  vier 
Gleichungen : 

ä2oc  .  da 

d2y    .    ,  o  ,  in  x  dz 

^ +  (*■  +  >'-«»)*  =  nw 

Hieraus  folgt : 

gf  +  2  (a*.+  h*  -an+  |)  ^  +  (a*  +  V  -  «  »)*  u  =  0, 

wo  u  irgend  eine  der  Grössen  ca,  x,  y,  z  ist.  Setzt  man  zur  Abkür- 
zung: 
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•=j+M-i)'}^=H"+H)r- 

so  ist:  co  =  A  cos  et  t  -\-  Bsincct  -\-  C cos  ß  t  -\-  D sin  ß  t.  Analoge 
Ausdrücke  mit  anderen  Constanten  ergeben  sich  für  x,  y,  z.  Setzt 
man  dieselben  in  die  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
ein,  so  erhcält  man  zwischen  den  Constanten  die  Relationen: 

Ax  =  —  B,    Bx  =  A,     Gx  =  —  D,     6X  —  0, 
sowie       A%  =  —  B2l  B%  =  A2,   Oa  =  —  D2,  D3  —  02, 
wo  die  Indices  1,  2,  3  resp.  zu  x,  y,  z  gehören.     Setzt  man  schliess- 
lich  die  hiernach   abgeänderten  "Werthe   von   ca,  x,  y,  z  in  eine  der 
gegebenen  Differentialgleichungen  ein,  so  folgt : 

A,  =  a-/  D,  Bt=a-=£  C,  Gi  =  ^  B,  Ih=^  A, 

somit  schliesslich : 

cq  =  A  cos  a  t  4-  B  sin  a  t  -j-  C  ccs  ßt  ~\-  D  sin  ß  t, 

x  =  —  B cosat  -\~  A  sin  at  —  Dcosßt  -\-  Csin ß  t, 

v  —  — __!_  j) cosat  4-  — — -  0 sin  a t  A —  B cos p t 

b  b  b 

H 1 —  A  sin  ß  t, 

a  "~  ß  n  j.    .     a  ~~  ß  ti     •        j.         a~~aA  aj. 

z  —  : C  cos  a t  A -— -  I)  sin  at —  Acospt 

b  b  b 

-\ —  B  smßt. 

b 

11.    Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  |,  die  zweite  mit 

7]  und  addirt  die  Producte,  so  folgt: 

.  d2u     .         d2v  , 

*~di*   +  V  ~dP~~         ^  +  V7])  = 

Multiplicirt   man   ferner    die   erste  mit  rj,    die   zweite   mit  — |  und 

addirt  die  Producte,  so  folgt: 

d2u         .  d2v     .  y\  ■    ■  n 

ri t  — TT  +  n2  [117]  —  V  B)  =  0. 

'  dt2         6  dt2  ^       v    '         bJ 

Man  setze  nun:  «*§  +  vrj  =  U,  urj  —  v%  =  V,  so  gehen  die 
erhaltenen  Gleichungen  über  in: 

£_<„  +  ,„,„=_,.£ 

d2V  dTJ 

und:  ^  +  (»._0^F  =  2a-. 

Forsyth,   Differentialgleichungen.  41 
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Hieraus  -folgt,  wenn 


ril         n    ,    n  --ii/2 


l/2 


*2={y-«a-|(9^-8a^} 

gesetzt  wird: 

U=  d  e1^  +  G2  e~?^  +  0a  e;^  -f  04  e-V, 
F=  Di  eht  +  A  e~;^  +  D3  eM  +  Ar^*. 
Zwischen  den  Constanten  C  und  D  bestellen  vier  Relationen,  die 
man  findet,  wenn-  man  die  Werthe  von  U  und  V  in  eine  der  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  einsetzt.  Man  erhält'  darauf  u 
und  v  durch  die  Gleichungen  u  =  U£- +  Vr},.  v  =  Urj  —  V£- 
(Liouville's  Journ.  IL  Serie  t.  I.) 

12.  Durch  Elimination  von  z  aus  den  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen erhält  man : 

*!ü  +  {a,+  2Ö)  ^  +  (5»  +  2c)  ^  +  2&o  ^  +  c»,  =  0. 

c/#s    '     v       '        y  d#6  dx±  clx2 

13.  Aus  #2  +  iß  +  z2  =  r2  folgt:  xdx  +  ydy  -f  z d z  =  0, 
daher  aus  der  zweiten  Gleichung:  ydy=2mdx,  also  y2=4mx-±-  C. 
Die  Projectionen  der  Curvenschaar  auf  die  ?/#- Ebene  erhält  man, 
wenn  man  x  aus  der  Gleichung  y2  =  4  m x  -f~  0  mittelst  der  Glei- 
chung #2  +   2/2  +"  ^2  —  ^2  eliminirt;  also: 

(iß  —  G)2  =  16  m2  (r2  —  iß  —  z2). 

14.  Für  dy  =  0  wird  .die  Gleichung (1  •-(-  2 w)  # d  #  -f  z dz  =  0. 
Es  ist  daher  hier   p  =■  2  und   die  Lösung  wird,   da  V  von  y   ganz 

unabhängig,  also   —  =  0   ist:   (1    +■  2m)x2  -\-  z2  =  (p  (y)    nebst 
o  y 

2  2/  (1  —  x)  =  —  cp'  (y).  —  Um  diese  Methode  auf  die  vorige  Auf- 
gabe anzuwenden,  sei  zunächst  clx  =  0.  Die  Gleichung  ist  dann: 
y  (1  —  x)  dy  -\~  zdz  =  0,  also:  (1  — -  x)  y2  -\-  z2  —  cp  (x)  und 
y2  -j-  2  (1  -+-  2  m)  #'=  — -  9/  (#).  Diese  beiden  Gleichungen  stimmen 
resp.  mit  x2  ~f~  ^/2  -f-  #2  =  r2  und  y2  =  4mx  -\-  C,  welche  wir  in  der 
vorigen  Nummer  als  Lösung  erhalten  hatten,  über  ein,  wenn  man 
cp  (x)  =  r2  —  Cx  —  (1  -f  4  m)  x2,  also  cp'  (x)  =  —  C  —  2  (1  +  4  m)  x 
setzt. 

15.  Setzt  man 

(*12-f*!  +  -.-  +  Ä)v*  =  r, 
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so  ist: 

dB  xxdB  dB  xn  dB 

dxi         r   dr'  d  xn         r    dr  ' 

somit  lassen  sich  die  gegebenen  Gleichungen  auch  schreiben : 

(  .    d2x1  x1  dB  d2xn  xn  dB 

(  '    dt\  "~  7  ~dr1  '"'~dW  ~~  ~r~dr" 
Hieraus  folgt  durch  Combination  von  je  zwei  Gleichungen : 

Cl  %2  Ui  X\  ^  Ci  Xyi  Cl  Xn \  „j 

dt  dt  dt  dt 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  giebt: 


Cl  X<2  Cl  X]  \ ""    .  .      /  Cl  Xfi  Cl  X^i — 


)    ~\ VUn 


xi   T. x'2  TT      1 T     xn~i  TT  —  x' 


dt  dt  J  \  dt  dt 

=w+...+d)((£)'+...  +  (£)1 

Multiplicirt  man  aber  die  gegebenen   Gleichungen  mit  dx^, . .. ,  dxn, 
addirt  sie  dann  und  integrirt,  so  folgt : 

&)■+(£)'+•■■+(£)="»+* 

Somit  aus  der  vorigen  Gleichung: 

Cl  X\       .  .  Cl  Xfi  ^ 


•T1  dt 


+  ...+Xn^y=,r^%y  =  2rHE  +  B)-A% 


r  dr 

also:  dt 


oder 


{2r*(R  +  B)  —  A*}W 


)'(B  +  B)  —  A<>)^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  ferner  jede  der  Gleichungen 
(1)  in  genau  derselben  Weise  transformiren ,  wie  dies  S.  316  aus- 
geführt wurde,  und  zwar  erhält  man,  wenn  man 

,«n      a  dt         _  Aar 

(3)    A  ~  =  dcp: 


>2         "^       r{2r2(B  +  B)  —  A*\^ 
setzt,  für  jeden  "Werth  von  i: 

dy*  ^  r 

41* 
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X% 

und  somit  (4) :  —  =  üi  cos  cp  -f-  b{  sin  cp.    Bei   der  Integration   von 
r 

(3)  braucht  aus   dem    auf   S.  318   angegebenen   Grunde  zu  cp  keine 
Constante  hinzugefügt  zu  werden.    Da  ferner  (  —  \    -f~  (  — 


-j-  l  —  )    =  1,  also  2  (A  =  2  &?  =  1    und  27  a{bi  =  0  sein  muss,  so 

treten  im  Ganzen  2  n  -\-  3  willkürliche  Constanten  auf,  nämlich  die 
Grösssen  A2,  B,  t0,  ci{,  b{,  die  durch  drei  Relationen  mit  einander 
verbunden  sind.  Mithin  liefern  die  Gleichungen  (2),  (3)  und  (4), 
da  das  Problem  2n  willkürliche  Constanten  erfordert,  das  vollstän- 
dige System  von  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen  (1). 
(Bin et  in  Liouville's  Journ.  I.  Serie  t.  IL) 


IX.  Capitel. 


§.181. 

1.  Aufgabe.     Specialfall  des  vollständigen  Integrals  für  b  =  0, 

fit  06  \ 

°  =  C0'(4   ~2> 

2.  Aufgabe.    Denkt  man  sich  b  als  eine  Function  von  a,  etwa 

b  =  #(«),  und  differentiirt  man  nach  a,  so  ist:  &' (a)  =  log  — ,  d.h. 

es  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  —  •     Somit  ist  auch   a  log  — 

x  y 

v  .  /  v\ 

-f-  &  (a)  eine  willkürliche  Function  von  — ,    die  wir  mit   log  cp   l  -  \ 

x  \  xj 

bezeichnen  können.    Mithin  ist  z  =  y  cp  (  —  j   das    allgemeine   Inte- 
gral der  gegebenen  Differentialgleichung. 

3.  Aufgabe,    z  -f-  xy  ist  das  singulare  Integral  ,  denn  es  ist 
a  =  —  y\    b  =  —  x. 

§.  189. 
3.  Aufgabe. 

(1)    z^fx  +  cp(xy). 
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(2)  z*  =  xy  +  (p(|). 

(3)  x*  +  y\  +  s*  =  y<p  (^ 

(4)  Aus =  —  = -— rr~~^i7  io]^  zunächst : 

x         y        z-~  a(x2  -f-  y2  -f  z2)  ^ 

—  =  C.     Setzt  man  sodann  in  —  = 7-iri — 7rr~7» — > — ^17  für 

x  x  z —  a(x2  +  C2x2  -f  z2)^ 

den  Wertli  v,  so  wird  diese  Gleichung:  —  a 


#  a?        (l+C2+^2)/2 

mithin  x~a  =  d  [v  -f  (1  +  C2  -f  v2)1/*]  und  schliesslich: 


#u' 


{z  +  (x2+y2  +  z2)V*}  =  cp(iy 


(5) =  cp  l y   Allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 

Z         C  \Z         G ./ 

flächen. 

(6)  Aus  der  ersten  der  Lagrange' sehen  Gleichungen: 

clx  dy ä  z 

y^x  —  2  #4       2  ?/4  —  #3  y       9  z(x'$  —  yli) 

folgt,  wenn  man  die  Nenner  wegschafft,  sodann  mit  ■— - — -     multipli- 
ö  x^y* 

x  II 

cirt  und  integrirt:  -—  -I -  =  G.    Ferner  wird: 

y2       x2 

03  — ?/3)  ~  =  (?/3  —  2  x*)  —  und(^3  — ^/3)— =(2^  — ^3)-~, 
$  y  z  y  u  z 

also  durch  Addition  beider  : 

rt  /d#   <    dy\       dz  '    .  Ox 

—  3  (  —  +  —  )  =  — ,  daher  0  —       -- 


x    '     y  J        z  '  x'dy'6 

Somit  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

1  /  x    ,     y v 

xHß  r  \y2       x2; 


smx^    smy\  =  a 

(8)    Ist 

fZ#  et;*/  C?£ (i£ 


IIa;  —  6^+2ät         —§x-\-\0y  —  4:Z        2  x  —  .4# -f  6#  t' 
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dt        Idx  -\-  m d  11  -\-  ndz      ,       ,        n n      ,  ,        J 

so  wird:  -i-  =    ,  „       , ^-f 7  >  also  *  =  °(^  +  m'lJ  +  «*)*> 

wenn  man  7,  m,  n,  X  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

1 1 1  —  6  m  +  2  w  =  A  7,  —  ßZ+iO^— 4w  =  Am, 

2  7  —  4  m  -f  6  w  =  A  n, 
aus  denen  folgt: 

^  =  3,  mv  =  2  Zi ,  %  =  2  ?x ;   A2  =  6,  ?2  =  2  «?2 ,  w2  =  —  2  m2 ; 

/L3  =  18,  73  =  2  n?) ,  w3  —  —  2  rc3. 

Mithin: 

Z  ==  d  (a?  +  2  #  +  2  #)V3  =  C2  (2  x  +  .2/  —  2  *)Ve=  03  (2  a;  —  2 1/  -j-  *)l/is, 

und  schliesslich: 

(a?+  2?/+2^>  __        /(2  a?  +  2/—  M* 
~2  a;  —  2  ?/  +  ^     —  ^\2a;  —  2#-f* 

d^x  c7%  c7a%  r7^ 

(9)     Aus  =  — =    — r-    -=  r — 

#i        z  +  a?3       z  -\-  x2       x2-\-x->i 
dxx  _         d  (x2  —  x,)  ä  (z  —  x2) d  (z  +  x2  +  %.) 


folgt: 


mithin :    — . l- =  <p  {x±  (x2  —  %),  xx  (z  —  x2)]r 

z  -\-  x2  {-  x3 

5.  Aufgabe.     Nach  der  4.  Aufgabe  S.  344  war: 

(z  —  a^)3  (z  +  a?!  -f  a*2  -f  %)  =  cf  =  u,  (z  —  #2)3  (#  +  %  +-  a>2  +-  x$) 
==c*  =  ß,  (z-~x3y(z  +  x1+x2  +  Xz)-=a$==:Y. 

Setzt  man  hierin  z  =  0  und  eliminirt  dann  aus  den  drei  entste- 
henden Gleichungen  und  aus  x\  -\-  x2s  -)-  x\  =  1  die  drei  Grössen 
a?i,  ff2,  a?3,  so  folgt:  (cc  +  ß  +y)^=  —  («Vb  -|-  /3V8  -f  y1/«),  also: 

(#i  —  £)3  -4-  (x2  — zY  4-  (xo  —  #W4  =    j : : • 

6.  Aufgabe. 

(1)  ,0  =  a;f  <p  (  —  ,—),  d.  h.   der  Gleichung   genügen  alle 

\X\      Xi/ 

homogenen  Functionen  wter  Ordnung  von  #1}  a?2,  %• 

(2)  (a  —  1)  ^  + =  <  ^     —   — 

v  Xo0  1       \x1    xx 

3)    <p  (^2  —  ^2,  ^|  —  ^  xl  _  ^2)  _  o. 
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§.  191.' 
3.  Aufgabe. 

(1)  Vollständiges  Integral: 

z  =  ax  -{-  (m2  —  a2)V*y  -)-  c. 

Das  allgemeine  Integral  erhält  man,  wenn  man  aus 

z  =  a  x  +  (m2  —  a2y<'*y  +  9  («) 
und  0  =  #  —  a  (m2  —  a2)"1^  y  -\-  cp'  {a)  die  Grösse  a  eliminirt. 

dz 

(2)  Setzt  man  —  =  d  Z,  so  folgt : 

d_Z   ,dZ___  1_ 
d#       St/         a ' 

also  Z  =  bx  -\-  cy  -]-e,  v/o  fr  -j~  c=  —  ist.     Demnach   ist  das  Voll- 
ständige  Integral:  z  =   Ce  Das    allgemeine  Integral  ist: 

y_ 
z  =  e    cp  (x  —  y),   ein  singuläres  giebt  es  nicht. 

(3)  Setzt  man  .gr1/*  dz  =  d Z,  —  =  d  X,  ~  =  dT,    so 

x       .  y 

geht  die  Gleichung  über  in: 

deren  vollständiges  Integral  nach  Nr.  (1)  lautet: 
Z  =  aX  +  (1  —  a^Y  +  fc. 
Demnach  ist  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 


e       =  Cxa  y 

(4)    Setzt  man 

_  _j 

#    w~~ n  dz  —  d Z,    cos2 xd$  =  c? X,    sm2 #  dy  =  d  Y, 

fd  Z\m     ß  Z\n 
so  geht  die  Gleichung  über  in:  (  ö~^)    +  (  ö~^  )  =  1?  un(l  das  V°U" 

ständige  Integral  dieser  ist:  Z  =  a  X  -f  bY  -f  c,  wo  am  -(-^w=rl 
sein  muss.  Demnach  ist  das  vollständige  Integral  der  gegebenen 
Gleichung : 
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I — m-j-n 

a  (  —  sm  2  x  -\-  —  x 


—  m  +  n  \4  2 


i 
(1  —  o*)n  Q-y  -  ~  sm  2^  -f  c. 


(5)  Das   vollständige   Integral  ist:   z  =--  ax  -\-l)y  -\-  c,  wo 
«2  -f"  b2  =  n  a  b  sein  muss. 

(6)  Das  vollständige  Integral  ist: 

$  —  ax  x-i  +  a2  x2  4~  «3  %  -f-  5, 
wo  ajw  4"  ^r  ~l~  clw  ==  1  sein  niuss. 

(7)  Das  vollständige  Integral  ist: 

3 

£4/3    —    Ci^i    _[_    ^^2    _|_     Cg  ^|    _J_    £^ 

wo  Ci  c2  c3  =  1  sein  muss. 

r7  -•V'  r]    u 

(8)  Für  —  =  d  X,  - —  =  d  Y  geht  die  Gleichung  über  in : 

x  y 

d_z_\2  dz_ 

dYj  +  *  dx 

Setzt  man  nun 

dz  dz      dz  ___       dz 

wo  £  =  a  X  +   F  ist,  so  folgt: 
^A2 


V      I  <**  2 


also : 

mithin  ?ö#  #  =  C  -f  ft  £.  Mithin  ist  das  vollständige  Integral  der 
gegebenen    Gleichung:    z  =  A  {xay)a.      Hätte    man    sogleich   noch 

—  ■=  Z  gesetzt,  so  würde  man  die  zur  ersten  Hauptform  gehörige 
z 

7\  *Z  /r\  7 \  2 

Gleichung  ;t—  -j-  (  ?r-==  )  =  1  erhalten  haben,  aus  welcher  Z—  c±X 
0  X.       \ö  Y  J 

4-  c2  Y  4"  c3  und  somit  £  =  AxClyc^  folgt,  wo  cx  und  c2  der  Bedin- 
gung Ci  4  c22=l  genügen  müssen.  Setzt  man  c^^^acc,  c2  =  c&,  so 
ist  die  Bedingung  c±  -\-  c22=l  erfüllt,  und  beide  Resultate  stimmen 
mit   einander  überein. 
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§.  193. 
2.  Aufgabe. 

(1)  x+ay  +  c  =  (l  +  a z*)V*  +  arV*  log  {a^z  +  (1  +  a**)1/*}. 

dz 

(2)  Durch    die  Substitution   log  y  =  rj,  —  =  q1 ,  nimmt 

diese  Gleichung  die  hierher  gehörige  Form  an:  p  =  (cfo  -}~  #)2,  die 
sich  durch  die  Annahme  js=f(rj  -f-  2  «#)—/(£)  in  die  nach  §.18 
integrirbare  Gleichung 

dz\2      ^  ,      '       dz    , 

.5|)-2(a-')d|+*,  =  0 

verwandelt.  Einfacher  aber  gelangt  man  nach  der  Methode  des 
§.  195  zum  Ziele.    Vergl.  folgende  Seite  unter  §.195. 

(3)  4  (m z  —  am  —  1)  =  (x  -f  m y  -f-  C)2. 

(4)  Man    setze   versuchsweise   z  =  /  (%   +  a#2   ~h  ö%)* 
Als  vollständiges  Integral  erhält  man  dann : 

/  (a  b  -\-b z  -{-  az2)x/2dz  =  xx  +  ax2  -\-  b  x%  -\-  c. 

(5)  Vollständiges  Integral: 
abz'^d  z 


f 


- — -  =  Xi  -\-  ax2  -\~b  xz  -f  c. 


l-^a2z  +-  52  z' 

§.  195. 
2.  Aufgabe. 

(1)  Für  zdz  =  dZ  geht  die  Gleichung  über  in: 

Demnach  erhält  man: 

z2  —  G  =  x  (x>  +  a)Va  +  a  %  [x  +  (;c2  +  a)1/*}  +  */  (*/2  —  a)V* 

+  alog{y  +  (tf-ay;*}- 

(2)  £  —  0=^  —  ~x2±l^x(x2  -f4a)^ 

+  a  %  [#  -f-  ($2  4-  4  a)1/»] 

(3)  Vollständiges  Integral:  £  =  —  (2  ^  —  a)3  +  a2^/  -(-  0. 

6 
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(4)     Vollständiges  Integral : 

*—  C  =  |(*2  +  a)V*  +  |  log  {x  +  (x*  +  a)^}  +  log y  -  --• 

(Vergl.  (2)  §.  193.)  Die  in  §.  195  angegebene  Methode  besteht 
darin,  dass  man  die  abhängige  Veränderliche  als  eine  Summe  von 
Functionen  darzustellen  sucht,  deren  jede  nur  von  einer  unabhängi- 
gen Veränderlichen  abhängt.  Setzt  man  also  auch  hier  z  =  (p  (x) 
-j-  1p  (j/),  so  muss  sein:  cp'  (x)  =  {y  ijj'  (y)  -\-  cp  (x)  -\-  ip  (y)}2,  demnach  : 

■yl>,(y)+il>(y)=o,  cp'(x)  =  cpi(xl 

also 

tjj  (y)  =  — ,  cp  (x)  — r- 

Mithin  ist  das  vollständige  Integral: 

a  1 

Z  = -r-r  • 

y  x  +  b 

3.  Aufgabe.  Setzt  man  f±  (% ,  £>i)  =  ch,  fii  (x2 *  lh)  =  «2, 
fz  (x?>i  1h)  ==  %/wo  üi  -\-  a>2  -\-  a3  =  0  sein  muss,  so  folgt  daraus 
durch  Auflösung: 

1h  =  <Pi  (#1,  «i)?  P2  =  92  (#21  «2)^3  =<P-d  fe»  «3)» 
und  somit: 

z  —  C= ■  f  cp±  (%t,  a2)  C?^!  -f  /  9^2  fe>  %)  <^2  +  /  9*3  fe>  ^3)  ^3« 
Für  das  Beispiel  ist: 

*  =  3  i  =  3 

2  £  — -  0  —  ^  a;»  (4  +  «*)1/2  +  ^  öt»  ?ör/  { xi  -f  (x\  +  a^)1^} 


i=  3 
Uli  "" 

*  =  1 


d  ^  ^  =  0. 

§.  196. 
1.  Aufgabe. 

(1)  Vollständiges  Integral :  z  =  ax  -\-by-\-ab,  singuläres : 

#  -\-  %  y  =  0. 

(2)  Vollständiges  Integral :  z  =  a  x  +  b  y '  -f  (1  -f-  a2  -f  ft2)1/2, 
singuläres :  #2  -(-  «/2  -}-  z- !  =  1. 

(3)  Vollständiges  Integral :  ^=a^-f-b^/  +  («  a2 -f-/3  ö2-)-^)1^, 

#2  ^2  ^2 

singuläres:   —  -i — 77  4-  —  —  1. 
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(4)     Vollständiges  Integral:   z  =  ax  -\-  b  y  -f  3  al^b1^   sin- 
guläres:  xyz  =  1. 

2.  Aufgabe. 

(1)     Vollständiges  Integral: 

Z  =  CLi  Xi   Jr  02  #2  +  %  %  +/(«1  5    «2  ,    %)• 

Das  singulare  Integral  ergiebt  sich   durch  Elimination   der  Grössen 
(%i,  «2,  %    aus  dieser  Gleichung  und  den   drei  folgenden: 

x,  +  |£  =  0,  %  +  ^—  =  0,  %  +  |~  =  0. 
9%  oa2  da« 


(2)     Vollständiges  Integral: 

U  =  11  1 

2 «« %  +  («■+ 1)  («i  <-h  ■  ■  ■  a„yrri, 


a  =  n 

Z  = 

,u=l 

singuläres:  xx  x2  •  . .  #n#  — ( —  l)n. 


§.  197. 
2.  Aufgabe. 

(1)     Die  transformirte  Gleichung  ist:   XZP  +  YZQ=XY. 

Ihr  allgemeines  Integral  lautet:  Z2=I7-f  cp  l-^y    Ein  Integral 

der   gegebenen   Gleichung  findet   man    also    durch  Elimination   von 
X,  Y,  Z  aus  dieser  Gleichung  und  den  drei  folgenden: 

2XZ-Y+  Z  <p'($)  =  0,  -ayZ-Z-l  *' (|)  =  0, 


X2  r  Vxy       ~>  -*~       -       x^  ^ 

#Z  +  Z2-IT  =  0. 

(2)    Die   transformirte    Gleichung  ist:  P2  -f~  $2  =  1 — ^ 
Das  vollständige  Integral  derselben  ist : 

(X+aY  +  l)2  =  4(l  +  a2)(l  —  Z). 

Um  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man 
X,  Y,  Z  aus  der  vorstehenden  und  den  drei  folgenden 

2(1  +a2)  a; +  X-f-aF ■+&  =  (),  2(l  +  a2)jf  +  a(Ij-«r+&)  =  0, 
2  (1  +  a2)  (Z  +  *)  .+  (X  -f  aY)(X-\-aY  +  b)  —  0 

zu  eliminiren.  Da  X  und  Y  nur  in  der  Verbindung  X  -{-  a  Y  vor- 
kommen, also  im  Grunde  nur  zwei  Unbekannte  vorhanden  sind,  so 
sieht  man,   dass   entweder    eine   Gleichung    eine  Folge    der   übrigen 
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sein  nmss,  oder  dass  für  die  gegebene  Gleichung  eine  der  Grössen 
a  und  b  nicht  als  eine  willkürliche  Constante,  sondern  als  eine  un- 
bekannte, ebenfalls  aus  jenen  Gleichungen  zu  bestimmende  und  zu 
eliminirende   Function   von   x,  y  sein  rnuss.     In   der  That   folgt  aus 

i) 
der  zweiten  und  dritten  Gleichung:   a  =  —  und  sodann  schliesslich 

x 

z  +-  1  +  b  x  +  x2  +  y2  =  0S 
wo  man,  um  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  b   gleich  einer  will- 
kürlichen Function  von  a,   also  b  =    cp  i  —  J   zu    setzen   hat.      Das- 
selbe   Resultat    folgt    leicht    aus   den    Lag  ränge' sehen    Hülfsgiei- 
chungen. 

(3)    Die   transformirte    Gleichung   ist:    X2 P  +  Y2  Q  =  Z2. 
Nach  §.191  findet  man  als  vollständiges  Integral  derselben: 

1    ab 

z  ~x  +  r~c' 

wo  a  -\-  b  =  1  sein  muss.  Hieraus  erhält  man  als  vollständiges 
Integral  der  gegebenen  Gleichung:   (a^-f  (pyf^2 — (p  ^  =  1. 

(4)     Die-  transformirte  Gleichung  ist : 

X2Z2P  +  Y2Z2Q  =  X2Y2. 

Nach  der  Lagrange' sehen  Methode  erhält  man  hierfür  als  all- 
gemeines Integral: 

Ki-t)}'-'(I-§K«»"s='(£-$ 

Bildet  man  sodann  die  Gleichungen,  aus  denen  in  Verbindung  mit 
der  vorstehenden  die  Grössen  X,  Y",  Z  zu  eliminiren  sind,  und  führt 
man  diese  Elimination  aus,  was  nur  nach  getroffener  Wahl  der 
willkürlichen  Function  cp  möglich  ist,  so  findet  man  ein  Integral 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

3.  Aufgabe. 

(1)     Durch  die  in  §.197  angegebenen  Substitutionen  nimmt 
die  Gleichung  die  lineare  Form  an  : 

fx  (—  Z,  X,  D  P  +/,  (-  Z,  X,  T)'Q=fs  (-Z,X,  Y), 

deren  Integral  mittelst  der  Lagrange 'sehen  Hülfsgieichungen  ge- 
funden werden  kann.  Daraus  leitet  man  dann  wie  in  §.  197  das 
Integral  der  gegebenen- Gleichung  her. 
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(2)    Die  transformirte   Gleichung   ist:   F( — Z,  P,  Q)  =  0, 
und  diese  besitzt  die  in  §.  193  behandelte  Form. 

4.  Aufgabe.    Setzt  man  u—z  —  px,  so  wird  dti  =  qäy  —  xdp. 
Betrachtet  man  also  y  und  p  als  die  neuen  unabhängigen  Veränder- 
lichen, so  ist  — -  =  q,  -—  =  —  x  und  die  gegebene  Gleichung  geht 
dy  dp 

über  in: 

h (y, P, u)  7—  —  fx  (y, p, u)  q-x=A  WP, uh 

welches    die    Lagrange 'sehe   Form    ist.     Ist    (f  (y,  p,  u)  =  0    das 

Integral  dieser  Gleichung,   so  hat  man  p  und  %i  aus  demselben  und 

dw    ,   dep  du dep  d  w        ^  ,.    . 

aus    -zr-  +7^-  tt-  =  TT1    —  x  tt2-   =0,   u  =  ts  —  px   zu  elimi- 

dp       du   op        dp  du 

niren  und  findet  dadurch  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  — 
Für  das  Beispiel  ist  die  transformirte  Gleichung: 

du  du 

(y  —  b)2  r—   -f  p2  ,t~  =  ^2» 
^        J    dy    '    L    dp 

deren  vollständiges  Integral  ist:  —  =  — — — 4-  c.     Eliminirt 

ö  ö  u         y  —  b         p 

man  aus  diesem  und  aus  den  Gleichungen  z  —  px  =  u  und  —  =  — 

p2       u2 

die  Grössen  u  und  p,  so  findet  man  das   vollständige  Integral    der 

ursprünglichen  Gleichung : 

{1  +  (ax)V*}2  _  l  +  a 
z  y—b 

5.  Aufgabe.    Die  transformirte  Gleichung  ist: 

Z2  =  1  +  X2  +  Y2. 
Hieraus  folgt: 

*  =  |§  =  X  (1  +  JP  +  y>)-\  y  =  ||  =  T(l  +  X*  +  r»)~V4, 

*  =  x  ||  +  r  ||  -  z=  ■-  (i  +  x»  +  y*)\ 

mithin:  x2  -\-  y2  -\-  z2  =  1,  und  dies  ist,  wie  wir  in  Nr.  2  der 
1.  Aufgabe  von  §.  196  sahen,  das  singulare  Integral  der  gegebenen 
Gleichung. 


654  Anhang. 

§.  199. 

2.  Aufgabe.     Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ist: 
x  —  a  i y  - 


z —  c  \z —  c 


Setzt  man  hierin  z  =  0,  so  folgt :  x  =  a  —  c  cp  ( j-      Anderer- 
seits soll  X  =  (1  —  y2)1^2  sein,  mithin  ergiebt  sich  : 


'y  —  h\  —  lt„    ,,     „ms 


daher  cp  (rj)  =  —  {a  —  [1  —  (b  —  crj)2]1/*},  \m&  demnach  auch 


*('7^HH> 


Wl 


Setzt  man  diesen  Werth  in =  cp  ( )  ein  und   reducirt, 

Z  — -  C  \Z  —  C/ 

so  folgt:  (az  —  ex)2  ^  (bz  —  c y)2  =  (z  —  c)2. 

3.  Aufgabe.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung, nämlich  Ix  -{-  my  +  nz  =  cp  (x2  -f-  y2  -|-  z2),  stellt  alle  Ro- 
tationsflächen dar,  deren  Achse  durch  den  Coordinatenanfangspunkt 
geht  und  auf  der  Ebene  Ix  -\-  my  -\-  n#  =  0  senkrecht  steht.  Dreht 
man  das  System  der  x,  y   in  ihrer  Ebene   um  einen  Winkel,  dessen 

Tangente  =  -—  ist,  so  geht  die  Gleichung  der  Rotationsfläche   über 

V 

in :    (l2  4"  m2)1^  §-|-M£=<p(|;2  +  ^2  +  £2)>  während  die  Gleichung 

der  Linie,   auf  welcher   der  Mittelpunkt   der  Durchschnittscurve  der 

e2 
Ebene  0  =  0  und  jener  Fläche  liegen  soll,  (l2  -\-  m2)1//a§  -\- ;,  =  0 

ist.    Für  e  =  0  ist :  (l2  -f  m2)1^  |  =  ^  (|2  +  ^2).    Da  diese  Gleichung 

einen  excentrischen  Kegelschnitt  darstellen  soll,  so  muss  cp  die  Form 

a  -(-  &  (I2  ~f"  ^2)1/2  haben,  so  dass  die  Gleichung  der  Schnittcurve  ist: 

ft2(£2  +  *72)  =  {§02  +  ^2)Vg  —  a}2-     Aus    dieser   Gleichung   geht 

hervor,   dass   die  Achsen   des  Kegelschnitts   den   Coordinatenachsen 

parallel   sind.      Transformirt   man   auf  den   Mittelpunkt,   wobei   zu 

e2 
beachten,  dass  für  denselben  £  =  —  ; n.   „n   ; -rrr  sein  soll, 

(1  —  e2)  (l2  +  m2)/2 

und  stellt  man  die  Bedingung  auf,  dass  die  numerische  Excentricität, 
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d.  h.  das  Verhältniss  der  linearen  Excentricität   zur  halben   grossen 

Achse  gleich  e  sein  soll,  so  folgt  a  =  1,  b  =.—  (I2  -\-  m2)1^  und  die 

Gleichung  der  Schnitt  cur  ve  ist: 

Y2  e2 


X2 


1  —  e2        (1  —  e2)2  (l2  +  m2) 

Als  Gleichung   der  Rotationsfläche,   bezogen   auf  das   ursprüngliche 
Coordinatensystem,  ergiebt  sich  hiernach: 

e2  (Ix  +  my  +  n  z  —  l)2  =  (l2  +  m2)  (x2  +  y2  +  z2). 

Dieselbe  stellt  ein  Rotationsellipsoid  dar. 

'§.  202. 
2.  Aufgabe. 

rj  (V\  cl  X 

(1)  Aus  der  Hülfsgieichung  —  = folgt:  p2  —  2xp=  a, 

mithin   aus   der   gegebenen  Gleichung:  q2  —  2qy= —  a — 1.     Als 

vollständiges    Integral    der    vorgelegten    Gleichung    hat    man    also : 

2  z  —  b  =  x2  +  y2  +  x  (x2  -f  a)V2  -f  a  log  {x  -f  (x2  -f  a)^} 

+  y(y2-a-  l)1/*  -  (a  +  1)  log  [y  +  (y2  -a-  1)%}. 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  nach  §.  195.  erhalten,  da  man 

p2 —  2xp  =  2qy  —  q2 — l=a 
setzen  kann. 

(2)  Aus  den  Hülfsgieichungen 

dp     ä  q clx        cly 

q+  x~~  p-j-y   —   —  q  —  y   ~~~  —  p  —  x 
erhält  man  leicht:  x  -\- y  +  p  -f-  q  =  a.    Da   sich  nun   die  gegebene 
Gleichung  in  der  Form  schreiben  lässt: 

2(p  +  a;)  (q+y)  +  (x  —  y)*  =  0, 
so  folgt  daraus : 

2  (p  +  x)  =  a  +  {a2  4-  2  (a;  —  ^}%, 

2ö4j/)=«-|«2  +  2(*-#)1/«. 
Setzt  man  die  Werthe  von  _p  und  q  in  d#  =  pdx  -f~  #^#  e^n  und 
integrirt,  so  ergiebt  sich  : 

2 « -  6=o(*  4-  y)  —  (^  +  y")  +  \(?>—y)  {«2+ 2  (*-2/)T/2 

a2  — 

+  ~^  %  {2  (*  -  y)  4- 1/2  [«2  +  2  (*  -  f/)2]1/*}- 
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Ist    Z  r—  z  -j-  —  x2  -\-   -  ?/2,  so  wird : 

oZ        ■  dZ 

—  =  P  +  x,  ~-  =ai-y, 

ex  oy 

also  2  TT—  - —  =  —  (x  —  t/)2.      Aendert    man    die    unabhängigen 

ox  oy 

Veränderlichen,   indem  man  setzt:   x  —  y  =  2'^  I,   x  -f-  y=  2]/i  Y, 
so  folgt : 

d  x  d  y         \dYj        \dXj  v 

Demnach:  P2  —  Q2~2  X2,  welches  die  Form  des  §.  195  ist.    Setzt 

a2 

man  i32 —  2X2~  §2  =  — ,  so  ergiebt  sich  genau  dasselbe  Resultat 

wie  vorher. 


§.  207. 

1.  Aufgabe.     Die  beiden  ersten  Hülfsgieichungen  sind: 

dp  dq  

~Ö~  ~~~  ~Ö~  ~~  " ' 

Mithin  p  —  -  a,  q  =  b.  Aus  dz  =  p  d x  -j-  Qäy  ^o\gi  daher 
&  =  ax-\~l)y-\-.c,  während  die  Substitution  in  die  Differential- 
gleichung giebt:  z  =  ax  -f-  by  ~\-f(a,b).   Somit  muss  c  =f(a,l))  sein. 

2.  Aufgabe.    Aus  der  Hülfsgieichung  —  =  —  folgt:  q  =  ap. 

Setzt  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  wird 

p{x  +  ay)  =f{p,ap)  =  pnf(l,a), 

also 

i  i 

ix  +  ay\^zi    .  ix  -f  ay]—! 


r 


/(!,«)  J  1  /(La) 

Setzt  man  dies  in  6?#  =  pdx  -\-  qdy  ein  und  integrirt,   so   erhält 
man  das  vollständige  Integral : 

(*  +  c)«-1  ./(!,«)  =  (  — — )        {x  +  a  y)*. 


Für  die  Gleichung   xp2  +  y  q2  =  2  p  q  lautet  eine  der  Hülfs- 

gleichungen  :    — -  =  — -r«     Aus  dieser  folgt: =  — ,    also 

6  ö  p2  q2  P  4  a 
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ap 


Setzt  man   diesen  Werth  in   die  gegebene  Gleichung 
a  —  p 

.1,-1                             1  +  {l  —  xy)^    ' 
ein,  so  erffiebt  sich:  a  —  p  =  a  ,  also 

x 

P==-r{«— 1  —  (1—  xy)1/*},  2  =  4  \l—y  —  (l—xy)^}. 
x  y 

Mithin  : 

dz  =  j?cZ#  +■  Qcly  =  a da? 

.        1  —  y     ■  ,„  Nl,  xdy  4-  y  dx 

Somit  ist  das  vollständige  Integral: 

x  (\  —  xvY^2 1 

z  —  b=a(x  —  y)  —  2a(l  —  x  yf^  —  a  log •  a  log 


y  (l—xy)K+l 


§.213. 


Aufgabe.  Denkt  man  sich  die  Gleichungen  F1  =  0,  F2  =  0, . . ., 
Fn  =  Q  nach  pu  p2, . . .,  pn,  aufgelöst  und  sodann  die  Werthe  dieser 
Grössen  wiederum  in  jene  Gleichungen  substituirt ,  so  müssen  die- 
selben identisch  erfüllt  werden.  Differentiiren  wir  daher  irgend 
zwei  derselben,  etwa  Fi  =  0  und  F]C  =  0,  nach  jeder  der  Veränder- 
lichen Xi,  x2,  ...,  xm  so  erhalten  wir  n  Paare  von  Gleichungen  von 
der  Form: 

dFj        dFj  ^        dFj  dp,        dFj  dp2  dFjdpn  =  0 

dxa  dz  dpi     dxa  dp2    ÖKa  dpn   ^  Xa  ' 

und  ebenso  : 
dFk        dFk  ^        dF1cdPl        dFk  dp2  dF]cdpn  =  0 

dxa         dz     "        dpi  dxa        dp.2  dxa  'dp»  dxu         ' 

c)  X) 
und  aus  diesen  folgt  durch  Elimination  von  - — : 

ü  Xa 

riw  +  r^vi     +  p  ™  aa  + , . .  +  rj^vi  ^ 

IXa,  Pa  J  L  #,  Pa  J  ÜPl  ,Pa  J     0  Xa  lPa-1,  Pa]       Ö  Xa 

r  f^  Fk  i  8jpa+1  _,        ,  r^i^l  ^1  =  0. 

LPa  +  l,  Pa]       d  Xa  IPn,  Pa]  9  Xa 

Solcher  Gleichungspaare  giebt  es  n  für  jedes  bestimmte  Werth- 
system  i,  h.  Addirt  man  sie  alle,  und  beachtet  man,  dass,  wenn 
der  Ausdruck   dz  =  pxdxx  -f-  p2dx2  -\-  •••  +  Pndxn  integrabel 

Forsyth,    Differentialgleichungen.  ^2 
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sein  soll,   allgemein   r — -  =  ~ — ~  sein  muss,    so   folgt,   dass  die   F 

OX3  0  Xa 

der    Bedingung    genügen    müssen:    ( j    -+-    l ->   =   ü   iur 

jedes  Werthepaar  i,  7c,  falls  i  und  k  verschiedene  Zahlen  aus  der 
Reihe  1,2,..  .,w  sind.  Man  erhält  alle  diese  Bedingungsgleichungen, 
wenn  man  Je  alle  Werthe  von  1  bis  n  und  sodann  i  alle  Werthe 
von  2  bis  n  giebt.  Dass  diese  Bedingungen  auch  hinreichend  sind, 
folgt  ebenso  wie  in  §.  212. 


§.  223. 
3.  Aufgabe. 

(1)  Ist  ^(#1,  #2,  #a»  #)  =  0  eine  Lösung  dieser  Gleichung 

und  setzt  man  Pr  ~  7; — ,  (r  =  1,  2,  3),  und  P4  =  t— • ,     so    ist 

ö#r  ■  öz 

p 

pr  =  —  -=f  und  die  gegebene  Gleichung  geht  über  in : 
P4 

e*-e^=  (i?  +  PI)  ~ 

Aus  den  Hullsgieichungen  — —  =  — —  =  — —  folgt:  Fi  =  au 
P2  ■=.  a2,  P3  =  a3,  und  diese  Werthe,  in  die  vorige  Gleichung  ein- 
gesetzt,  geben:   P4  =  ^±\^±±^L±.cM!l.    Mithin  folgt,  aus 

Ji  Z 
dij>   =  Pxäxi  -\-  P2dx2  4~"  P3  d#3  +  P±äz   durch   Integration: 
?/>  -j-  d  =  ax  #1  +•  a2  x2  +  %  %,  +•  oc  log  z,  wo 

ist.  Da  ip  —  0  ist,  so  erhält  man  als  vollständiges  Integral  der 
gegebenen  Gleichung  :  log  z  -\~  0  = xx  — ?  —  x2  —  —  o?3.  —  Das- 
selbe Resultat  hätte  man,  wenn  man  log  z  =  Z  gesetzt  hätte,  ein- 
facher nach  §.  191  erhalten.  Danach  wird:  log z  Ar  G  =  cx  xx  4~ 
c2x2  4~  C3ÄJ3,  wo  c1?  c2?  c3  der  Bedingung  cf  4~  c22  —  c3  ~  1  ge" 
nügen  müssen.  Diese  Bedingung  wird  durch  die  obigen  Con- 
stanten   —  — ,    — ,    —  —  von  selbst  erfüllt. 

cc  a  a 

(2)  Das  vollständige  Integral  ist : 

%  x±  4~  (hx2  4-  %  #3  +  2  a3  fo#  {[a|  41  («1  4-  «2)'2^]Vs  —  ^3} 

+  2  W  +  («i  4-  %)MV2- 
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(3)  Das  vollständige  Integral  erhält  man  am  einfachsten 
nach  §.  191,  nachdem  man  logg  =  Z  gesetzt  hat;  es  ist  log  8  +"  @ 
=  ax  xx  +  a2  x2  +  ch  #3>  wo  (ai  ~~  *)  (a2  —  !)  (%  ~  l)  —  ai  a2  % 
sein  muss. 

5.  Aufgabe. 

(1)  Vollständiges  Integral :  0  —  C  = |-  c2x2  -f-  c3 #;>,  wo 

ci  +  C'|  +  ttCl  ==  °  ^* 

(2)  Die  Hülfsgieichungen  sind: 

d  Xi  d  x2         d  x?)  dp{ dp2 dp% 

P%Pz  —  2xilh  ~lhlh  —  2%2lh~PiP>2  —  2  oc<rth  —  p{  ~~  p22  ~~  i?| 
Aus  dem  vierten,  fünften  und  sechsten  Bruche  erhält  man: 
J_ 1_  J_     JL _L  _  i_- 

Pl  P2     ~~    «l'       Pl  J?3     ""    % 

Setzt  man  JP\  = ,    F2  = ,  so  ist  (FUF2)  =  0. 

Pi         Pi  Pi  JPs 

Man  hat  daher   aus   den   drei  Gleichungen  F  =  0   (der   gegebenen 

Gleichung),  Fv  =  — ,  F2  —  —  die  drei  Grössen  p1?  p2,  p?}  zu  be- 
Cli  ci2 

rechnen   und   in   den  Ausdruck  dz  =  px  d  x±  -f-  P-i  d  %  +  #3  ^  % 

einzusetzen;  durch  dessen  Integration  ergieht  sich  das  vollständige 

Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

(3)  Die  Hülfsgieichungen  sind: 

dxl dx2 dx?) dpi  dp2  _  dp-s 

2pi  ~~  2p2       2jp3       2  Xi  -\~  x2  ~\-  x-i       2  x2  +  x?)  -f-  #i       2  x?l  +  xx  -f-  #2 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten,  zweiten,  vierten  und  fünften  Bruches 
folgt: 

d  (&i-—  ff2)  d  (pi  —  jJ-2) 

2(jPi  —P2)  ~~      %i  —  %2     ' 
daher : 

Fi  =  (x,  —  xty  —  2  (p,  —  p2)2  =  ai. 

Eine    zweite    Lösung,   welche   auch    der   Gleichung    (Fi,  F2)  =  0 
genügt ,   ist : 

F2  =  2(xx  +  x2  +  x-6Y  —  (Pi   +  p2  +  Pa)2  —  a2. 
Berechnet   man    daher   jp1?  j?2,  p^    aus    den    Gleichungen    F  =  0, 
Fx  =  %,  F2  =  a2:  so  folgt: 

42* 
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jpi  =|{2  (.%  +  *2  +  %,)2-a3}IA  -^-{^fe  +  *2-2^)2  +  20s  +1%) A 

+  2  12^-^       201/' 
i'2=^{2fe  +  *2  +  *3)2-a2}1/s-i{^(*i  +  ^-2«3)2  +  2«,+|   jj 

1  fl 


Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  dz=pidx1  -f  £>2  ^#2 +- 
J93  c£%  ein,  so  wird  derselbe  integrabel,  und  es  ergiebt  sich  als 
vollständiges  Integral,  wenn  man  zur  Abkürzung  %x  +  x2  -\-x$=u, 

xi  +  x-2  —  2  #3  =  v,  Xi  —  x2  =  «0  setzt : 


% 


fl,^,„^3     IVWl 


Ä_C=_{2lt,_flf}%__(_l,.  +  2flf  +  _ai|    +_(_„.__  o, 


a.> 


%{M2V,  +  (2^_a2)V2} 
6  -]/2 

4öä4-3fll7     f    '  ,.       ,   /l    ,   ,    ,        ,3      \Vs\ 

~~ "^VT    ° i       *  +  (2 "  +  a  ft2  +  2  a0  ) 

(4)  Zwei  Lösungen  der  Hülfsgieichungen  sind : 

F1  =  pl  -  Pi  =  Cu  F2  =  (p,  +  Ä)  eW  =  C2. 
Da  für  dieselben  (F1;  F2)  =  0  ist,  so  hat  man  aus  den  Gleichungen 
jp2  =  d ,  JP2  =  ^2  linc^  der  gegebenen  Differentialgleichung  die 
Werthe  von  ji^,  jp2>  JP?,  ZL1  berechnen  und  in  den  Ausdruck  dz  = 
.Pi^^i  4"  P-2C^X2  ~\~  P?,äx3  einzusetzen.  Durch  Integration  folgt 
dann  als  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung : 

2z  —  C=^  (x2  —  x*)  e1^2  +  C2  (x2  +  x-A)  e~^^ 
^2 

_  /(jfe1'**1*  +  C2e~y^A2 dx,. 

(5)  Aus  den  Hülfsgieichungen : 


dxx 

et  x2 

d  x?)              d  Pi         d  p2 

d  p$ 

M%—®\.  " 

~  P-A  Pl  —  X2 

~  PiP-i—%*~   Pi    ~~~    Pi    ~~ 

Pt 
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folgt : 

F   _  ii_  =  a       &  =  —  =  a. 

1        lh  l1       2     '   lh  2' 

und  es  ist:  (JF\,  F2)  =  0.     Somit  erhält  man  aus  Fi  =  a1,  F2  =  a2 
und  der  gegebenen  Gleichung  die  Werthe  : 

/Xi  -f-  %  #9  4"  «9  #A1/2  /#i  4"  %  ^<>  4~  ^2  ^,\1/2 

jPl    =    I  :L"J-         ,      £>2    =    %    I " 1   )     , 

/xi  -j-  ax  x2  4-  %  %\v* 

#3  " 

also  : 


iJa  =  a2  l  — : — ±r^-J — —  )   , 


^ 2  ((%  4-'%  ä?2  4-  «2  %)3\1/2 

31  ax  a2  ) 

7.  Aufgabe.  Setzt  man :  p\  -\-  (p5  +  ^4)  fe  4"  <%)  #6  —  w>  so 
wird  :  (o?2  JPi  4*  #ii>2)  %  4"  aPä  (lh  — lh)  —  a-  Da  in  der  ersten  x5 
nicht  explicite  vorkommt,  so  kann  man  ph  =  ß  setzen,  wo  ß  eine 
Constante  ist,  und  dann  folgt:  pl  -\-  (ß  -\-  x±)  (ß  -\-  %)j%  =  ct. 
Dividirt  man  durch  ß  4"  %  ?  ,so  sind-  die  Veränderlichen  #4  und  % 
separirt,  und  es  folgt,  wenn  man  (ß  -(-  x6)p6  =  —  y  setzt: 


Somit : 


Pg  =  /?+ v  P4  =  ^  +  ^  +  y^)Va- 


jp4  (te±  4~  1>,  <^  +  Pg  <^e  =  (oc  4-  j^y  4-  y%i)1A2  dx±  -\-ßdxb  -  -3-/- —  cIxq, 

P+Xq 

also  wenn  man  integrirt  und  sich  8  =  g'  4"  #"  gesetzt  denkt,,  wo 
#'  nur  von  #4,  %,  a?6,  dagegen  0"  nur  von  ;%,  #2,  %  abhängt: 

*'  +  4'  =  A-  («  +  0y  +  }^)%  +>%  -  y  %(/?  +  <r6). 

Um  das  vollständige  Integral  der  zweiten  Gleichung 
(x2pi  4-  ^ijp2)^  4-  «i?»  (Pi  —  lh)  =  a 

zu  erhalten,  bedienen  wir  uns  der  Jacobi' sehen  Methode.  Da  die 
Hülfsgieichungen  dieselben  sind,  wie  bei  der  4.  Aufgabe  S.  389 
(nur  oc  statt  a  gesetzt),  so  erhalten  wir: 

Fi  =  (lh  +  lh)  Ol  4"  oo2)  =  ax ,   F2  =  a  (i?i  —#2)  —  g  ^  =  <hi 

und  haben  nun  aus  den  Gleichungen 

(x2  px  4-  %  jp2)  ^  +  cft#3  (2?!  —  jp2)  =  a,  Fx  =  au  F2  =  a2 

die  Werthe  von  jpx,  £>2,  P3  zu  berechnen.     Es  folgt: 
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1       #1  ■     ,    Ch    ,      1      2         1       a>i     '       a2         1 

'2  ^T+^2       2~öc       4«  ^8 '  ^2  —  2  %  +  x2  ~~  2a  ~~~  Tä " 


2  a  —  «i  %    .      1    ,  x 

Setzt   man   diese  Werthe    in   dz"  =  p1  dx1  -f-  p2  dx2  -f"  j?3  d#3   ein, 

und  integrirt  man,  so  folgt: 

0i\  1  /  x2 

z"  +  A"  =  —  %  (^  +  %)  +  —  fo  —  a;2)  f  a2  +  -|- 

/  9   \  Va  7j.  £/, 

~*~  Ci  \ a~)    aTC  Umg  72^  ~  ~2  l°g  ^ Ch  +  ^' 

Mithin    ist    schliesslich    das    vollständige    Integral  der   gegebenen 
Differentialgleichung : 

(  —  \  > 

,  A  7  («1    +   #2)2  ,  1       ,  J  ,       ^3\ 


§.  226. 

2.  Aufgabe. 

(1)     Dies  Integral  erhält  man,  wenn  man  jF4  =  —  =  —  setzt. 

#3       $ 

(2)...  (3)  Aus  den  in  der  1.  Aufgabe  S.  397  angegebenen 
Hülfsgieichungen  ergiebt  sich  ferner:  P2P±  =  %i  %  un^  lJilh  =%2  #4- 
Setzt  man  nun  einmal  F±-=  p2p± —  aJ1fl?3  =  — a,  das  andere  Mal: 
F4  =  px  jp3  —  a?2  #4  ==:  —  a »  so  snic^  c^e  -Bedingungsgleichungen 
(Fl9  F4)  =  (T2,  F4)  ==  (F3,  F4)  =  0  erfüllt,  und  man  gelangt  auf 
dem  gewöhnlichen  Wege  zu  den  in  (2)  und  (3)  angegebenen  Inte- 
gralen. 

3.  Aufgabe. 

(1)  Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  gegebenen  Glei- 
chungen mit  Fi  resp.  .F2,  so  niuss ,  wenn  beide  Gleichungen  ein 
gemeinschaftliches  Integral  besitzen  sollen,  (Fi ,  F2)  =  0  sein.  Nun 
findet  man: 

(Fv  F2)  =  —  (xi  x2  %  -f-  ä?32  -\-  xl  -\-  x2x±  —  SxiXi 

+  xxx2  —  x2  —  1)  (£1 1%  +  P3). 
Da  dies  nicht  infolge  der  gegebenen  Gleichungen   verschwindet,   so 
setze  man:  F?>  =  xxp±  -\-  p?)  =  0.      Dann  ist: 

(F± ,  F.2)  =  0,.(F1,F,)=x1F.i=0,  {F, ,  F3)  =  (xy  xa  +  xt)  Fa  —  0, 
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und  es  erfüllen  somit  die  Gleichungen  JP\  =  0,  F2  =  0,  F%  =  0 
die  Integrabilitätsbedingungen.  Es  erübrigt  noch,  ein  gemeinschaft- 
liches Integral  der  drei  Gleichungen  (2<\,  .F4)  =  (F2,  F4)  =  (JP3,  I^)=  .0 
zu  suchen.  Ein  Integral  der  Hülfsgieichungen  von  (JP3,  jP4)  =  0 
ist  JO4  =  w.     Setzt  man  nun   versuchsweise  F±  =  p±  =  #,   so  ist: 

(^3,F4)  =  0,(I^,F4)  =  £^ 

Berechnet  man  daher  aus  den  Gleichungen  F1  =  F2  =  -F3  =  jF4  =  0 

die  "Werthe  von  jp1?  £>2,  p3,  jp4,  so  folgt: 

2?i  =  —  (#3  +  3  #x2)  a,  p2  —  —  x2  a,  i?3  =  —  #!  a,  p4  =  a.  . 
Setzt  man  diese  Werthe  in  dz—Pi  dxx  -\-  p2dx2  +  p3  dx$  +  p^dx^ 
ein  und  integrirt ,  so  folgt  als  gemeinschaftliches  Integral  der  ge- 
gebenen Gleichungen: 

z  —  ß  =  oc  ( x±  —  x{  —  -  xl  —  xx  #a  V 

(2)  Bezeichnet  man  wieder  die  linken  Seiten  der  ge- 
gebenen Gleichungen  mit  F\  resp.  F2,  so  muss  sein:  (jF\,  F2)  =  0. 
Nun  findet  man:  (FUF2)  =  2  x?  {p2  +  (1  —  %ö)  Ps],  und  da  dies 
nicht  infolge  der  gegebenen  Gleichungen  verschwindet,  so  setze 
man:  F3  ==  p2  +  (1  —  xb)  pd  =  0.  Dann  ist:  (Fl9  F2)  =  0, 
ferner  auch  (F2,  F%)  =  0,  dagegen  (Fl5  F?l)  =  x^2h-  Setzt  man 
daher  noch  JF4  =  #3  =  0,  so  ist:  (J^ ,  F2)  =  0 ,  (J^ ,  JF3)  =  0, 
(F2,  2?8)  =  0  und  CF\,  2^)  =  (.F8,  F4)  =  (F3,  F4)  =  0;  es  sind 
daher  die  beiden  Gleichungen  simultan  integrirbar.  Da  p%  =  0 
ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  F%  =  0  auch  p2  =  0,  daher  wird: 
f\  =  2xbp±  +  x[ph  =  0  und  f2  =  XiPi  —  2  x±  p±  =  0.  Aus 
den  verallgemeinerten  Lagr  an ge' sehen  Gleichungen  der  letzteren 
ergiebt  sich  /3  =  jö4  —  ax*'=  0,  und  es  ist: 

(/l,/2)   =   (/l,/3)  =   (/2,/0   =   0. 

Aus/!  =  0,  /2  ='0,  /8-=  0  folgt: 

p4  =  a^x2,    ßi  =  2a#!#4,    i?5  =  —  2ft%; 
daher  ist  das  gemeinschaftliche  Integral  der  gegebenen  Gleichungen : 

z  —  h  =  a  (x*  x±  —  x?). 


Vermischte   Aufgaben. 

1.      (1)     Allgemeines  Integral: 

Ix  +  my  +  nz  =  cp(xg  +  yz  +  zx). 
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(2)  Für  ex  '=  |,  ey  =  Y]  geht  die  Gleichung  über  in: 

Aus  den  Lagrange' sehen  Gleichungen  dieser  letzteren  folgt: 

#  d  £  —  %äz  d'Y]  zdrj  -—  'rjdz  dj^ 

f2  ~~    V  V2  ~    §  ' 

mithin : 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  somit : 
cp  (y  -f-  ze~x,    x  +  ze~y)  =  0. 

(3)  Allgemeines  Integral:  xyz  =  cp(xy  +  yz  +  ##). 

2.  Die  Differentialgleichung  lautet: 

2a(z  —  px  —  qy)  =  (x2  +  y2  -f  £2)  (1  -f  jp*  +  g2)\ 
Das    singulare   Integral    ist :    x2  +  y2  -f-  z2  =  4  a2.      Wegen    der 
geometrischen  Bedeutung  vergleiche  man  §.  182. 

3.  Das  allgemeine  Integral  ist: =  cp  ( V      Das- 

x      z  \y       z  / 

selbe  kann  nur  dann  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  darstellen,  wenn 

qp  eine  ganze  Function   ersten  Grades  von —  ohne  constantes 

^  b  y         z 

Glied,  also =  c  [ )  ist.      Da   der  Kegel  durch  den 

x         z  \y         zj 

Punkt  (1,  2,  3)  gehen  soll,    so  muss  1  —  -^  =  c  (  —  —  ~\    oder 

c  =  4  sein,  so  dass  die  Gleichung  der  Kegelfläche  wird: 

3  x  y  -\~  y  z  —  4,  z  x  =  0.  . 
Dasselbe  Eesultat  hätte  man   aus   dem  vollständigen  Integrale   ab- 
leiten können,  welches  lautet: —  =  b.      Hier   muss 

z         x  y 

zunächst  b  =  0  sein ;  ferner  soll  sein :  —  — —  =  0,  also 

o  J.  2t 

a  =  —  -,  mithin:  Sxy  +  yz  —  4zx  =  0,  wie  vorher, 
o 

4.  Aus  den  Lagrange' sehen  Hülfsgieichungen  folgt: 

m     dx    i    dy    \    äz  — o 

[  l)    x1^      r!/*       z1/«  — 
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und: 

xdx       ydy_      zdz_  _ 

Ist  nun  zunächst  X  =  et  +  2  &  #  +  c  %2i  und  analog  für  Y  und  Z, 

so  ist:   —rr  =  —  c?X1/s r=ö7,  daher  mit  Rücksicht  auf  (1)  und 

XVi         c  c  X/a 

(2):  ^(X^  +  rV2-|-Z^)  =  0,  oder:  X1'*  +  Y1'*  +  ZV*=  CL.  Ferner  ist: 


/■ 


^L  =  <r-*log{b  + ex +  &!&}, 


demnach  ist  das  Integral  von  (1) : 

(b  +  ex  +  c^X1/*)  (&  +  c#  +  c1/. Y1^)  (b  +  c£  +  c^Z1/*)  =  C2. 
Eine  willkürliche  Function  der  linken  Seiten  der  gefundenen  Inte- 
gralgleichungen gleich  v  gesetzt,  giebt  das  allgemeine  Integral  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  für  den  Fall,  dass  X,  Y,  Z 
dieselben  Functionen  zweiten  Grades  resp.  von  x,  y,  8  sind.  — 
Sind  X,  Y,  Z  Functionen  vierten  Grades ,  so  können  wir  hier  der 
etwas  weitläufigen  Rechnung  wegen  das  schliessliche  Resultat  nicht 
in  expliciter  Form  entwickeln,  sondern  zeigen  nur  einen  Weg,  auf 
welchem  man  zu  demselben  gelangen  kann.    Durch  eine  Substitution 

Qf  _i_  ß  £  cl  x 

von    der   Form    x   =    ; — 5-77   kann    — 77-   immer    auf   die   Form 

y  +  0  §  X  /« 

da 

G  -7^7  gebracht  werden,  wo  G  eine  gewisse  Constante  ist  und  $  die 

Form  (1  —  |3)  (1  —  fc2§2)  besitzt.  Wendet  man  die  entsprechen- 
den Substitutionen  auch  auf  y  und  8  an,  so  gehen  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  bezüglich  über  in: 


äi;  drj  dt 

und  : 


ei')    r±  _l  Hl  4.  H±  =  0 


(<*+ WS     ,     ("  +  ffq)<fy     ,     (*  +  ß$)d%  _ 

(y  +  »Ö  £V2  ^  (y  +  SV)  HV*  ^  (y  +  d&  Z1'* 
Die  letzte  Gleichung  kann  man  noch  umformen.     Da  nämlich 

Q6  +  ßu  _  ß   .    (   «_»  v  \         y  u      1 

y  +  öw  —  ff  ~\l  PW  U(y2  — *2«2)         y*  —  frv?\ 

ist,  so  geht  dieselbe  mit  Rücksicht  .auf  (1')  über  in: 

(9'\  d%  4_  dri  4-  dg 


(y*  —  ö*  £*)  8V*        (y2  —  8*n*)H1'*  T    (y2  — d2g2)ZV2 

*  f       '§<*£         ,  vdri         +         g^g       1 

y   l(y2  — ff2|2)Ä1/2        (y2  —  ö2^2)HV2    ,  .(y2  —  ö2£2)  ZV2J 
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deren  rechte  Seite  unmittelbar  durch  bekannte  Functionen  inte- 
grirbar  ist.  Die  der  Gleichung  (l')  entsprechende  algebraische 
Integralgleichung  kann  man  in  folgender  Weise  finden.  Setzt  man 
d  V     ,     d  £  d  o  .   _      cl  £     .     d  o        ^       _  .    ,   .        ' 

Jp*  +  Zft  =  -pÜ'    so  wird:   ~VY2  +  ~p7*  =  man  (verSL 

4.  Aufg.   §.146): 

g  {(1  -  g2)  (.1  — X2g2)}Vg    +     p  {(1  -  g2)  (1  _  K2  g2)}Vg  =    ^ 
1—  >C2£2£2 

und: 

i?  {(l  -  gg)  (i  -  x«  e«)}1/«  +  £  {(i  - q*)  (i — x  q«)}y«  = 

Eliminirt  man  p  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  das 
Integral  der  Gleichung  (l')-  Mit  Hülfe  dieses  Integrals  kann  man 
dann  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2')  umformen,  nämlich  dieselbe 
darsteilen  als  Differential  eines  durch  logarithmische  resp.  cyklo- 
metrische  Functionen  integrirbaren  Ausdrucks,  so  dass  man  also 
durch  Integration  der  so  modificirten  Gleichung  (2')  ein  zweites 
und  zwar,  wie  man  sieht,  ebenfalls  algebraisches  Integral  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  erhält.  Aus  diesen  bildet  man  dann  in  be- 
kannter Weise  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung.  —  Sind  endlich  X,  Y,  Z  dieselben  Functionen 
sechsten  Grades  resp.  x,  y,  z,  und  zwar  : 

X  =  a  -\-  bx  -\-  ex-  -f-  öx*  -\-  y  x^  -f  ß xh  -f  ax{\ 

so  haben  wir  in  der  1.  und  2.  Aufgabe  §.150  für  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  gefunden, 
nämlich : 

\(y  —  e)  Xt*  +(g  —  x)  T/*  +  (x  —  y)  ZV*\ ä 
1  (x  —  y)  {y  —  £)  (s  —  x)  \ 

-  ß(x  +  y  +  0)  —  a(x  +  y  +  z)2  =  <a 
und : 

\y*z*(ij-—z)XV*  +  zxjz  —  x)  Y^  +  Xy(x  —  y)ZV*\ * 

l  x  y  z  (x  —  y)  (y  —  z)  (x  —  x)  J 

\x        y        z)  \x        y        zj 

Eine  willkürliche  Function  der  linken  Seiten  dieser  beiden  Glei- 
chungen gleich  v  gesetzt,  stellt  das  allgemeine  Integral  der  ge- 
gebenen partiellen  Differentialgleichung  dar.  (Richelot,  Crelle's 
J.  Bd.  23,  S.  354.) 


5. 

Es  ist: 

i    -i     ,    ^     d2 

daher : 

du 
dh  ~~ 

d2     7  2    ,    7*    d4 

'  "  c^2          x  1   da* 
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7i2    # 


_L_    11_    _T ^^      1 


^  2!  da6  "r 

=  (4ifc2a>2cÄaj2  4-  2  7oe^2)'+  -  "r^  (4  7c2 a?2  efca;2  "■+-  2kekxi) 

1  das2 

7?2    rZ4 
+  2!  JS*  Wx'e*"  +  2ke**)  +  •■•, 


ithin : 

8  ^t 

/      .     h    d2          Ji2    ÜS 

8ä  = 

4ÄV  +  T^"2  +   2lc7# 

...  j   ^gfca* 

d.i.:  |f  =  4*.|5  +   2*u. 

ö  7&  d  7b 

Die  L agrange' sehen  Hülfsgleichungen  dieser  partiellen  Differential- 

,  .  ,  ,  dh  dh  du  ' 

gleichung  lauten:   ——  =  — -n  =  — : —     Ans  den    beiden   ersten 

ö  ö  1  — Ah2        2  Jett 

Je 
Brüchen  folgt:  —:  0,  sodann  aus  dem  ersten  und  letzten  : 

l  —  4cliJe 

u(l   +'  6  C7^)-1/2  =  Ci,  oder:  u{\  —  4  7&Ä)1/*  =  Cx.    Demnach  ist 

das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung : 

"<1-4**)%  =  ''(r^»ty 

Für  Ji  —  0  ist  aber  if=  eliX"\  somit:   cp  (Je)  =  ekx*,  also 

lex* 

cp  (       h        \  =  e1"4** 
V  \l  —  4hJeJ 

k  x* 


und  daher:  u  =  (1  —  4  7i  7f)~1/2 .  e1~4:hl\  —  Ganz  ähnlich  verfährt 
man  bei  den  beiden  anderen  Gleichungen  dieser  Nummer.  Die 
entsprechenden  partiellen  Differentialgleichungen  sind  resp. 

du        _  _  d  u    .    ..  ,    d u    .     .  _ 0  8 4t 

—  =  7c2  — -  +  Äw    und    ^77  +■  4  7c2  —  +  6ÄW  =  °- 

d  h  d  Je  oJi  d  Je 

r      tv    ti»i*    i-i                 -   a         dXl                    äoCi2  ä0 

o.     Die  Hülfsgleichungen  sind :  -= — -  =  -— ir=  -~r-, 

X1—x1Xs       X2  —  x%  X,        1 

oder:    — — -  =  X,  —  xx  X3,  — —  =  Z2  —  %  ^s-      Setzt  man  ^  =  — , 
67,0  dz  '  y^ 
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x2  =  — ,  wo  yz  eine  noch  zu  bestimmende  Function  ist,  so  erhält  man : 

dy'i    v  „  —Vi  (dy*     v  „  \  dv*     y  „  —V*  (cly*     v  »\ 

d#  J1      2/3X^0         "Jy    d0         "J~      y^\dz  ) 

Bestimmt  man  nun  y?)  durch  die  Gleichung :  —j-^-  =  X>6  y$  und  setzt 

Cl  Z 

allgemein:  Xa y$  =  a«,i  «/1  +  ctu^y2  -f-  «,,,3  2/3  —  3TU,  so  wird  das 
System  der  Hülfsgieichungen:  —r-  =  Zx,  — ^=  F2,  — f  =  Y3,   ein 

tt  0  Ct   ^  Ct   <0 

System  von  drei  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen ,  das 
man  nach  der  3.  Aufgabe,  §.174,  S.  311  leicht  vollständig  integriren 
kann.  Ist  dies  geschehen,  so  findet  man  in  bekannter  Weise  das 
allgemeine  Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung. 
(Hesse,  Crelle's  J.  Bd.  25,  S.  171.) 

7.     (1)    Setzt  man :  x  -\-  y  =  2  §,  x  —  y  =  2  17,  so  wird  die 

Gleichung:   (  t-t  )    —   6|2  =  2^2  —  (- — )  ,    daher     nach    §.    195: 

z  —  b  =f  (6  £2  +  a)1/*  dl  +  f  (2  *f  —  a)^  dr}.  Dasselbe  Re- 
sultat hätte  man  auch  nach    der  Charpit' sehen  Methode  erhalten. 

(2)    Aus  den  Hülfsgieichungen 

dp  dq    _     dx     dy 


— p       —  Q.      '  x  —  2       y  —  V 

erhält   man    die    Integrale:     q  =  ap,p  =  y-\-  (y2  +  ^Y^2    oder 

q  =  x  +  (x2  +■  «)V*,  i?  +  2  =  0»  ±  y)  +  {(x  ±  y)2  +  a}\ 
Berechnet  man   nun  p  und  q  aus    einem   dieser   Integrale   und  der 
gegebenen  Differentialgleichung  und  setzt  deren.  Werthe  in 

dz  ■=■  pdx  -j-  qdy 
ein,    so  erhält  man  das   vollständige  Integral   in   den   verschiedenen 

^  (x-\-ay)2  .      /  o  .     m/ 

Formen  :  z  — -  c  = — ^— ,  £  —  c  =  xy-\-x\y2-{-a)  '*  oder  z  —  c  = 

xy  +  y  (x2  -f  a)1/*,  und  z  —  c  —  xy  +  -\  {(x  -f  ^/)2  +  a}1^  d  (# -}- #) 

»[- —  /   { (ia?  —  2/)2  +  a}1/2  ö?  (a? j — ^/).     Letztere  Form  hätte  man   auch 
nach  §.195  erhalten  können,  wenn  man  zuerst 

ff  +  V  =  &   #  —  ?/  =  ^ 
substituirt  hätte. 
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(3)  Man  kann  die  Gleichung  in  der  Form  schreiben : 

p  —  x  y 

x  q  —  y ' 

daher  nach  §.  195:    2  z  —  b  —  (a  -\-  1)   (x2-\ V       Oder    man 

dividire   die  Gleichung  durch   xy  und  setze  x2  =  |,  y2  =  rj;   da- 
durch erhält  man  die  zur  I.  Hauptform  gehörige  Gleichung: 

dz  dz  dz         dz 

d  £  drj        d  £         drj 
und  durch   deren  Integration   dieselbe  Lösung  wie  vorher.  —  Oder 
man  substituire  X  -\-  y  =  1»,  x  —  y  =■  7];  dadurch  erhält  man  die 
zur  III.  Hauptform  gehörige  Gleichung: 

also: 

4  (z  —  l)  —  g2  -f  rj2  +  §  (g2  +  a)v*  +  12  (*72  +  «)V* 

+  %  {B  +  (£2  +  ^)1/2J  fo  +  W  +  ^)1/2])ft. 

(4)  Aus  den  Jacobi' sehen  Hülfsgieichungen  erhält  man 
die  beiden  Integrale :  Fi  =  X\  p±  —  x2  p2  =  %>  F2:=x1pi  —  xz  p3  =  a2» 
und  es  ist:  (Jp\,  i^2)  =  0.  Berechnet  man  daher  aus  diesen  und 
aus  der  gegebenen  Gleichung  die  Grössen  jp1?  jp2?  1h  im&  setzt  deren 
Werthe  in  dz  =  P\  äxi  -\-  p2  clx2  -j-  p3  rZ  a?3  ein,  so  giebt  die  Inte- 
gration dieses  Ausdrucks  das  vollständige  Integral  der  gegebenen 
Gleichung. 

8.  Die  Gleichung  der  Fläche  ist:  x2  -\-  y2  =  cz2. 

9.  Werden  die  aus  der  Gleichung 

rfa?/  v     JJ  dx 

sich  ergebenden  Werthe  von  — —  mit  y'i,  y'%  bezeichnet,  so  ist: 

y\ .  2/2  =  —  1,  2/i   +  V*  =  27  (ff,  2/)  =  '2  *. 
Hie  erste  Relation   sagt  aus ,    dass    die   beiden   Curven  ,    denen    die 
Werthe   y[  und   y'%  angehören,    sich   rechtwinklig   schneiden.      Das 
Product  der  Krümmungen  der  beiden  Curven  im  Schnittpunkte  x.  y 
ist,  wenn  Qi  und  Q2  inre  Krümmungsradien  sind,  gleich 

j_  2_ y'i         y* 

9i'  92    (i  +  yi*y*\i+yw*' 
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Nun  hat  man  aber:  (1  +•  y{2)  (1  -\-yi2)  =  4(1  -f-  z2)\  ferner  ist: 
y[  =  z  +  (1  -M2)1/*,  also:  7/i  =  (X  +  (i  -f^a)V8)  ^  +  «2/i), 
ebenso:  y'i  =  M   —  ___J  (p  -f  ff  ^).     Mithin: 

1      1    p2  —  q2  -f-  2p  q z 

?7'~^~"       8(1+^)%.      '' 

also,    da  #  der  Gleichung   p2 —  q2  -f-  2  p  qz  =  c2  (1   -f-  £2)%  ge- 

11         c2 
nügen  soll:   — =  — ,   d.  h.   das  Product  der  Krümmungen   der 

beiden  Curven  im  Punkte  x,  y  ist  constant.  —  Ist  z  von  y  unab- 
hängig, also  8  =  f  (#),  so  ist  q  =  0,  demnach  : 

ex  =f(l  -f  g?)-hl*dLZ. 

0 

Durch  die  Substitution  «0  =  tang  &  (2  -j-  tang2  &)xh  geht  diese  Glei- 

*>        i  \-v2 

chung  über  in :  ex  =  2% /  (  1    —  —  sin2  &  )        cos2  &  ä&,   mithin 
o     \  V 

ist:  C£  =  2%jB(2-V2^)  _  2^F(2-^^). 

10.  Für  den  gegebenen  Punkt  als  Coordinatenanfangspunkt 
und  die  gegebene  Gerade  als  x  -  Achse  ist  die  Gleichung  der  Kugel- 
flächen :  x2  -(-  y2  -f~  ^2  —  2  #  #  =  0 , .  wo  «  ein  veränderlicher 
Parameter  ist.      Ist    nun  .F  (#,  ?/,  #,  a)  =  0   die  Gleichung    einer 

8.F  8F        DF 

Flächenschaar,  so  stellt  p  — 1-  q  — —  - —  -77—  =  0  die  Bedingung 

dx  dy         dz 

dafür  dar,  dass  eine  andere  Fläche,  deren  Tangentialebene  die 
Richtungscoefficienten  p,  q,  —  1  hat,  diese  Flächenschaar  recht- 
winklig schneidet.  Eliminirt  man  also  cc  aus  beiden  Gleichungen, 
so  erhält  man  die  partielle  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
Trajectorien  der  gegebenen  Flächenschaar.  —  In  unserem  Beispiel 
ergiebt  sich  als  solche:  (y2  -f-  z2  —  x2)  p  —  2xyq  +•  2xz  =  0, 
und  das   allgemeine  Integral  dieser  ist  nach  Nr.  3  der  3.  Aufgabe, 

fzs 


§.  189:    x2  -f  y2  +  z2  =  ycp 

\y 

11.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Normale  mit  der 
##- Ebene  sind:  §  =  x  -\-  zp,  rj  =  y  -\-  z  q\  demnach  soll  sein: 
zp  —  (A  ■—  1)  x,  zq  =  (l  —  l)y.      Die   Differentialgleichung   der 

p         q 

gesuchten  Fläche  ist  also:  —  =  —     ihre    endliche   Gleichung    ahVe- 

x        y 

mein :  z  =  (p  (x2  -\-  y2). 
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12.  Sind  qp  (#,  y,  z,  X)  =  0  und  ^  (x, «/,  #,  ft)  =  0  die  Gleichun- 
gen einer  Curvensehaar,  so  hat  man,  um  die  Gleichung  einer  darauf 
senkrechten  Fläche  zu  finden,  aus  jenen  Gleichungen  und  aus  den 
Gleichungen 

dtp    ,        dcp        d<p  dty  d*l>        9^        A 

dx  dy         dz  Cx  dy         dz 

die  Grössen  A  und  fi  zu  eliminiren.  Man  erhält  so  ein  System  von 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen,  deren  gemeinschaftliches 
Integral,  wenn  ein  solches  existirt,  die  endliche  Gleichung  der  ge- 
suchten Fläche  ist.  —    In  unserem  Beispiel   sind   die   Gleichungen 

der  Curvensehaar,  wenn  -  =1  —  =  tt  ist:  coshx  =  X  cosh  z   und 
c  c        ■ 

cosh  y  =  {i  cosh  z ;  ferner  ist : 

p  sinh  x  — '  A  sink  z  —  0,  q  sink  y  —  {i  sinh  #  =  0. 

Hieraus  folgt: 

coshx      sinhz        coshy      sinh z 

sinh  x      cosh  z  '  sinh  y       cosh  z 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  d z  =p  dx  -f-  qäy  ein 
und  integrirt,  so  findet  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche: 
sinh  x .  sinh  y  =  a  sinh  z. 

13.  Der  in  dieser  Aufgabe  enthaltene  Satz  gilt  auch  allgemein, 
nämlich:  Sind  X,  Xx,  X2,  . . . ,  Xn    die  Partialdeterminanten,  welche 

bei  der  Entwickelnd  der  Functionaldeterminante  Z!  +  ^—  •  ~ — 

dx    oxi 

— ^—    mit   —    tt^-  ,  ••*,  ^ —  multiplicirt  sind,  so  ist  stets: 
dx-n  dx     oxi  cxn 

dx  +  dxx    ^  '"  ^  dxn 
wie  sehr  leicht   zu   erweisen,  und   umgekehrt:   Sind   X,  X1?  ...,  Xn 
Functionen  der  n  -f  1  Veränderlichen  #,  ^l5  ...,  #w,  welche  der  Be- 

ÖX    .     dX1     .  .     dXn         .  .;.  ...     ,     .  .     _ 

dmgung  -^—  -j-  — —    -(-..■  -j-  - —   =rr  ()  genügen,  so  lasst  sich  der 

0  X     '      0  X\  0  xn 

Ausdruck 

dx  dxx  dxn 

darstellen  durch  U  +   ;— -  •  — —  •  •  •  •  7-^,  wo  fXl  f2,  . . . ,  fn  willkür- 

ox     dxi         cxn 

liehe  Functionen  von  #,'  %,,..,  xn  sind,  so  dass  also  X,  Xl5 . . . ,  Xn 
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die  zu  Tf-  ,  r^-  ,  •  •  • ,  ^-  gehörigen  Partialdeterminanten  sind.    (Vgl. 

OX      ÖXi  OXn 

Jacobi,  Crelle's  Journ.  Bd.  27.) 

14.  Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt: 

ex  dy  dz 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

du  ,      .    du  .      ,    du   7 
ehfl  =  — -  cZ^  4-  — -  au  -f-  —  dz 

ox  dy  oz 

ein,  so  ergiebt  sich  daraus,   dass,   wenn  beide  Gleichungen    eine  ge- 
meinschaftliche Lösung  ausser  u  =  const  zulassen  sollen,  der  Ausdruck 

X  [(YZJ  -  ZT)  dx  +  (ZX'  —  XZJ)  dy  -f  (X  T  -  YX! )  dz) 
ein  exaetes  Differential  oder  also  die  Gleichung 

{YZ,-ZY,)dx-\-(ZX'  —  XZ()dy  +  {XY'-YX')dz  =  Q 
durch  Multiplication  mit  einer  gewissen  Function  von  x,  y,  z  eine 
exaete  Differentialgleichung  werden  muss.  Ist  fix,  y,  z)  =  C  das 
Integral  derselben,  so  ist  jede  willkürliche  Function  cp  {fix,  y,  z)\-=.u 
eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  gegebenen  Gleichungen.  —  Die 
beispielsweise  angeführten  Gleichungen  haben  keine  gemeinschaft- 
liche Lösung  ausser  u  =  const. 

15.  Die  verallgemeinerten  Lagrange' sehen  Hülfsgieichungen 
sind  bei  dieser  Aufgabe: 

dx±   dx2  ___  dx?)  d%± 

—  1         —  3x2  —  2  x?)  —  #5  p-,        —  4  x2  —  5  x?)  -f-  xh  p5  pl 

Xrd  9 

PI 

dx:,  dpi  dp2 


p,  0  3p2  +  4  p», 

—  x^  —  X-,  {p2  —p->)  —2X'1  — 

p± 

dp?}  dpi dp:, 


Aus   dem    ersten,    siebenten  und   achten  Bruche   folgen   durch   ver- 
schiedene Combination  die  beiden  Integrale: 

Fi  =  (p2  —  p%)^  =  ax ,  F2  =  (p2  +  2p-s)  e7*i  =  3a2. 
Durch    Combination    des    vierten,    fünften,    neunten    und   zehnten 
Bruches   erhält  man   ferner   das  Integral:    F$  =  x±p±  ~f-  %£>5  =  %. 
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Endlich   giebt   eine   Combination   der  letzten    vier  Brüche   das  Inte- 

gral :  F±  =  —  e^— P2  =  «4.     Alle    diese  Integrale   erfüllen   die   Inte- 

Pi 
grabilitätsbedingungen,  denn  es  ist: 

(*i,  F2)  =  (^,  Fs)  =  (Fl  Ft)  =  (Ft,  F»)  =  (Fa,  Ft)  =  (F„,  JT4)  =  0. 
Berechnet  man  daher  aus  diesen  vier  Integralen  und  aus  der  ge- 
gebenen Gleichung  die  Grössen  px,  p2,  Pti  Pii  Pi»  so  findet  man: 

2  1 

p2=a2  e~7xi  -f  -  ax  er  *s  jp3  =  a2  er1**  —  -  ax  e~x^ 

ö  6 

—  x1 

Pi  = ; r^,  Po  = ' z^r ", 

%  -f-  a4  %  eai e  #4  -j-  «4  %  eai e 

Cli  ~~ Xi 

Pi  = —  (2  x2  —  x?)  e~Xl  —  1  a2  (r2  +  x?)  e~7Xl  —  a?)  #4  eclie 

3 

—  «x 


— 03x 

0*4  -f-  a4  %  e"1  e 


Setzt  man  diese  Werthe  in  d^=_p1di»1  -f-^2^%  +  "•  +1^5^%  eni> 
so  findet   man  als  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

8  =  a+  --(2x2  —  x?)e-xi  +  a2  (x2  +  x<d)e~7xi 

—  a?)  üi  Jea^~Xx  äxY  -\-  a3  log  {#4  +  c%  x-d  enie~Xl  }• 

(Imschenetsky  in  Grunert's  Archiv,  Bd.  50,  S.  388  findet  nach 
weitläufigerer  Rechnung  ein  Integral  von  complicirterer  Form;  das- 
selbe ist  reproducirt  bei  Mansion,  Theorie  des  equat.  aux  deriv. 
part.  p.  169.) 

Die  gegebene  Gleichung  wird  linear,  wenn  man 

Z=Pi  Xi  -rp2x2-\ 1-  ph  %  —z 

setzt  und  PuP2,  . . . ,  J>5  a^s  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen 
betrachtet.  Bezeichnet  man  dieselben  als  solche  mit  Xi,  X^, ...,  X5, 
so  wird: 

*=!!=*,..,*  =  ff  =  *,*  =  **+**. +-•■■ 

und  die  vorgelegte  Gleichung  geht  über  in: 

Xi  +  (3  X2  +  4  X3)  P-2  +  (2 X2  +  5 X3)P3  +  X5P4 


+  (x2-x3  +  |)x5p5 


0. 

3?  o  r  s  y  t  h  ,   Differentialgleichungen.  4.3 
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Da  Px  hierin  nicht  vorkommt,  so  kann  man  Xx  für  die  Integration 
dieser  als  constant  betrachten.  Die  L a gr an ge' sehen  Hülfsgleichun- 
gen  sind: 

d  X2        _        dX?)  _  _dX*_ dX, dZ 

3  X2  +  4X;  —  2X^rT%~~  X,   ~  ^  /  ^  _  x        X*\  "  -X{' 

Aus  diesen  folgen  die  Integrale: 


xs 


6«  %  X4  -je**-**  <^^~1  -  A- 


Eine  willkürliche  Function  der  linken  Seiten  dieser  Integralglei- 
chungen gleich  0  gesetzt,  stellt  das  allgemeine  Integral  der  trans- 
formirten  Gleichung  dar.     Bezeichnet  man  dasselbe  mit 

<p(z,x1,x„..:,Xz)  =  o, 

so  findet  man  eine  Lösung  der  gegebenen,  wenn  man  aus  dieser 
Gleichung,  aus  den  fünf  folgenden : 

Xl  dz  +  dXt  _ü'  ••-' %  8Z  +  gx5  _    ■ 

und  aus 

Z  =  xx  X±  -\-  x2  X2  -\-  -  •  •  -{-  xh  Xh  —  z 

die  Grössen  X1,  X2,  . . . ,  Xh  und  Z  eliminirt. 

16.  Nach    §.   201     findet     man     sehr    leicht    das    vollständige 
Integral : 

cc'4-b  log  cii     , 

z  =  ax  x2y  —  ax  xh  — 4-  a2  x2. 

ÖX 

17.  Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  gegebenen  Gleichun- 
gen mit  t\,  F2,  F?)1  so  findet  man  leicht: 

(■Fi.  Ft)  =  (Flt  F?)  =  (F.2,  FJ  =  0. 

Es  sind  daher  die  Gleichungen  simultan  integrirbar.  Stellt  man  sie 
in  der  einfacheren  Form  dar: 

"Pl  =  ~  2^  lh  +  2^'  P*  =  2^  Pi  +  2^' 

/y      /y1  /y      zw 

lh  =  —  zr^r  P±  +  ttw 


x2  x±  x2  xt 


'4 
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und  bezeichnet  die  rechten  Seiten  mit  ty{ ,  ip2,  ^3,  so  hat  man  ein 
gemeinschaftliches  Integral  der  drei  Gleichungen 

(ih  —  ^1,  90  =  0,     (p2  —  $2 ,  9)  =  0»    (^  —  *3,  9)  =  0 
zu    suchen.      Eine    Lösung    der   zweiten   Gleichung   ist:    qp  =  #4  ^4. 
Setzt   man    dies    in    die  linke    Seite    der    dritten    Gleichung    ein,    so 
erhält  man : 

(ih  —  ^3,  9)  =  9>i  =  ~^  («4i>4—  1). 

Wiederholt  man  dies  mit  cp1,  so  wird: 

(*3  —  ^3,  9>i)  =  9>a  =  ■— II  (^^4-l)  =  ~ 
Ferner  findet  man:  (#3  —  ^?),  qp2)  =  0;  es  ist  demnach 

2xi     f 

Js2  ^4 

eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung. 
Setzt  man  nun  dies  in  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  ein,  so 
folgt: 

2  & 

(Pl—Vl,    <Pi)  =  9>'  =    — T   (^4i?4—  1)=    ^- 

■  <^2  ^4  ^1 

Wird  dies  mit  <jp'   wiederholt,    so    ergiebt    sich:    (pi  —  tyi,  cp')  =  0. 

Es  ist  demnach  — : 2 =  4  a    die  gemeinschaftliche   Lösung 

x2  $4 

der  drei  Hülfsgieichungen 

(ih  —  Qu  90  =  0,    -(jp2  ~  *2>  9)  =  0,     fe  —  ^3,  9?)  =  0. 
Berechnet  man  jetzt  pLi  p2,  J)?n  Pi,  so  folgt: 

p±  =  —  -j-  2  a  x2  x&  pi  =  —  a  x^  p2  = h  « #|,  i?3  =  —  2  ao?i  %, 

$4  *  ,     #2 

und  somit  erhält  man  als  gemeinschaftliches  Integral  der  drei  ge- 
gebenen Gleichungen: 

z  —  h  =  a  (x2  xl  —  x-i  x*)  -f-  l°9  (#2  x±)> 

18.  («)  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  x± ,  die 
zweite  mit  #3,  sodann  die  erste  mit  #3,  die  zweite  mit  x±  und  acldirt 
jedesmal  die  Producte,  so  erhält  man  das  äquivalente  Gleichungs- 
system : 

Fi  =  x±  Pi  -f-  x3  p2  —  X2  p?)  —  Xx  £>4  =-"0, 
F2  =x$pi  +  x±p2  —  %iPi  —  %1%=0 

43* 
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und  es  ist:  (F1,  F2)  =  0.  Aus  den  Hülfsgieichungen  der  ersten 
Gleichung  findet  man  leicht  die  beiden  Integrale  : 

F?I  —pi  xx  +  lh  x2  +  lh  %>  +  Pi  ^4  —  4  ai 
F4  =pL  x2  +  p2  »i  +  p%  %±  +  1h  %  —  4  fr, 

welche  zugleich  sämmtliche  Integrabilitätsbedingungen,  d.i.  .die  Glei- 
chungen : 

(Flt  F,)  =  (JP2,  F,)  =  (Fu  FJ  =  (F2i  FJ  =  (F„  F,)  =  0 
erfüllen.     Die  Berechnung  der  Werthe  von  pu  p2,  p%,  p±   ist  leicht, 
wenn  man   zunächst  FY  -\-  F2,  FA  -f-  Fiy   sodann   Fi  — F2,  F?t  —  F± 
bildet,    Man  erhält: 

p2\       v       y  (%+%)2+te+.^)2  fe-%)2+(%-^)2 

p4]-2{a+  }fe+^)2+fe+^)2-v  (a~  }  (%+^)2+fe+^)2° 

Setzt  man  diese  Werthe  in  cl2=pLäXi  ~\- p2dx2  -\-p^äx^  -^-p^dx^ 
ein  und  integrirt,  so  findet  man  als  vollständiges  gemeinschaftliches 
Integral  der  Gleichungen  (et): 

s  —  c=(a-\-b)  log  {(x{  -f-  x2)'2  -f-  (%  +  %)'2} 

+  (a  -—  &)  %  { (xi  - — x2)2  +  (#3  —  ^)2}- 

(|3)  Es  seien  wieder  die  linken  Seiten  der  gegebenen  Gleichun- 
gen bezeichnet  mit  F\  und  F2.  Dann  ist  (F±,  F2)  =  0.  Ein  ge- 
meinschaftliches Integral  der  Hülfsgieichungen  (F} ,  qp)  =  0,  (F2,  g>)=  0 
ist  ferner :  .F3  =  a?x  pL  +  x2  p2  -\-  x6  p?t  ~\-  xA  p±  —  2  alt  Es  bleibt  daher 
noch  eine  gemeinschaftliche  Lösung  von  (.F\,  g))  =  0,  (.F2,  <3P)  =0, 
(_F?(,  <p)  ='  0  zu  suchen.  Eine  Lösung  der  ersten  und  dritten  ist 
cp  =  %iPi*.  Setzt  man  dies  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
sich:  (F2,  cp)  =  —  x-^Pi — Xip?)  =  (pi.  Substituirt  man  dies  noch- 
mals in  die  linke  Seite  von  (F2l  cp)  =  0,  so  folgt: 

(F2l  qPx)  =  2  (p3  x8  —pv  xx)  =  cp2. 

Ferner  ist:  (JF2,  cp2)  =  4  (px  x?,  -f-  xxp?)  =—4^!.    Somit  ist  das 

gemeinschaftliche  Integral   bestimmt   durch   —^  = f-^—,  dasselbe 

cp2  —4  g)! 

ist  daher:    <jp|  -]-  4  ^Px2  =:  4  a2    oder :   F±  =  (#x2  -f  £?2)  Q^2  -f  ^?2)  =  «2. 

Berechnet  man  nun  aus  den  Gleichungen  Fi  —  0,  P2  =  0,  F?)  =  2  %, 

F4  =  a2  die  Grössen  pL, jo2,  jö3,  _p4,  so  findet  man: 
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Cl\  X\  ~\-  Cl  X%  ll\  "^3  ^  ^1  ^1  ^2  —  ^  ^4 

$-/*  ~y~  X~  X'i    ~~y~  Xq  X.)    ~\      X\ 

ttx  x±  -f~  a'  #2 

#2W  t  xl 
wo  a'  =  (a-2  —  ^i2)1/2  ist.     Demnach  ergiebt  sich  als  das  vollständige 
gemeinschaftliche  Integral  der  beiden  Gleichungen  (ß) : 

2  —  c  =  -  cii  log \(xl  -f-  #.f)  (&/  -f  #f)} 


oder  in  etwas  anderer  Form : 

0  —  c  =  a  log  {{x~  -\-xx)  (4  +  xl) }  +  b  arc  tang    l  J        3    4- 


X.  G  a  p  i  t  e  1. 

§.  228. 

1.  Aufgabe,    z  =  axy  +  (p  (y)  +  #>  (#). 

2.  Aufgabe. 

(1)  #  =  fe-f*täy  [fNefMdy  cly  +  cp  (x)}  dx  +  ty  (*/). 

(2)  £  =  fe-fMdx  {fNefMdx äx  +  cp(y)}  chj  -f  tj>  (oj). 

§.  231, 

Aufgabe.    Durch  Differentiation  von  .F  (<p,  #,  %)  =  0  wird : 

dF         .    dF  .      .    dF  n  ,.       1    _    ., 

8^^  +  8^^+87^  =  0(t=l,2l3), 

wo  g^..   den  Differentialquotienten   von  ^   nach  Xi  bedeutet.     Elimi- 
nirt  man   aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Grössen 

dF   dF   dF 

dq>*  8^'  d%' 
so    erhält   man    die    Differentialgleichung:    U  +  cpXl .  ijJXi2  .  %Xü  =  0. 
Nun  ist: 


d  <p    f    dep     \    ]   (d< 

>x  £#y  ^  öjp2  8#* 


^Xi~"  \dx.i    r    dz  Pi)  ^  \dPl  den  ~*~  dp,  dxA  ^  op-d  dxj 
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xi  —  \ 


Jz1 


d  ip  dpi 
=  Chi  +  hi  und  %^  =  a3i  +  hi- 


Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  erhält  man : 

«11  +^11,  «21  +  &21,  «31  +  k>l 
«12  +  &12,  «22  +k?2»  «32+^32; 
«13   +  ^13»    «23  +   &23,    «33  "f"  ?>33 


=  0. 


Diese  Determinante  lässt  sich  in  acht  dreireihige  Determinanten 
zerlegen,  deren  einzelne  Colonnen  nur  von  Grössen  «  resp.  Grössen 
b  gebildet  werden.  Da  nun  nach  Voraussetzung  sämintliche  ersten 
Unterdeterminanten  der  Determinante 

v  +  Qv- .ML-.  -Ml 
~  —  dpi\  dp2 ; dp* 

gleich  Null  sind,  so  verschwinden  von  diesen  acht  Determinanten 
vier,  nämlich  diejenigen,  in  welchen  zwei  oder  mehr  Colonnen  aus 
den  Grössen  b  gebildet  sind,_undes  bleibt: 


«11  5 

«21»   «31 

«12» 

«22  »    «32 

+ 

«13» 

«23»    «33 

^U»-«21v«31 
&12,  «22,  «32 
&13>    «23»    «3  3 

«11»  «21»  &31 
«12  •}  «22»  ^32 
«13  »    «23  ?    &33 


+ 


I  «11,  &21»  «31 
«12»  ^22»  «32 
«13  >   &23  »    «33 


=  0. 


auch  in  den  Grössen  ~^-^  J^1,  •  •  • ,  ^— ^  und  die  Coefficienten  dieser 


Diese  Gleichung  ist  linear  in   den  Grössen   bn,  fr12,  ...,  bu,   somit 

dpi    djh 

dxi   dxj       '  3^3 
letzteren  sind  Functionen  von  0,  xL,  #2,  #3,  pi,  _p2,  JV     Ordnet  man 
nach   den   Differentialquotienten    von    8,   wobei   zu   beachten,    dass 

■7T~-  ==k~^  ist,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form: 

0 Xi  C  Xx 


Bi 


dx*. 


'  ^    ^2    +^3^—2+  -#12 


tf~£ 


ös* 


-^23 


+  Rn 


d2z 

d  x%  d  Xi 


dxxd  x2  "    dx%d  x% 

-f  2  ±an  «22  «33  =  0. 
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Dabei  ist: 


Bx 


dcp     dty     d% 

dpi '   dpi    dpi 

G^a   ,   Ct-2 u    ?   %,u 


Iha  = 


d  (p     dij)     d% 

dpi"  dpi    dpi 


dj?u  '    dj9a  '    Cptu 


tt\\LL 


wo  A,  ft,  v  die  drei  Zahlen  1,  2,  3  in  cyklischer  Vertauschung  sind. 
Dass  diese  Coefficienten  B  in  der  That  die  Relation 

Bi  Bi3  +  B2  B32[  +  RA  Bi22  —  4  i?2  B2  B,  —  E12  i?28  Bu  =  0 
erfüllen,    kann    man     durch    unmittelbare    Ausrechnung    verificiren, 
wobei  zu  beachten  ist,   dass  nach  Voraussetzung   sämmtliche   ersten 

Unterdeterminanten  von  U ■'+:  ^-  ^r-  r-^    gleich    Null    sein    sollen. 

Cpi  C]p2  dlh 

Indessen  wird  die  Rechnung  ziemlich  weitläufig. 


3.  Aufgabe. 

(1)    Ist  l 

q  — 

a  — 


§.  241. 

^  1,   so  hat  man    die  beiden  Zwischenintegrale: 
1  —  j^ 


ha 

,   ha 


:P  =  <Pi  {*/  +  «(!  —  Th)x) 


wo  /^  =  (1  — ft)1/*-  ist.    Berechnet  man  hieraus  p  und  #,   »setzt  deren 
Wertire  in  d#=pdx  -{-  qdy  ein  und  macht 


<3PX  (0  dtf  =  g?(0, 


cp2(t)ät  =  t(t), 


2Jh    J    Ti  w  ""'         T  v"        2/r2 
so  erhält  man  als  allgemeines  Integral : 

Ist  7c  =1,  so  sind  die  beiden  Hülfsgieichungen  :  dy  -\-  aäx  =  0  und 
c?_p  dp  -j-  ß2  d(idx-=0,    und   aus  diesen  folgt  das  Zwischenintegral : 
^  —  a  g  =  qp  (?/-)-  a  #).    Integrirt  man  dieses  nach  der  Lagrange'- 
sehen  Methode,  so  rindet  man  als  allgemeines  Integral : 
z  =  x  cp  (y  +  a  x)  +  ^  (?/  -f-  «  #)• 
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(2)    Die    Hülfsgieichungen    sind :     x  d  y  —  y  d  x  =  0    und 
X'2  d p  d  y •  -\-  y2  ä  qclx  =  0.    Aus  beiden  folgt : 

y 

—  =  A    und    x  dp  -\-  y  dq  —  Q. 

x 

Letztere  führt,  mit  dz=p)rfx  -f-  q  dy  combinirt,  zu  dem  Zwischen- 
integral: xp  4"  yq —  z=cp  l  —  J  und  dieses  liefert,  nach  der  La- 
grang e' sehen  Methode  integrirt,  das  allgemeine  Integral: 

oder,  was  dasselbe,     #  -=  yty  (  —  J  +-  <p 


(3)  Die   Hülf sgleichungen    sind:    qdy  -f-  pdx  =  0     und 

P 
q2dp  dy  -\- p2  dqdx  =  0.    Aus   ihnen  folgt:  —  =  A.    Ferner giebt 

die  erste,  mit.  dz  =  pdx  -\-  qdy  verbunden,  das  Integral  z  =  B\ 

p 
daher  ist  das  Zwischenintegral:  —  =  cp  (z).    Aus  diesem  folgt  nach 

der  Lag  ränge'  sehen  Methode  das  allgemeine  Integral: 
*  0)  =  V  +  %  9  (#)• 

(4)  Allgemeines  Integral :  z  =  cp  (x  y)  -f-  x  ip  (  —  V 

(5)  Ein  Zwischenintegral  ist :  p  -\-  a  q=-  e~2ahx  cp±  (y  -{-  ax). 
Die  Lagrange' sehen  Hülfsgleichungen  desselben  sind: 

d x dy  dz 

1  a  e~2ahx  (p1(y  .-\-  ax) 

Daher:  y  —  ax  —  0  und  sodann:  d  z  =  e-2a&a;  qpj.  (2  a  ic  -)-  0)  <##. 
Setzt  man  fe~hucpl(u)dii=cp(u),  so  giebt  die  Integration  dieser 
letzteren  Gleichung :  #  =  eh  °  cp  (2  a  x  -f-  C)  +  Cx ,  und  somit  ist 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

.      g  —  eb(y~ax)  y  ty  _|_  a  ^  _j_  ^  (^  „  a  ^ 

5.  Aufgabe. 

(1)    Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  A  ist : 

a2  X2  —  1  =  0,    also   /U  =  — ,  A2  = 

a  a 

Man   erhält  so  die  beiden  Zwischenintegrale: 

a  V  4"  i?  =  <Pi  (ß  #  —  #)   und  a  y  — p  =  cp2  (a  %  4  #)• 
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Nimmt  man  einen  besonderen  Fall  des  letzteren,  etwa  ay — p  =  cc, 
so  wird  cpi(ax  —  q)  —  2  ay  —  cc,  also  umgekehrt : 

ax  —  q=&(2ay  —  «), 
somit  : 

2  —  axy  —  ux-\-ß  —  f  0  (2  ay  —  cc)  dy. 

oder,  wenn  man  f&(2ay  —  a)dy=  —  cp  (2  ay  —  cc)  setzt : 
z  =  axy — ax  ~\- ß -\- cp  (2  ay —  cc). 

Das  allgemeine  Integral  erhält  man  hieraus,  wenn  man  ß  =  ip  (cc) 
setzt,  wo  ty  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  und  sodann  a  aus 
den  beiden  Gleichungen  g  =  axy  —  cc x  -f-  1p  (cc)  -(-  cp  (2 ay  —  cc) 
und  0  =  —  x  ~\-  ip' (cc)  —  cp'  (2ay —  cc)  eliminirt. 

(2)  Setzt  man,  wie  in  der  4.  Aufgabe  S.  422,  Im  +■  (7=0, 
so  wird  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  m:  m2  —  (p  -\-  x)  m  =  0, 
also  mx  =  p  -\-  x,  nh>  =  0.  Demnach  erhält  man  die  beiden 
Systeme  von  Hülfsgieichungen: 

yd x  -\-  y  dp  —  (p  +  x)  d y  =  0,  qdy  -f-  y  dq  =  Q 
und 

ydx-\-y  dp  =  0,  qdy  -\-  ydq  —  (p  -\-  x)  d x  =  0. 

Aus  dem  ersten  Systeme    ergiebt   sich   leicht   das   Zwischenintegral 

(%)  ~\—  x  \ 
y   Verbindet  man  dieses 

mit  dem  aus  der  ersten  Gleichung  des  zweiten  Systems  sich  er- 
gebenden Integrale  p  -f-  x  =  cc  (dem  einzigen,  welches  dieses  System 
darbietet)  und  mit  der  Gleichung  d  0  .=  p  d  x  ~\-  qdy  und  setzt 
man  die  bei  der  Integration  des  letzteren  Ausdrucks  neu  auftretende 
Constante  gleich  einer  willkürlichen  Function  ty  (cc)  von  cc,  so  findet 
man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  durch  Eli- 
mination von  cc  aus  den  Gleichungen: 

2  —  GCX   ~    -  X2    -\~    (p  (-J    +    lp(tt) 

und 

0  =  X   +    j   <p'(^)    +    0». 

Dasselbe   Resultat   hätte  man  gefunden,  wenn   man   das  Zwischen- 

integral  qy  =  (p  ( J  nach  der  Charpit'schen  Methode  inte- 

grirt  hätte,  da  p  -\-  x  =  cc  ein  Integral  der  Charpit'schen  Hülfs- 
gleichungen  ist. 
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(3)    Die  beiden  Systeme  von  Hülfsgleichungen   sind  hier : 
xclx  —  pq  dp  —  py  dy  =  0,     2p y  dy  —  p2  dq  —  x dx  =  0 
und 

2qydy  —  pqdq  —  pydx  =  0,    pxdx  —  p2  qdp  —  qxdy  =  0. 
.    Aber  nur  das   erstere  liefert  integrable   Combinationen ,    und   zwar 
findet  man  leicht  die  Integrale: 

PQ.  —  9  y~  =  A    und    p2  q  —  -  x2  =  jB, 

so  dass  ein  Zwischenintegral  der  gegebenen  Gleichung  lautet: 
1      „  /  1 


Pd  Q.  —  2  x    =  <P  \P  c+  ~  2  r 

Eine  weitere  Integration  des  letzteren  nach  der  Oharpit'schen 
Methode  erweist  sich  als  nicht  ausführbar;  dagegen  findet  man 
particuläre  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  man  die  vor- 
her erhaltenen  Gleichungen  p  q  —  —  y2  —  A  und  p2  q —  —  x2  =  B 
nach   dieser  Methode  integrirt.      Man  erhält   so  resp.: 

e  =  Alx+  ^y+^yt  +  A.2 
und 

*  =  jfj  (b  +  \  x-^k  dx  +  B?y  +  H,_. 

In  §.  271,  S.  463  wird  gezeigt,  wie  man  aus  jedem  solchen  parti- 
culären  Integrale  das  allgemeine  finden  kann. 

7.  Aufgabe. 

(1)  Man  erhält  hier  nur  ein  System  von  Hülfsgleichungen, 

nämlich:  pdx  —  xdp  =  0   und   qdy  —  ydq  =  0,    so   dass  das 

/p    q  \ 
Zwischenintegral  der  gegebenen  Gleichung  ist :   F  l—,  —\  =0.   Als 

\x    y  / 

particuläres   Integral    der   gegebenen   Gleichung    erhält   man,   wenn 

p  q 

man  —  =  2  a,  —  =  2  b  setzt :    z  =  a  x2  -f-  b  y2  -\-  c    und   das   all- 
x  '  y 

gemeine   Integral    findet    man,    wenn    man    c    aus    den    Gleichungen 

z  =  cp  (c)  x2  -\-  Jp  (c)  y2  4"  c    und    0  =  9'  (c)  x2  +  i>f.(c)y2  -f   1 

eliminirt. 

(2)  Man     erhält    nur    ein    System    von    Hülfsgleichungen, 
nämlich  : 

pdx  +  p  q2  dp  —  2  q  dy  ■=  0  und  qdy  +  p2  q  dq  —  2  p  d  x  =  0. 
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Hieraus  folgen  leicht  die  Integrale:  q2 p  — 3  x==  a,  p2  q  —  3  «/  =  &,' 
so  dass  das  Zwischenintegral  der  gegebenen  Gleichung  lautet: 

F  (q2p  —  3  x,  p2  q  —  3  y)  =  0. 
Als  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ergiebt  sich: 

(*+c)»-=  (a  +  3x)  (b  +  3y), 
und  das  allgemeine  findet  man,  wenn  man   c   aus  den  beiden  Glei- 
chungen   0  +■  c)3  =  [(p(c)  +  3x]   [>(c)  -f  dy]    und   3  (#  -f  c)2 
=  {<p  (c)  +  3  r»}  ^'  (c)  +■  {i/>  (c)  +  3  #}  g>'  (c)  eliminirt. 

'      (3)     Man  erhält  nur  das  eine  System  von  Hülfsgieichungen : 

(1   +  p2  -f  q2)~^dp  +  j?gd#  +  (1   +  i^2)^  =  0 
und 

(1   +  iJ2  +  g2)-1/.  äq  +  £g^  +  (1   +  q2)  dy  =  0. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  einmal  dy.  das  andere  Mal  dx  eliminirt 
und  die  entstehenden  Gleichungen  integrirt: 

(x  —  a)  (1  +  p2  +  q*)*  +  P  =  0,  (y  -  6)  (1  + 1>*  +  g2)%  +  9=0. 

Bestimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p  und  #,  setzt  dieselben  in 
dz=pd%-\-qdy  ein  und  integrirt,  so  erhält  man  das  particuläre 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

(*-a)»+fo-&)*+(*-c)*=  1, 

und  das  allgemeine  findet  man,  indem  man  c  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 

{3-9>(c)}»+{s/-*(c)}»+(*-c)*=  1 
und 

{x  -  q>(c))(p'(c)  +  {y-*(c)}^'(c)  +e-c=0 

eliminirt. 

8.  Aufgabe.  Durch  Auflösung  der  Gleichung  (p  (x,y,#,a,l),c)  =  0 
nach  z  erhalte  man:  z ■  =  &  (x,  y,  a,  fr,  c),  wo  l>  und  c  als  Functionen5-' 
von  «■  aus  den  Gleichungen  4>  (a,  b,  c)  =  0  und  %  (a,  ?),  c)  =  0  zu 
bestimmen  sind.  Um  die  Enveloppe  zu  erhalten,  hat  man  a  nicht 
mehr  als  eine  Constante,  sondern  als  eine  Function  von  X,  y,  0  zu 
betrachten,  welche  mittelst  der  Gleichung 

dfr       d&db        d&dc_ 

da        db  da        de  da 
zu   bestimmen    ist.    Es    gelten    daher    auch    für    die   Enveloppe    die 

Ort  d& 

Gleichungen:  p  =  - — ,  q  —  - —     Differentiirt  man  diese  Gleichun- 

ö  dx  dy 

gen  nochmals  nach  x  und  y  und  setzt  der  Abkürzung  wegen; 
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o2»  =  A    v&_  =  B  _dldL  =  c, 

d  adx  "*  dbdx  d cdx 

82»    =  A,    W^  =  B,    WQ_  = 
da dy  db dy  '  dcdy 

so  erhält  man  die  Gleichungen: 

ox2  ox  ox  ex 

d2&     .     .da    ,     .^fc     ,    „de 

s—t—^-^-A- 1  B—   +  G  — 

8  #0  2/  02/  ^#  f;^ 

=  »!*  h-^^  +  b'^  +  o'^, 

dx  dy  ö  x  ö  x  ox 

dy2  dy  oy  oy 

Hieraus  folgt: 

\        dxdyj       \        dx2 J  \        dy2/ 

\dy  ox       dx  dy 

\dy  dx        dx  dy, 

\dy  dx       ox  dy, 

Die  zweiten  Factoren  der  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  verschwinden  aber  nach  §.  10,  da  b  und  c  blosse  Func- 
tionen von  a  sind.     Somit  ergiebt  sich: 

8  ~  dx~dy)  ~"  \   ~~  dtf)  V  ~~  W/  =  ° 
oder : 


d2ft  d2&         i_d2®     __(,__    2\_  V2®^2®       (  V'1®  V 

dy*  r~2dxdy$  +  ~dx~2  *—(*■*  —  «)  — -  g^"  g^7       Vöaös// 

Diese  Gleichung  ist  aber  von  der  Form : 


Rr  +  Ss  +  Tt+  U(rt  —  s*)  =  V 
und  ihre  Coefficienten  genügen,  wie  man  sieht,  der  Bedingung 
S2  —  4(i?T+  UV)  =  0. 
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§.  242. 

1.  Aufgabe.  Durch  die  Substitutionen  Z  =  px  -\-  qy  —  z, 
X  =  p,  Y  =  q,  x  =  P,  y  =  Q  geht  die  Gleichung  q2r  ' —  2pqs 
+  pH  =  0  über  in:  X2B  +  2XYS  +  Y2  T  =  0,  deren  allge- 
meines Integral  nach  Nr.  2  der  3.  Aufgabe  in  §.  241  lautet: 

z  =  z*(!)  +  9,.(f 

Hieraus  ergiebt  sich ,  wenn  man  nach  X  und  Y  differentiirt  und 
für  X,  F,  Z,  P,  Q  ihre  Werthe  restituirt: 

-<f)-M§)-Mf)-=<i)+MI> 

P«  +  00  —  *  =  pi>  (Jj  +  9  (J)« 
Aus  der  ersten  und  zweiten  von  diesen  Gleichungen  folgt: 
pX  +   32/  =  ^  (Jj, 

daher  mit  Rücksicht  auf  die  dritte:  cp  l  — )   =  —  #,    oder  umge- 
kehrt:   —  =  <Z>  (#).      Setzt   man    diesen   Werth   in     die    Gleichung 
p 

x  +   —  2/  =  ^  (— )  ein  und  macht  i£>  {<£(#)}  =  ^(V),  so  folgt  als 

allgemeines  Integral  von  q-r —  2 pqs  -\-p2t^=  0:  # -|- ?/<£(#)  =  ?-P*(#). 
Dasselbe  stimmt,  wie  man  leicht  erkennt,  mit  dem  in  Nr.  3  der 
3.  Aufgabe  des  §.  241  überein. 

2.  Aufgabe« 

(1)    Die  transformirte  Gleichung  ist: 

PQS  +  Z  (BT  —  S2)  =  0. 
Die   beiden   Systeme   von  Hülfsgieichungen  hierfür    sind:   dP  =  0, 
Zd  Q  —-.PQdX=  0  und  d  Q  =  0,  ZdP  —  P  QdY  =  0.    Ver- 
bindet man  mit  jedem  derselben  die  Gleichung: 

dZ  —  PdX—  QdY=  0, 
so  erhält  man  leicht  die  beiden  Zwischenintegrale : 

'Z=Q[Y+®(F))    und    Z  =  P{Z+y(©}, 
Nimmt  man  die  speciellen  Fälle  :  Z  =  Q(Y+  ß),  Z  =  P  (X  +  «), 
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so  findet  man  ein  particuläres  Integral  der  transformirten  Gleichung 
in  der  Form:  y  7j  =.  (X  -\-  a)  (Y  -\-  ß)  und  hieraus  leicht  ein  parti- 
culäres Integral  der  gegebenen  Gleichung  in  der  Form:  z  =  yxy 
—  a  x  —  ß  y,  woraus  man  dann  nach  §.  271  auch  das  allgemeine 
Integral  erhalten  kann.  —  Man  kann  aber  auch  jedes  der  beiden 
Zwischenintegrale  nach  der  Charpit' sehen  Methode  integriren. 
Nehmen  wir  Z  =  Q[Y"-(-  ^  CP)]>  so  giebt  eine  der  CharpiV sehen 
Hülfsgieichungen  ä  Q  =  0,  also  Q  =  a,  daher :  a  0?  (P)  =  ^-a7 

oder  umgekehrt:  P  =  cp1  ( )•      Setzt  man  die  Werthe  von 


Q  und  P  in  dZ  =  PdX  -f-    QdY  ein  und  integrirt,  so  folgt: 
X  —  b  —     /   — ^77= — — ,    also :    X  —  b  =  a  ™  ' 


Das   allgemeine  Integral   ergiebt    sich ,   wenn   man  b  =  ty  (a)   setzt 

f2,  —  a  Y\ 
und  a  aus  den  beiden  Gleichungen  X  —  fy  (a)  =  a  cp  l J 

i'r  \  (Z-aY\       Z     ,/Z-  a  Y\         .   . 

und  —  u>  -(a)  =  <p     ) <p elimmirt.  mer- 

\        a       J       a       \       a       / 

nach  findet  man  das  allgemeine  Integral    der   gegebenen  Gleichung 

in  der  einfachen  Form:  z  =  x  $>  (y)  -f-  y  W '(#). 

(2)  Um  diese  Gleichung  zu  integriren  ,  betrachte  man  y 
als  die  abhängige,  x  und  z  dagegen  als  die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen.    Es  gelten  dann  die  Transformationsformeln : 

d  y  _  1      dy  p    c2y t        d2y    pt —  qs 

dz         ci      dx~~         q1   dz2  g3 '   dzdx  q?>      ' 

d2y  q2r  —  2pqs-\-p2t, 

d  x2  q?> 

wo  p.  q,  r,  s,  t  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  früher.    Hierdurch 
geht  die  gegebene  Gleichung  in  die  folgende  über: 

d2y    _      dy     ,        dy 
x  z  —     7c—  —  z  —      -\~  x  -p:        -  y , 
dzdx  dz  d  x 

welche   der  Form   nach   identisch    ist  mit   der  Gleichung  in    Nr.   3. 
Ihr  allgemeines  Integral  ist  daher:  y  =  x  0  (z)  -f-  z  W{x). 

(3)  Die  transformirte  Gleichung  lautet:  X2  T  —  2  X  Y S 
~\~  Y2B  =  XP  -f-  Y  Q.  Die  Hülfsgieichungen  derselben  ergeben 
nur  eine  integrable  Combination,  deren  Integral  X2  -\-  Y2  =  u  ist. 
Man  führe  daher   an  Stelle  von  X  und  Y  die   neuen    unabhängigen 
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Veränderlichen  u  und  v  ein  mittelst  der  Gleichungen  X2  -\-  Y2  =  u 
2  X  Y  — -  v ;    dadurch  nimmt  die  transformirte  Gleichung    die  nach 

§.  228  integrirbare  Form  an  :  {u2  —  v2)  -^—?  =  v  -^— ,  deren  allge- 
meines Integral  ist :    Z  =  cjp  (u)  -\-  ty  (u)  arc  sin  -  •     Demnach  ist 

u 

das  allgemeine  Integral  der  transformirten  Gleichung : 

Z=  <p  (X»  +   Y2)  -f  i>  (X»  +  r»>  «rc  sm  ^  ^  ^ 

Hieraus  findet  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung, 
wenn  man  p  und  q  aus  den  drei  Gleichungen 

2p  Q. 

px  -\-  qy  —  0  =  cp  (p2  -{-  q2)  -\-  ip  {p2  +  q2)  arc  sin  —=- — - , 

P  -\-  q 

x^2pcp'  (p2±q2)--—^2ii{p2  +  q2)  +  ^ 

p  -f-  q  P    \  y. 

eliminirt. 

(4)    Die  transformirte  Gleichung  lautet: 
(l  +  XY+X2)E  —  (X2  —  Y2)  S  —  (1  ■  +  X  Y  +  Y2)  T  =  0. 

In  diese  führe  man  an  Stelle  von  X  und  Y  die  neuen  unabhängigen 
Veränderlichen  u  und  v  ein  mittelst  der  Gleichungen :  X  -(-  Y  =  u, 
X  —  Y  =  v ,   wodurch  dieselbe  übergeht  in  die  leicht  integrirbare 

Gleichung:  uv  77-77  +    (V  +  2)  ö — T"  =  °-    üas  allgemeine  Inte- 
st2        v  duov 

gral  dieser  Gleichung  lautet : 


z  =  <p  («)  +  VV  +  2  ^  ^ — -±— J, 

daher  das  der  ersten  transformirten  Gleichung: 

z=cp  (x+r)  +  V(x+r)2  +  2  *  V      x-r      / 

Hieraus  findet  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung, 
wenn  man  p  und  q  aus  den  drei  Gleichungen 

px  +  qy-g  =  9(p  +  ä)  +  V(p  +  Q)'  +  2  ^(        /_!^+2 
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V(p  +  q)2  +  2     \      p  —  q 


2  l+j9g  +  ^  ^  fV(p  +  qy  - 


(p  —  q)2  \  p  —  q 


eliminirt. 


V(p  +  q)2  +  2       V         13 

+  PQ.+. 

(p  —  #)2 


245 


1.   Aufgabe.     Durch  die  Substitution  z  =  cp  (£,  17)  ^  geht   die 

Gleichung  ttu^-  4-  .L  ttt  +  -^  ^ \~  Nz  =  V  über  in : 

ö  dg  drj  di;  drj 

d*u     .    1/3  qp  \du   .    l/dcp  \du 


+  ~ 


1  /  92<p 


d%  drj   '        V  cp 


cp\d£dr] 
Bildet   man   nun   aus     den   Coefficienten    dieser   Gleichung   die   den 

Ausdrücken  L  M  —  N  4-  -x —  und  LM—  N  4-  t^t  entsprechen- 

drj  dt, 

den  Functionen,  so  findet  man  genau  diese  Ausdrücke  wieder.  Die- 
selben sind  also  für  alle  Substitutionen  dieser  Art  absolute  Inva- 
rianten. 


2.  Aufgabe.     Es  ist: 

Kr+i   =  Nr+i  —  Lr+i  Mr+i   —  — pT~i 

7  _    V  T  W  dM'  +  l 

J-r+1     ivr  +  i    —    A-  +  1  iyir-\-l   — ~ 

Es  ist  aber  ferner: 


Lr+1  —  Lr — — — — 5     Mr+x  =  Mr , 

Nr+1  =  Lr  Mr    +    Kr    +    Kr   4   (^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorstehenden  Ausdrücke  ein,  so  folgt: 
_'d-UogKr  dUr         dLr 

Er+1  -  "nW  +  Kr  +  Tf~Tf Ir+1  —  Er- 
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also,  da 

dMr  0Lr  _ 

—^ —     ^  v     -K-r  J-r 

drj  dl; 

ist: 

_  8?  log  Kr    ,  T     T       _  K 

dt;  ÖT{    ■ 

Ist  eine  der  Grössen  K  gleich  Null,  so  führt  die  Laplace'sche 
Methode  zum  endlichen  Integral  der  Gleichung.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  niuss  man  versuchen,  ob  die  Methode  vielleicht  anwendbar 
wird,  wenn  man  die  Rollen  von  £  und  r\  vertauscht.  Bezeichnet 
man  die  dabei  auftretenden  Functionen  mit  Jcr  und  ir,  nämlich 

ir   =  Nr    -   LrMr   —  ^^  ,       K    =  Nr    ~   Lr  Mr    —    ^, 

so  ist: 

c2  log  i 


LI-  iUU    Vr         .  _     .  7  7 


Dieser  Fall  tritt  bei  dem  angeführten  Beispiele  s  -f-  xyp  —  2y  & 
ein.  Während  hier  die  Reihe  der  K  lautet:  K i  =  —  3  ^/,  Ül2  =  —  4«/, 
K?)  =  —  5y,  . . .,  ist  die  Reihe  der  i\  ix=  —  2  #,  «2  =  —  V,  h  =  0. 
Man  gelangt  also  nach  zwei  Transformationen  zu  einer  integrablen 
Gleichung.     Die  transformirten  Gleichungen  sind: 

+  ^y^-  —  y^i  =  0    und    —  ^—  +  £?/—  =  0, 


wobei 

1  ,      1     0^i         ,  .    1   dz2 

2  2y    dy  y    oy 

ist.     Als  Integral  der  Gleichung  für  #2  findet  man: 

#2  =  t/>  (2/)  -f-  y  e~^°°yi2  cp  (x)  dx. 
Hieraus  findet  man  nach  einander  für  &i  und  z\ 

#1  =  xil>(y)  +  ^—^-  +  x  I  e-V*xy*  cp  (x)  dx—   I  erKw*  x  cp  (x)  dx 

und 

2z  =  x^(y)  +  2Xy~lf'(ij)  +  ^~  +  ^  fe-y**y'2<p(x)äx 
y  y  <j 

i    1  —  2xy2  f  e-y2xiß x y tx) dx  +  I    /  e- V,^ (Xy2  —  i)Xcp (x) d x. 

iß      j  ylJ 

F  o  r  s  y  t  h  j  Differentialgleichungen.  44 
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§•  247. 
2.  Aufgabe. 

(1)  Es  folgt:  q  =  +  ap  —  —  p2  -\-  G.  Eine  der  Char- 
pit' sehen  Hülfsgieichungen  giebt:  p  =■  co,  wo  co  eine  Constante  ist, 
also  q  =  +  a  co  —  —  co2  -\-   C,  somit 

z  =  cox  -f-   (+  aa  — -  co-  -f  CJ  y  +  ^i- 

(2)  Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q  ist: 

e +*>(£)' -.«£  +  .  +  .■=■* 

Differentiirt  man  dieselbe   nochmals  nach  _p,   so  wird  dieselbe   inte- 
grabel  und  liefert:  q  =  ap  -f-    V — 1  —  a2.     Somit  wird: 


=  <p  (%  +  ay)  +  y  V—  1  —  a2 


§.  250. 

2.  Aufgabe« 

y  =  |  {2T(s  +  at)  +  *>  -  at)}  +  ^_  {/(a.  +  Clt)  -f(x  -  a*)}. 

3.  Aufgabe. 

(1)     Das  particuläre  Integral  findet  man  wie  folgt.    Es  ist: 

Z  ~  2)2  j_  j)>2 cos  m  x  cos  nV  =  ^  £2\j)>2  emiX' cos  n  V 

_  Oft  ei  mx  __  cos  ny  =  cös  m  x  .  CÖS  n  ^ 

cvs        1  „•„„       cosmxcosny 

D  2  —  m2  —  m2  —  n2 

Somit  ist  das  allgemeine  Integral  : 

^  ,     ,    .  .    .     „ ,         .   N        cosmx  cosnij 

s  =  F(x  +  iy)  -{~f(x  —  iy) —r-. — r^-- 

m2  4-  w2 
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(2)     Das  particuläre  Integral  ist: 

1  _        ,  1 _    1 


■     2D'2  *  6.  12 

Demnach  ist  das  allgemeine  Integral: 

z  =  cp  (y  —  2x)  +  f  (y—x)  +  —  +  — 

(3)    Führt  man   an  Stelle  von  y  die  neue  Veränderliche  ti 
ein  mittelst  der  Gleichung  y  -\~  ax  =  u,    so  erhält  man   die  Glei- 

d20  1 

chung :  —  =  /  (u),  daher :.  #  —  -x2f  (u)  -\-  x  cp  {u)  -f-  ip  (u).     Dem- 
nach ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

z  =  -x2f(y  +  ax)  +  xq)(y  +  ax)-\-ip(y+-ax). 


(4)    £  =  cp(x  +  y)  Jrip(x  +  coy)  +  %(x  +  m 


6  W3 


2. 


#°«/ 


4.5  .6 


a>! 


_l_  wo  CQ  eine  complexe  cubische  Wurzel  der  Einheit  ist. 

4.5.7.8.9 

(5)  Um  den  dem  Gliede  %(x  -\-  b  y)  entsprechenden  Theil 
des  particulären  Integrals  zu  erhalten,  führe  man  für  x  und  y  die 
neuen  Veränderlichen  |  und  rj  ein  mittelst  der  Gleichungen : 

'      x  +  by  —  |,    «/  -f-  öäj  =  % 
dann  geht  die  diesem  Theile  entsprechende  Gleichung  über  in: 
d2z  1 


a|2        (1  —  «5)s 


%(£)• 


Somit  ist  dieser  Theil  gleich        _  •  //  %  (£)  d£2   und    das  all- 

gemeine Integral  der  gegebenen  Gleichung  lautet: 
*  =  0/(0  +  a^)  +A  (y  +  ax)  +ff<P  ¥)dx^~ffi^{y)chß 

wo  nach  der  Integration  für  £  wieder  x  -\- b  y  zu  setzen  ist. 

(6)    e  =  xf(.x+y)+A(x  +  y)+j  +  j(p(x-\-y). 

44* 
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5.  Aufgabe. 

(1)     Für  die  Complementärfunction  erhält  man: 
(D  —  DJ  (7)  +   D1  -f.  R2)  u  =  0, 

wo  D,  Di,  D>  resp.  zur  Abkürzung  für   — — ,    — ,    - —   gesetzt    ist. 

"  ox     c  y     o  z    " 

Die  Complementärfunction  ist  demnach :  cp  (y  -)-  x)  -\-ty(y  —  x,2  —  x). 
Für  das  particuläre  Integral  hat  man: 

i  _  i  /.      A  ,  AA\ 


=   jy\xyz  —  -xHj  +  -  «sj, 


also: 

u  =  lx^e-hxty  +  ^öx"- 

Das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  somit : 
u  =  (p(yJrx)-\-il>(y  —  x,z  —  x)-\-  -  x*y&  —  —  x*  y  -f  y^  x\ 
(2)     Es  ist : 

d       d  \  (  d  d\  (d_        d  \     __ 

demnach 

^=9)(^-^)  +  t&+2^)   +  #  (s  +  3  y) 


§.  252. 

Aufgabe.     Ist  &  (D,  DO  =  (D'  —  a  D  -  ß)r+l  •  *F(D,  Z>') ,  so 

dass  Je  ==  all  +  ß  eine  (r  -)-  1)- fache  Wurzel  der  Gleichung 
0  (/*,  Je)  -~  0  ist,  so  ist  der  dem  ersten  Factor  entsprechende  Theil 
der  Complementärfunctiou  gleich 

o  =  e(*y ■ 0 

{D'  —  aD  —  ß)^1  (Df  —  a  Df +i     ' 

und  daher  nach  §.  44  gleich 

eßy{e«yI)[cp0(x)  +  ycp1(x)+ h  3T  fJPr  («)]} 

d.  i. 

ePy{<PQ(x  +  uy)  +  y(pi(p  +  uy)-\ \-yr<p  (x  +  <*y)}- 
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§.  254, 


2.  Aufgabe. 

(1)    *  =  F(xy)  +■  ijf(^)  +  xylogx. 


(2)    e=F(xy)  +  f''lJ 


3.  Aufgabe. 

(1)    u  =  xF('^)  +  xnf^y 


x)  \%)         n  —  2        2  (n  —  3) 

(2)     Die  Complementärfunction  ist  x  (p  (  —  J  -\r  ip  (  —  J.     Um 
das  particuläre  Integral  zu  finden,  sei  allgemein : 

Bezeichnet  dann  /  (xx ,  #2,  ...,  #w)  eine  homogene  Function  Ä-ten 
Grades  der  n  Veränderlichen  x1,x2,...,xn,  so  ist  nach  dem  Eul ein- 
sehen   Satze   von    den  homogenen   Functionen:   7t  f  =  Ä/,    daher 

11 

—  f=  -r-  f\  ferner,  wenn  a  eine  Constante  bedeutet:    (it  —  cc)  f  = 

Tt "  k 

(a  —  cc)/,  also:  — /==  ■= /.     Hieraus   folgt  allgemein  der 

7t  —  et  a  —  a 

Satz:      Ist  G  (7t)  eine  ganze   rationale  algebraische  Function   von  % 

mit    constanten   Goefficienten   und  f(xL,  %,  . . .,  xn)    eine  homogene 

Function  Ä-ten    Grades   der  n  Veränderlichen  x^  x^  ...,  xn,  so  ist 

die   Operation   von  G  (n)    resp.  -777—7  an  /  gleichbedeutend  mit  der 

Multiplication'von /mit  G  (X)  resp.  Division  von  /  durch  G  (a).  — 
In  unserem  Beispiele  ist 

n 

7t~X~dx~+!J'd^'  /(*'  lj)  =  (X"  +  ^2)2' 
also  a  =  n,  und  ö  (tf)  =  n  (%  —  1).     Demnach  ist  das  particuläre 

n 

M  _f_    y2\2 

Integral  u  =  — 7 -,   und    somit    das  vollständige  Integral   der 

n  (n  —  1) 

gegebenen  Gleichung  : 
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«  =  ">  ©  +  *©  + 


(x2  +  y2)* 

n(n  —  1) 

(3)    Setzt  man  x  =  e%,  y  =  -eri,  3  =  e^  und  -^r   ■=  D, 


=  A ,  — —  =  D» ,  so   erhält  man  : 

drj  de, 

1  1(1 

W  =   TTT—, — ^ i -^  so     i ö    0 


n(n  —  1) 

81 


(D  +  A  +  A)2  +  ^2  2ni\D  +  A  +  D2  —  in 

0 


D+A+ A+  ^ 
2ni\         D  +  A+A  D  +  A  +  A     J 

-L{6^  *  (^—1,  e  -  ö  -  e--^(^_§,  g  - 1)} 


2  wi 
Macht  man  noch 


l,{e-^(%|)%i)-e--^(zo,|,%£ 

man  noch 
^  (*  -  HO  =  *  (|,  J)    und    J-  (*  +  *)  =  <,  (l,  l), 


2 
so  erhält  man  für  u  den  Ausdruck 


u 


cos  (n  log  x)  cp  (— ,  —  j  +  sin  (n  log  x)  ty  (  — ,  —  )  • 

\X      00  J  \X      X  / 


7)  r) 

4.  Aufgabe.     Setzt  man  (1  —  x2)  -^ h  (1  —  xy)- —  =  7t, 

0  x  oy 

so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an:  ti(tc%i)  -f-  n2u  =  0  oder 
(7t2  -\-  n2)  u  =  0.  Man  führe  nun  statt  x  und  y  zwei  neue  Ver- 
änderliche £  und  rj  ein,  so  dass  die  Operation  mit  %  gleichbedeutend 
wird  mit  der  Differentiation  nach  nur  einer  dieser  neuen  Veränder- 
lichen, dass  also  (1  —  x2)  — —  4-  (1  —  XV)  ^ —  —  ~^T  l^>  Dies  ist 
7  dx  cy         0  § 

der  Fall,  wenn  man  für  §  und  r\  die   beiden  Integrale  des  Systems 

= —  =  dt,  also  t  =  log  1/ und  y\  =  -./- - 

1  —  x2        \  —  xy  b  JV   1—x  '        Vl  —  x2 

nimmt.      Dadurch    geht   die   Gleichung   (tc2  -\-  n2)  u  =  0  über  in : 

d2  ■  \ 

^-7^   -f-   n2  )  u  =  0,  und  das  Integral  dieser  ist : 

cp  (17)  cos  n  §  -|-  ^  ('*?)  s^  ^  I- 
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Somit  wird  das  Integral  der  gegebenenfGleichung  dargestellt  durch : 


+  *(v£7)4-VBf)- 

5.  Aufgabe. 

(1)  "  =  W^D1°  +  D--aD1  +  2ab0  =  (p^-ax) 
-f.  <*<v-**)  tp  (y  +  ax).     (D  =  ^Di=  g^)- 

(2)  Als  Complenientärfunction  findet  man  leicht : 

cp(mx  -f-  ny)  -f-  emyty(nx  -\-  my). 

Der  dem  Gliede  cos(mx  -t  ny)  entsprechende  Theil  des  particulären 
Integrals  ist  gleich 

sY> ßimx  +  iny 

(n  D  —  m  Di)  (m  D  —  n  Dx  +  m  n) 

pimx  +  iny  1  pimxA-i  n  y  ™ 

=  §R — -T-r-« — ^  - -r,       -^  1  =  at 


m  n  -\-  (m2  —  n2)  i  n  D  —  m  Dx  mn  -f-  (W2  —  n2)  ?'  % 

m  w  cos  (m  x  -f-  ny)  -\-  (m2  —  n2)  sin  (in #  +  w  #)  „ 
m2  w2  -\-  (m2  —  n2)2  n 

Endlich  ist  der  Theil  des  particulären  Integrals,  welcher  dem  Gliede 
cos  (Jcx  -\~  l  y)  entspricht  : 

1 


9fc  ßilcx  +  ily 


(nD—mDi  +  ihn— ihn)  (mD—nDx  +  ihm  —iln-\- mn) 

pi  lex  +  ily 

=  9t    : - : : 

i  (k n  —  Im)  (m n-\-iJcm  —  il n) 

mnsin  (Jcx  -f-  ly)  —  (m  Je  —  n  1)  cos  (Jcx  -f-  ly) 

(n~k  —  m  1)  [m2 ri2  -(-  (Je m  —  l n)2] 

Die  Summe  dieser  drei  Theile  bildet  das  vollständige  Integral. 

6.  Aufgabe.  Nach    dem    allgemeinen    Satze    in   Nr.  2    der 

TT 

3.  Aufgabe  ist  das  particuläre  Integral  dieser  Gleichung:  0  =  ~7~V 
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Auch  die  Coinplementärfunction  ist  leicht  zu  finden.  Bezeichnet 
nämlich  za  eine  homogene  Function  ec-ten  Grades  der  m  Veränder- 
lichen Xi,  x2,  •••»  #»m  so  ^t:  (^  —  oc)  #«  =  0-  Zerlegt  man  also 
/(?r)  in  seine  einfachen  Factoren,  so  dass 

f(%)  =  (7t  —  ax)  (it  —  a2)  ...  (it  —  «/) 

ist,  wo  X  den  Grad  der  Function/  angiebt,  so  wird  der  Gleichung 
f  (7t)  z  =  0  genügt  durch  alle  Werthe,  welche  den  Gleichungen 
(7t  —  cc{)  #  =  0 ,  . . .,  (7T  —  Mi)  $  =  0  genügen,  d.  h.  es  ist  : 

Eine  Modification  tritt  ein,  wenn  &!  eine  (r  -)-  1,)- fache  Wurzel  der 
Gleichung /(ft)  =0  ist.  Um  dann  den  dieser  Wurzel  entsprechen- 
den Theil  der  Complementärfunction  zu ,  bestimmen,  denke  man  sich 

für  den  Augenblick  xi  =  <£l  und  — r-   =  Di  (i  =  1,  2,  . . .,  m)  ge- 

setzt;  dann  ist  derselbe  gleich  dem  Werthe  von 

T 

o, 


also  nach  §.33  gleich 

wo  die  Ai,  Ai,  .  .  .,  Ar  als  Functionen  von  §2!  £si  •  •  -i  §m  zu  be- 
trachten sind.     Dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich: 

e«i*  [0,  (io-^&r-li,  •  •  .,g»-|i)  +  $2  (I2-I1,.- .,  gm-Si)  £1  +  •  •  • 

+  *r+i(&-Si,...,i»-fi)iri 

oder,  wenn  man  mit  #Wl,  8av  • ..,  #JX    homogene   Functionen   c^-ten 
Grades  der  m  Veränderlichen  Xi,  x%,  . . .,  #m  bezeichnet,  gleich 

und  dies  ist,  im  Falle  ccx  eine  (r  -f-  1) -fache  Wurzel  von /(jt)  =  0 
ist,  der  dieser  Wurzel  entsprechende  Theil  der  Complementärfunction. 

§.  258. 

Aufgabe.  Man  denke  sich  u  in  die  Summe  zweier  Functionen 
Ui  -f-  it2  von  der  Beschaffenheit  zerlegt,  dass  sie  beide  der  Diffe- 
rentialgleichung genügen  und  dass  %  =f(x)  und  -^—  =  0für£=0, 
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dagegen  to2  =  0  und  -~  =  F  (x)   für  t  ■=  0   sei.     Wie  leicht   er- 

0  V 

sichtlich,  sind  die  Ausdrücke  cos  a  (x  — .  X  -|-  a  t)  -\-  cos  a(x  —  X  —  at) 
und  sin  a(x  —  X  -\-  at)  —  sin a(x  —  X  —  at),  wo  a  und  X  beliebige 
Constanten  bedeuten,  particuläre  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung. 
Die  erste  benutzen  wir,  um  %,  die  zweite,  um  %  zn  bilden,  da 
dadurch  bereits  je  eine  der  beiden  diesen  Functionen  auferlegten 
Bedingungen  erfüllt  ist.  Multipliciren  wir  den  ersten  Ausdruck 
mit  ty(X)dX,  integriren  nach  X  von  — co  bis  -\-  co  ,  multipliciren 
sodann  mit  da  und  integriren  nach  a  zwischen  0  und  co,  so  ist' 
der  entstehende  Ausdruck,  den  wir  gleich  U\  setzen,  noch  immer 
eine  particuläre  Lösung,  und  man  erhält: 

op  +  co 

Ui  =   I  du  I    { cos  ajx.  —  X  -f-  at)  -\-  cos cc  (x  —  X  — -  at)}  ^  (X)  d  X. 

0  —  co 

Für  t  =  0  folgt  hieraus: 

co  _x     +co 

Ui  =  2  I  da  I  cosa(x  —  X)ty  (X)  d X, 

0  —oo 

und  dies  ist  nach  dem  Fourier'  sehen  Theorem  gleich  2  %  0  (x). 
Andererseits  soll  aber  Uy  ==f(x)  sein  für  t  =  0,  demnach: 


00  +co 

—       da  I    !cosa(x  —  X  -\-cit)  +  cosa  (x — X  —  at)\f(X)dX 

0  —co 

=  |  {f(x  +  at)+f(*-at)Y 

Analog  verfahren  wir,  um  %  zu  finden,    Wir  bilden  mit  Hülfe   der 
zweiten  particulären  Lösung  den  Ausdruck: 

+  00 


Uli 

d  somit: 

Hl 

27t  J 

0 

lh 


/  —  /     isina  (x  —  X-^at)  —  sin  a  (x—  X  —  at) }  F  (X)  dX. 

aitj     cc  J 


Derselbe  genügt  der  Bedingung,  dass  -^-f  =  F  (x)    sei   für   t  =  Q. 

o  t 

Um  ihn  zu  vereinfachen,  kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integratio- 
nen um: 
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CO  /  00 

=JrJFWdl\J  


%==_^_   i  F(X)dX\   I    —-' (X      X  +  Ut)   äcc 


sin  cc(x  —  X  —  at)    n    I 

1_ .y    da} 


J  cc 

0 


Aus  den  bekannten  Werthen  der  in  der  Klammer  befindlichen  Inte- 
grale (Dirichlet's  discontinuirlicher  Factor)  ergiebt  sich,  dass  der 
Ausdruck  in  der  Parenthese  gleich  %  ist,  wenn  X  in  dem  Intervall 
x  —  at  bis  x  -\-  at  sich  bewegt,  dass  er  aber  verschwindet,  wenn  X 
ausserhalb  dieses  Intervalles  liegt.     Daher  ist : 

x+at 

u>=.hfF^dL 

x  —  at 

Demnach  schliesslich: 

x-\-at 

«  =  \  {/(*  +  «0  +f(x-at)}  +  Yaf  F&>  clL 

x  —  at 

(Riemann,  Part.  Differentialgl.  S.  113.) 

§.  259. 

1.  Aufgabe,  Man  denke  sich  wieder  u  als  Summe  zweier 
Functionen  U\  und  u2  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  beide  der 
Differentialgleichung  genügen  und  dass  ux  ==/(#)  sei  für  t  =  0 
und  gleich  0  für  x  =  0,  dagegen  u%  =  0  für  t  =  0  und  gleich 
cp  (t)  für  x  =  0.    Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung 

du v         d2U 

~di~~a'Jdx^' 

welche  der  Bedingung,  gleich  Null  zu  sein  für  x  =  0,  genügt,  ist 
e—a2a*t  sinax,  wo  a  eine  Constante  ist.  Multiplicirt  man  mit 
%  (cc)  d  a1  integrirt  zwischen  0  und   co   und  setzt 


J 


e-a*ccH  sln  Mx%(M)clM  =  Uu 


so  genügt  uY  der  Differentialgleichung  und  ist  gleich  Null  für  x  =  0. 
Für  t  =  0  ist 


CO 

%i  =■  I  sin  ax  %  (cc)  d  a. 
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Andererseits  soll 


iii 


00  00 

z=f  (x)  =  —    I  sin ocx du  I  f  (A)  sin ccXdX 


(nach  Fourier's  Theorem)  für  t  =  0  sein;  somit  ist 


also : 


oder  : 


%  (a)  —  —  /  /  (A)  sm  «  A  cU, 
o 


00  2» 

^L  =  -    /  f(X)  d  A    /  e"^aH sw  a  #  sin al  da, 
o  o 

1  /*      ,.  ±a*t  4«2* 


Ferner  ist  e-^^ti— z)  cosax  ein  particuläres  Integral  der  gegebe- 
nen Differentialgleichung.  Setzt  man  voraus,  dass  t  —  A  positiv 
sein  solle,  multiplicirt  sodann  mit  da  und  integrirt  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo ,  so  genügt  auch  das  Integral 


/ 


e_0sa*tt-*)  C0Sax da, 


dessen  Werth  unter  der  über  t  —  A  gemachten  Voraussetzung  gleich 

ist,  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit 
der  Ableitung  dieses  Ausdrucks  nach  x.     Es  ist  somit 

4  a;- 

■ein  particuläres  Integral  der  Gleichung,  und  zwar  genügt  dieses 
auch  der  Bedingung,  für  t  =  0  zu  verschwinden,  da  alsdann  auch 
A  =  0  sein  muss.  Eine  Summe  von  Ausdrücken  dieser  Art  für 
verschiedene  Werthe  von  A,  multiplicirt  je  noch  mit  einer  willkür- 
lichen Function  von  A,  wird  daher  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
genügen  und  für  t  =  0  verschwinden,  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe 
von  A  sämmtlich  kleiner  als  t  sind.  Multiplicirt  man  daher  mit 
ip  (X)  d  X  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  t,  wodurch 
jene  Bedingung  über  A  erfüllt  wird,  so  stellt  der  Ausdruck 
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t 


^  x  fi>  (A)  e    il^~i:)(t-Xr^äl 
4  a°     v 


4a      0 


eine  Lösung  der  Differentialgleichung  dar,  welche  für  t  =  0  ver- 
schwindet. Um  zu  sehen,  was  hieraus  für  X  =  0  wird,  führe  man 
für  A  die  neue  Veränderliche  ^  ein  durch  die  Gleichung 


f*; 


dann  wird: 


2  a  (*  —  A)V, 

.CO 


2 « yr 

daher 

ih 

'  2a? 

*(0 

für  #  = 

=  0. 

Nun 

sollte  aber 

lh 

für  x 

= 

o, 

mithin  ist 

:*(0  = 

_2a2 

<p(Q 

und  daher: 

u2-  - 

# 

« 

^    r 

9>W 

x*              rl  1 

4  rt2 

<t-to        CtA 

~"    9  r/1 

l/w 

(t  —  X 

fk 

-  cp  (t.)  sein 


Die  Summe  der  beiden  Ausdrücke  %  und  u.2  stellt  eine  Function  u 
dar,  welche  der  Differentialgleichung  und  der  Bedingung,  gleich 
f(x)  für  t  =  0  und  gleich  (p  (t)  für  x  =  0  zu  sein,  genügt. 

2.  Aufgabe.     Man  findet  leicht  die  particulären  Integrale: 

cos  (a2  -j-  ß2)bt  cos  ct(x  —  X)  cos  ß  (y  —  ft) 
und 

sin  (cc2-\~  ß2)  b  t  cos  cc  (x  —  X)  cos  ß  {y  —  u), 

wo  cc,  ß,  A,  {i  willkürliche  Constanten  sind.  Multiplicirt  man  daß 
erste  mit  f(X,  {i)  dX  d {i  docd ß  und  integrirt  man  nach  cc  und  ß 
zwischen  den  Grenzen  —  co  und  -f-  ^  ->  wach  A  und  ft  aber  zwischen 
beliebigen   constanten  Grenzen,  so  stellt  auch  der  Ausdruck 

-j-00 

u  =fif{X,  ji)  dldp  ff  cos  (cc2  +  ß2)btcos  cc  (x-X)  cos  ß  (;y-p.)dadß 

00 

ein  Integral  der  Gleichung  dar.  Zerlegt  man  dann  cos  (cc2  -\-  ß-)bt 
in  cos(a2bt)  cos(ß2bt) —  sin(oc2bt)  sin  (ß2bt),  so  hat  man  zur  Be- 
rechnung der  Integrale  nach  cc  und  ß  die  Formeln: 

K      ,  ,,rt  .        ,w         MV/2f        (s-A)*         .    (a-A)*] 

J     cos  («-'  b  t)  cos  m  (x  —  l)da  =[j^f)    j  cos  ~j^j~  +  sm  -^~  \ 


und 

+  00 


Anhang.  701 


n  \1/af       O»-*)2        .    (%-W) 


/  <ji   XVaf  (#_  A)2 

sm  (a2  Z)  f)  cos  a(x  —  k)da  =  (  — —  )     cos  — — — sin 

\2btJ    I  4M 


4M 


Führt  man    diese  Werthe    ein  und    setzt    noch    l  =  x  -{-  2u(bt)V% 
[ir=y  4-  2v  (bty/z,  so  erhält  man : 


u  =  4  %j  jf{x  +  2u  (bt)1/*,  y+  2v  (bt)1/*}  sin  (u2  -f  ^2)  dw  d«\ 

Eine    ganz    analoge   Rechnung   führt   bei   Anwendung    des    zweiten 
oben  angeführten  particularen  Integrals  zu  dem  zweiten  Theile  von  u. 

3.  Aufgabe.  Man  denke  sich  auch  hier  n  als  Summe  zweier 
Functionen  ux  und  u2  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  beide  der 
Differentialgleichung  genügen  und 


dagegen 


u1  =  F(x,  y,  s),    -^j-=  0, 


%    =  0,    ~JJ~   =  /(ff,    2/,    *) 


für  £  =  0  sei.    Particuläre  Integrale  der  gegebenen  Gleichung  sind: 

cos  (%  a t)  cos  {a(x  —  X)  -f-  ß  (y  —  fi)  -f  y  (#  —  v) } 
und 

sm  (x  a£)  cos  { a  (#  —  l)  +  ß  (?/  —  p)  +  y  0  —  v)}, 

wo  %  =  (a2  -\-  ß2  -f-  y2)1/s  und  a,  ß,  y,  A,  fi,  y  beliebige  Constanten 
sind.  Das  erste  benatzen  wir  zur  Bildung  von  %,  das  zweite  zur 
Bildung  von  u2,  da  damit  bereits  je  einer  der  für  ux  und  %  au^" 
gestellten  Bedingungen   genügt  wird.    Multiplicirt  man  das  erste  mit 

%  (A,  {i,  v)  da  dß  dy  d'k  d  ku  d v, 

das  zweite  mit 

— -  oj(A,  ^x,  v)  da  dß  dy  dX  d[i  dv 
%  et 

und  integrirt  nach  allen  sechs  Veränderlichen  zwischen  den  Gren- 
zen —  oo  und  -f"  oo ,  so  sind  die  entstehenden  Ausdrücke  ebenfalls 
Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  und  erfüllen  je  eine  der  obigen 
Bedingungen,    Man  setze  daher: 

+  oo 

Ui  ^ffffff1  ^  ^ cos  (xai^ cos  {u^-^+fi  ^ho +T^~vy} x 

00 

da  dß  dy  dl  d{i  dv 


702  Auflösungen  der  Aufgaben. 

und 

n2  = ff  ff  ff*  (*,  f .  *r*fg"0  cos  {a  (x-l)+ß  (y-p)  +  ?(*-*)}  x 

da  dß  dy  dl  d{i  dv, 
und  bemerke,  dass  %  aus  u2  hervorgeht,  wenn  man  darin   %  für  CJ 
schreibt  und   nach   t   differentiirt.      In   der  That   muss ,    wenn  u  ein 

particuläres    Integral   unserer   Gleichung   ist,,  auch   —  ein  solches 

sein.  Wir  brauchen  daher  nur  %  weiter  zu  behandeln.  Wir  den- 
ken uns  oc,  /3,  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes,  führen 
an  deren  Stelle  durch  die  Gleichungen  a=gcosfr,  ß  =  o  sin  &  cos  cp, 
y  =  Q  sin  fr  sin  cp  Polarcoordinaten  ein  und  setzen  zur  Abkürzung : 

q(x  —  X)  =  l,   q  (y —  ft)  =  m,    q(z  —  v)  =  n 
und 

27t  7t 

I   dcp  J  cos  { l cos  fr  -j-  m sin fr  cos  cp  -)-  n sin  fr sin  cp )  sin frdfr  =  J. 

0  0 

Dann  wird : 

00  +co 

ti2=  —  /  Qsin(aQt)dQjjJ  Ico(l,  fi,  v)  dl  d{i  dv. 

0  — od 

Um  I  zu  berechnen,  setze  man : 

l  =  gf  cos  fr\  m  =  q'  sin  fr'  cos  cpf,  n  =  q'  sin  fr'  sin  cpf 
und 

cos  e  =  cos  fr  cos  fr'  -f-  sin  fr  sin  fr(  cos  (cp  —  cp'), 

wo  s  den  Winkel  zwischen  den  durch  fr,  cp  und  fr',  cp'  bestimmten 
Richtungen  bedeutet.    Dann  ist: 

27t 

■  1  = 

0  0 

Da  sich  dieses  Doppelintegral  über  die  ganze  Kugelfläche,  deren 
Radius  gleich  1  ist  und  deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfangs- 
p unkte  sich  befindet,  erstreckt,  so  kann  sich  sein  Werth  nicht  än- 
dern, wenn  man  die  Achsen  beliebig  ändert,  also  z.  B.  die  Polar- 
achse mit  der  durch  fr',  cp'  bestimmten  Richtung  zusammenfällt. 
Dann  ist  aber  fr'  =  0,  £  =  fr  und  daher : 


27t  7t 

I  dcp  I  cos  (q'  cos  b)  sin  fr  d  fr. 


V7t  7t 

r=   I   dcp    I  cos  (q'  cos  fr)  sin  fr  d  fr  —  4  it 


sin  q 
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Mithin : 


+  00 

4:7t    r 

ll2 


7t    (  f*  f*  iT  sin  o 

-       Q  sin  (a  Qt)d  QjJJ  co  (A,  ft,  v)  — ~  cl  l  d\n  clv. 


o  —  °°  s 

Betrachten  wir  nun  auch'  A,  fo  v  als  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes,  so  erstreckt  sich  die  Integration  nach  A,  ji,  v  über 
den  ganzen  unendlichen  Raum.  Nehmen  wir  sodann  den  Punkt 
x,  y,  z  als  Anfangspunkt  eines  Polarcoordinatensystems  und  setzen: 

X  —  x  =  r  cos  &,  {i  —  y  =  r  sin  #  cos  cp,  v  —  z  =  r  sin  &  sin  cp, 
so  dass  q'  =  tq  wird,   so  erhalten  wir: 

oo  co  2ä 

u2  =  —  /  sin  (a  Qt)dQ  I  r  sin  (r  q)  dr  I  d  cp  x 


Tt 

I  co  (x  -\-  r  cos  #,  y  -\~  r  sin  &  cos  cp,  z  -(-  r  sin  %  sin  cp)  sin  &  d  &. 


Nach  dem  Fourier' sehen  Satze  ist  aber: 

00  CO 


ip  (u)  =  -    /    I  ty  (r)  sin  (u  q)  sin (r  Q)drdg, 


o      o 
also  für  reo  =  ip  und  u  =  at: 

27t  7t 


y>2 


=  2  tt2  /   d  cp       t  co  (x  -{-  at  cos&,  y  -\-  at  sin  &  cos  cp, 


z  +  at  sin  &  sin  cp)  sin  &  d  #. 


Für  t  =  0  folgt  hieraus:  u2  —  0  und  -^j-  =  8  %*>  co  (x,  y,z).     Da 
aber  -^  =  /(#,  y,  z)  für  t  =  0  sein  sollte,  so  ist 
co  (x,  y,  z)  =  g^/fo  y>  z), 

27t      7t 

also:    ■  u2=  —    /     /  /(#  +  atcos  #,  y  +  at  sind  cos  cp, 

4r.7t    J         J 

0       0 

z  -\-  at  sin  &  sin  cp)  sin  &  d&  dcp. 

Hieraus  folgt  dann  sogleich: 

27t    7t 

Ui  =  — —  ttt  t   I    I  F  (x  -\-at  cos  &,  y  \-  at  sin  &  cos  cp, 

4:7t     Ct  J       J 

0        0 

z  -f-  a  t  sin  &  sin  cp)  sin  &  d&  d  cp. 
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4.  Aufgabe.  Sind  oc,  /3,  y  von  einander  unabhängige  reelle 
Grössen,  so  kann  man  den  ersten  Theil  dieser  Aufgabe  sehr  leicht 
durch  ein  ähnliches  Verfahren  beweisen,  wie  es  zur  Berechnung  des 
mit  I  bezeichneten  Integrals  in  voriger  Aufgabe  angewendet  wurde. 
Sind  aber  oc,  /3,  y  beliebige  (complexe)  Grössen,  so  setze  man  für 
e<*a:+ßy+Yz  die  entsprechende  Reihe;  dadurch  erhalt  man,  wenn  man 

den  Werth   des  Integrals   1 1 eax+ßy+vz  dS  mit  /bezeichnet: 
I=JfdS+^Jf(ax  +  ßyi-y,)dS 


Nun  ist  aber: 


+  ±lff(*x  +  ßy  +  yz)*dS  +  - 

JJ'(Kx  +  ßy+ys)ndS 


wo  X  -\-  yu  -\-  v  =  n  sein  muss.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein, 
so  hat  man  : 

ffx1  flzv  cl  S  =  Rn+2     I  'co$p  (p  sin1'  y  dcp       cos1  #  sm^'+i  frd  &. 

0  0 

Diese  Integrale  sind  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  A,  [i,  v 
sämmtlich  gerade  Zahlen  sind,  und  zwar  ist  dann,  wenn  man  für 
A,  ft,  v,  n  resp.  2/1,  2^,  2v,  2n  schreibt,  der  Werth  der  rechten 
Seite  der  letzten  Gleichung  gleich 


r(A  +  i)r(,  +  i)r(,+ 


2n+2 


Setzt  man  diese  Werth e  ein,  so  folgt  nach  einigen  Reductionen : 

ff(oix  +  ßp  +  yz)2n  dS 

^  %        V  -*    V7'  +  1)  „2/   #2u/,,2r   7?2n+2 


y  v     ■'      y a2k  ß2fLy2v  R2n^ 

(a2+^2  +  y2)n222»  +  2# 


2^  +  1  ^  r(A  +  i)  r(ka-f  i)  ro  + 1) 

4:7t 


2n+  1 
Setzt  man  daher  (a2  -f-  /32  -f-  y2)Vs— p,  so  erhält  man: 
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1=4^2     (2n  +  l)l   {pB)2n+1  =  43lJ  smh(Rp). 


Ist  p  =  0,  so  wird  hieraus  I  =  4:  7t  B2.  — 

Die   Entwickelung   einer    Function   ^  nach  dem  Taylor 'sehen 
Lehrsätze  kann  man  symbolisch  darstellen  durch 


(x-x0)  £-  +  (y—y0)  ^—  +  (2-zQ)  — - 

OXq  Ö?/o  Ö20 


u  =  e  u{), 

Setzt  man  x  — •  x0  =  £,  ^/  —  y^-=y\,  z  —  #0  =  £,  so  ist  der  Mittel- 
werth  dieser  Function  genommen  über  eine  Kugelfläche ,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  #0?  Vo-,  #q  und  deren  Radius  a  ist : 


\-  » }-  c, 

•  ö«n         ö?/0         ö^o         7  „ 


7i  a2  JJ  4:7ta2J/ 

—  ffl 


Nun  bleibt  aber  der  Beweis  der  obigen  Formel  genau  derselbe, 
wenn  man  sich  <%,  ß,  y  nicht  mehr  als  wirkliche  Zahlgrössen ,  son- 
dern etwa  als  die  Operationssymbole  -x — ,  - — ,  - —    denkt,    da    für 

1  dx0   dy0   dz0 

diese  nach  §.31  genau  analoge  Gesetze  gelten,  wie  für  eigentliche 
Zahlgrössen.     Man  hat  daher  nach  der  obigen  Formel: 

I^J/oO^i'  +  '^+^f  +-)-  = 

•       82  82  32 

ist.     Genügt  daher  die  Function  u  der  Differentialgleichung 

dHi     •  dHi        o2u  _ 

8^2  +  8*/2   +  8*2  — 
für    alle    Punkte    innerhalb     der    Kugelfläche ,     so    ist    z/  ti0  =  0, 
z/2  w0  =  z/  z/  %  =  0,  u.  s.  w.,  daher : 

f I  udS  =  u0. 

4=7ta2JJ 

Dieser  Satz  ist  für  die  Potentialtheorie  von  bedeutendem  Werthe. 
(Vergl.  Neumann,  Logarithm.  und  Newton'sches  Potential, 
S.  26  u.  ff.) 

Forsytli,  Differentialgleichungen.  45 


706  Auflösungen  der  ■  Aufgaben. 


§.  264. 

1.  Aufgabe.     Die  transformirte  Gleichung 

n  d2u    .       du   .    d2u 
dr2  ^      dr  ^  9<p2 
zerfällt,  wenn  man  u  =  B  &  setzt,  wo  B  nur  von  r,   &  nur  von  (p 

abhängen   soll,  in  die  beiden:    r2  — —  -f-  r  -7-    —  et2  B  =  0  und 
ö  '  dr2  dr 

d2@ 

— — -    4-  a2  (D  =  0,  wo  a  eine  beliebige  Constante   ist.     Ein  Parti- 
ta qp2 

culärer  Wertli  von  u  ist  daher: 

(A  ra  -j-  B  r~a)  cosacp  -f-  (G  ra  -f-  D  r~  a)  sin  acp. 
Das  Aggregat  einer   beliebigen   Anzahl  solcher  Ausdrücke   für  ver- 
schiedene Werthe  von  a  und  der  .Constanten  A,  B,  0,  D  stellt  eben- 
falls eine.  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  dar. 

2.  Aufgabe.    Durch    Uebergang     zu    Polarcoordinaten     erhält 
man  die  Gleichung  : 

d2u       a2  (9    /  ^du\   ,      1       9    /  .    ~du\    ,       1      d2u) 

sin  w  -r 


r2  [dr  \     9r 


dt2        r2  [dr  \     dr/       sin&  d  &  \  d&J.       sin2&dcp2} 

Setzt  man  hierin 

u  =    J^  (Aä  coslcp  -f-  Bi  sin  X  <p), 

wo  die  A  und  B  nur  noch  von  t,  r,  &  abhängen  sollen ,  so  müssen 
sowohl  die  A  wie  die  B  der  Gleichung  genügen : 

9M,_aj{_8_/     9^A  1       9    /  SiA  A2         / 

Es  sei  ferner  .4/  =  Vx  Sä,  wo  F2  eine  Function  von  t  und  r,  ©^  aber 
nur  eine  Function  von  &  sein  soll,  und  setzt  man  noch  cos  &=  [i, 
so  zerfällt  die  vorige  Gleichung  in  die  beiden: 

und: 


927,  _ 

dt2 

=  a2 

l-JX2) 

d  ®7. 

rl  „ 

2  Vf )  + « Fi 


wo  tf   eine  beliebige  Constante   ist.    Die  Yergleichung    der  letzteren 
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Gleichung  mit  der  für  v^J)  in  §.  264  zeigt,  dass  es  zweckmässig  ist, 
et  =  —  n  in  -\-  1)  zu  setzen.    Alsdann  ist 

wo  Pn  und  $w  die  particulären  Integrale  der  Legendre' sehen 
Gleichung  sind,  und  die  Gleichung  für  Vi,  oder,  da  Vi  von  X  un- 
abhängig ist,  die  für  V  wird: 

d2V_    9\d2V       2  dV       n(n  +  1) 

a^2  —  a  ja^2  +ra^  r2 

TD 

Setzt  man  noch  F  =  T  — ,  wo  T  nur  von  £,  i2  nur  von  r  abhängen 
soll,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in  die  beiden: 

wobei  Js2  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Die  particulären  Inte- 
grale der  ersten  sind  cos  ah t  und  sin  aht,  das  allgemeine  Integral 
der  letzten  lässt  sich  nach  §.  112,  wenn  man  daselbst  hi  für  n  und 
n  für  m  setzt,  darstellen  in  der  Form: 

ein  Ausdruck,  der,  von  den  willkürlichen  Constanten  abgesehen, 
übereinstimmt  mit  Ae~ihr  fn  (ihr)  -\-  Beilcrfn  ( — ihr),  wo  fn  die 
auf  Seite  457  angegebene  Function  ist.  —  Aus  diesen  einzelnen 
Resultaten  kann  man  leicht  die  allgemeine  Lösung  zusammensetzen. 
Beschränkt  man  sich  dabei  auf  die  bei  physikalischen  Untersuchun- 
gen fast  ausschliesslich  auftretenden  Fälle  und  beachtet  man,  dass 
man  auch  n  und  h  alle  Werthe  von  0  bis  co  beilegen  kann,  so 
erhält  man : 

7c  =0    n.  =  0     ^  =  0' 

+•  BjcnZ zilu'fn  ( —  ihr))  cos akt  cos  X  (p  .-f- 

drei  analogen    Gliedern,    in    denen   statt   cos  akt  cos  X  y   resp.    die 

Producte  cös  a  h  t  sin  X  cp,  sin  akt  cos  X  <p,  sin  a  h  t  sin  X  cp   auftreten 

dl  P  (ß) 
und  in  denen  allen  Pni((i)  für  (1  -  p*)1'**  -    d  nJ    ~  steht. 

3.  Aufgabe«     Man  setze  u  —  TB  ®,   wo  T  nur  von  t,  B  nur 

von  r  und  0  nur  von  #  abhängen  soll,  so  zerfällt  die  Gleichung  in 
die  drei: 

45* 
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rV2  T  (P  fö 

elf2         r    dr         \  rl J 

in  denen  k2  und  n2  willkürliche  Constanten  sind  und  deren  letzte 
in  die  Bessel'sche  Gleichung  übergeht,  wenn  man  noch  kr  =  Q 
setzt.  Denkt  man  sich  n  und  k  als  ganze  Zahlen,  so  ist  die  all- 
gemeinste Lösung: 

7c=oo    n=co 

w  =S  2  [{Aknln  (kr)  +  Blin  Yn(kr)}  cosnft 

-\~{Aicn  In  (k  r)  -(-  B'icn  Yn  (k  r) }  sin  n  &]  cos  a  k  t 

+  2  2  [{ ^»  ■*"  (Ä  r)  +  Ä' „  TM  (k  r) }  cos  w  # 

7c  =  l  n  =  0     _      ' 

-j-  { ^4J^ In  (kr)  -f-  B'i/n  Yn  (k r) }  sin n &]  sin  akt. 

§.  271. 
2.  Aufgabe. 

(1)  Die  beiden  Hülfsgieichungen*  (4)  auf  S.  460  geben 
resp.  die  Integrale:  x  -\-  y  =  2  i;  und  x  —  y  =  2rj,  wo  £  und  r\ 
willkürliche  Constanten  sind.  Führt  man  |  und  rj  als  neue  unab- 
hängige Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleichung  über  in : 

(§  +  ^  ö|8^  ~~ö£  +  dri' 
und  diese  nimmt  durch  Differentiation  nach  §  die  Form  an: 

W  i"  V)  d^d7}  —  d£2 
Hieraus  folgt: 

wo  diese  Form   der  willkürlichen   Function  der  kürzeren  Rechnung 
wegen  gewählt  ist.     Ferner  : 

||  =  (!  +  i?)<)P"($)-9>'(£)+yO?), 

■und  sodann  : 

«  =  (1  +  i?)<p'(£)  -  2<p(l)  +  !*'0?)  +  zW. 

Die  Functionen  qp,  ty,  %  sind  aber  nicht  völlig  willkürlich,   sondern 
an  eine  Bedingung  gebunden,  die  man  erhält,  wenn  man  denWerth 
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von  z  in  die  transformirte  Gleichung  einsetzt.     Man  findet: 

x(v)  =  n  tf  (v)  —  %  t  (>?)• 

Mithin: 

*  =  (£  +  i?){<p'(g)  + *'(!?)}  -  2ejp(g)  -  2^) 
oder: 

*=*  {^(ar  +  ^  +  ^'^-y)}-*^^-^-  ^(3-3,). 

(2)  Die  Hülfsgieichung  (2)  auf  S.  460  giebt  das  Integral: 
x2p —  g2  =  2ec,  und  dieses  liefert,  nach  der  Charpit' sehen  Me- 
thode integrirt,  als  particuläres  Integral   der  gegebenen  Gleichung: 

*=f  =  ßij —  +  y. 

Betrachtet   man    nun  y    als   Function    von    cc    und   ß    und   verfährt 

ö 2  y       d  y 
dann  nach  §.  271,   so  folgt  für  y   die  Gleichung:  ^  ^    =  — ,   deren 

Integral  nach  §.259  lautet: 

y  =   f     cp  (ß  -f  2  aKk)  e~'A"  d  L 

CO 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wird  sodann  dar- 
gestellt durch  das  System  der  drei  Gleichungen : 

+  °° 

e  =  ßy  —.^L±1L  f    (p{ßAr2axhl)e-}:lca, 
x       J 

OD 

0  =  ;//  —  —  +    f   cp'  (ß  +  2  «V«  X)  e-}:1  dl, 

—  cc 

0  =  -  —    f   <p"(ß  +  2n*l)(Tl*dk. 

■  x         J 


(3)  Durch  Addition  der  Hülfsgieichungen  (1)  und  (2)  auf 
S.  459  u.  460  erhält  man  hier  das  Integral:  (x  -\-  q)  (y  +  p)  =  w 
und  hieraus  nach  der  Charpit' sehen  Methode  als  particuläres  Inte- 
gral der  gegebenen  Gleichung: 

#  =  f  =  ß  y  +-  -ö  x  —  x  y  —  y- 

Sodann  muss  y.  wenn  man  es  als  Function  von  a  und  ß  betrachtet, 
der  Gleichung  genügen: 

1      dß*  da 
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Führt  man  hierin  an  Stelle  von  ß  die  neue  unabhängige  Veränder- 
liche 8  mittelst  der  Gleichung  ß  =  al/ieB  und  sodann  an  Stelle  von 
cc  die  Veränderliche  8  ein  durch  die  Gleichung   cc  =  £2   ,    so  erhält 

d2y        dy 
man  die  Gleichung:  7—^  =^  -^ ,  deren  Integral  lautet: 

+  00 


=   f   cp(s  +  2d^l)e-l2äk 


Z 


Mithin  wird  das  allgemeine  Integral   der  gegebenen  Gleichung  dar- 
gestellt durch  das  System  der  drei  Gleichungen : 

+  00 

=  eö+°  y  +  eö~£  x  —  xy—f     cp  (8  +  2  d1/*  l)  e~?J'2  d  A, 

— 00 

+  C0 

0  =  eJ+£  y  —  ed~*  x  —         q>'  (t  +  2  ö1'*  A)  e~?Ji  d  A, 

—  00 

+  00 

0  =  ed+*  y  +  eö~*  x  —  f    <p"  (fi  +  2  ö1/*  A)  e  -*2  d  A. 

—  00 

(4)  Bildet  man  die  Hülfsgieichungen  (1)  und  (2)  auf  S.  459 
u.  460  sowohl  für  die  oberen  wie  für  die  unteren  Zeichen  von  G1^  und 
fügt  zu  jedem  dieser  beiden  Systeme  dz — pdx —  qdy  =  0  hinzu, 
so  erhält  man  aus  jedem  System  eine  integrable  Combination,  wenn 

2  q 

man  die  erste  Gleichung  mit ,  die  zweite  mit  —  1,   die  dritte 

0    '  x 

mit  —  2  0  multiplicirt,  und  die   so   veränderten  Gleichungen  jedes 
Systems  addirt>     Diese  Summen  liefern  die  Integrale: 
x2p  -\-  x2q  —  2  z  x  —  blog  q-\-  2blogx  =  a, 
x2  p  4-  x2  q  —  2  z  x  +  blog  q  —  21)  log  x  =  ß. 
Aus  diesen  folgt :  . 

9    ~2b~             a+  ß        2z  2b 

q  =  x2e       ,  p  =  -r-^ —  xle 

2  x2  x 

und  mit  Hülfe  dieser  "Werthe  findet  man: 

ß— « 

0^-°^±l    +    e"^"    (3,  _*),„»  _**,=/ 

6  #• 
als  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.    Betrachtet  man, 
um  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  y  als  Function  von  cc  und  ß  und 
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letztere  als  Functionen   von  x  und  y,  so  muss  y    der  Gleichung  ge- 
nügen : 

d'2  y    1/^7        9  y^ 

d^dß  "~  4fc  \8a  ~~  3~ßy 

Durch  die  Substitution  y  =  e        £  geht  diese  in  die  einfachere  über: 
d*s      ,        1 

£   ==   0. 


dccdß    '     165'2 

Diese  Gleichung  lässt.  sich  nach  Laplace  (Memoires  de  l'Academie 
v.  J.  1779)  durch  bestimmte  Integrale  integriren  und  zwar  erhält 
man: 

■  a  ß 

6  =  Ja  {ß  (a  —  X))  <p  ß)  dl  +JG  {oc  (ß  —  A)}  y  ß)  dl, 

0  0 

wo  6r  das  Integral  der  Differentialgleichung 

d*G      ria     ■    1     „ 

cw  am  16t>2 

ist.  Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung 
wird  dann  dargestellt  durch  das  System  der  drei  Gleichungen: 

,     a  ßAZÜ  LzH 

ßx  J 

ß —  a  ri  —  a  ß  —  u 

0  = — -  e       (w  —  #)  #2  -\ e       £2  £  4-  e       x2  — , 

fix        2  b  ■  46  .  occ 

ß—U  ri  —  Ci        .  :"i  —  a 

1,1  2  5    ,  n      9  1        ~7&~     .,         -  47>         .,  9  £ 

(5)     Die   beiden  Systeme   der  Hülfsgieichungen  (1)  und  (2) 
auf  8«  459  u.  460  werden  hier: 

I.    dy  —  qdx  —  x d x  =  0,  dp  -\-  (q  —  x)  d q  —  qdx  =  0 
und 

II.    dy  —  q  cl x  -\-  x  d x  =  0,   dp  -h  (<Z  H~  x)  d cl  —  qdx  =  0« 
Die  zweite  Gleichung  des  ersten  Systems  giebt  integrirt : 

p   -\-  —  q2  —  xq  =  ct. 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  Gleichung  des  zweiten  Systems 
mit  2  und  subtrahirt  davon  die  zweite  Gleichung,  so  erhält  man 
einen  integrablen  Ausdruck,  welcher  durch  Integration  giebt: 

p   +  -  q2  +  X  q  —  2  y  —  x2  =  ß. 
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Berechnet  man  nun  p  und  q  aus  den  erhaltenen  Integralen,  setzt 
ihre  Werthe  in  d z=p  dx  -f-  qdy  ein  und  integrirt' man,  so  er- 
ergiebt  sich: 

Betrachtet  man  nun  wieder  y  als  Function  von  et  und  ß  und  diese 
als  Functionen  von  x  und  g/,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  y 
die  Gleichung: 

jH  +  ^yy^y  +1  =  0; 

\da        dpj  ooeop 
Wäre  das  allgemeine  Integral  derselben  bekannt,   so  würde  das  der 
gegebenen  dargestellt  werden  durch  die  drei  Gleichungen: 

4  4  x  doC 

°  — T^-1        ix         dß' 

(6)    Die  Hülfsgieichung  (2)  auf  S.  460  giebt,  je  nachdem 
man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  die  beiden  Integrale: 


demnach 


und  somit: 


3  1 


2^2 
-3/3 


(0  _  a)V2 


+  (ß-u)*y  +  y. 


2x 

Betrachtet  man  nun  wieder  y  als  Function  von  et  und  ß  und  diese 
als  Functionen  von  X  und  # ,  so  hat  man  y  aus  der  Gleichung  zu 
bestimmen : 

r         J  öccdß  da        dp 

Das  allgemeine  Integral  dieser  letzteren  lässt  sich  nach  Laplace 
durch  bestimmte  Integrale  darstellen.  Schreibt  man  noch  —  et  für 
cc,  so  wird  das  Integral  von 

*<"+»iüi>+'§s-H=o 
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dargestellt .  durch : 

a 

y  =  («  +  ßr%Jf(^=^  9ie)de 

0 

wo/  der  Gleichung 

•<'— >&+<>-"->&-n/  =  » 

genügt  und  /  =  1,  —  ==  —  ist  für  u  =  0,    F  dagegen  die  Glei- 
ch %         l  b 

d2F  äF         1 

chung  u  (1  —  w)  — -  +  (1  —  u)  ~l 1~  77  F  —  0  befriedigt  und 

r7  F  1 

der  Bedingung  genügt,  dass^F=  1  und  - —  =  —  —  ist  für  w=  0. 

Cv  11  -L  O 

Da  die  beiden  Gleichungen  für  /  und  F  hypergeometrische  sind,  so 
sind  diese  Functionen  als  bekannt  zu  betrachten.  Das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  wird  dann  dargestellt 
durch  das  System  der  drei  Gleichungen  : 


2x 


+  (K  +  ß)l/*y  +  r, 


(7)     Mit  Hülfe  der  Gleichung  (2)  auf  S.  460  findet  man  leicht: 

z  =  b(a  +  ß)x  -|  (|8  — a)3flj  +  (j8  —  a)y  +  y. 

Betrachtet  man  y  als  Function  von  a  und  /3  und  diese  als  Functio- 
nen von  x  und  y,  so  muss  y  der  Gleichung  genügen: 

d*y 


21  V«1"  -0j8/ 


doedß 

deren    Lösung    sich    als   bestimmtes   Integral   darstellen   lässt,   und 
zwar  ist: 

o  o 
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wo  /und  F  der  Gleichung 

d2y    .all  1  ' 

"  ä*  +  5S  -  4Tr»  =  ° 

genügen  und  der  Bedingung  unterliegen,  dass  y  =  l  und  —===-— 

Cv  %v  4t  U  ~ 

sein  muss  für  u  =  0.  Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  wird  dann  dargestellt  durch  das  System  der 
drei  Gleichungen : 

0  =  b(a  +  ß)x-  1.(0 -«)'*  +  (/?  —  a)y  +  y, 
0  =  bx  +  (ß  —  a)x  —  y—^ 

0  =  bx  —  (:ß—oc)x  +  y—~ 

(8)  Die  Gleichung  (2)  auf  S.  460  giebt,  wenn  man  das 
untere  Zeichen  nimmt:  2dq  =  dx,  also:  2q  =x  -\-  cc.  Integrirt 
man  diese  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung,  so  stellt 
2  z  —  (x  -{-  cc)y  -\-  ß  =  0,  wo  ß  eine  willkürliche  Function  von  x 
sein  kann,  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dar. 
Denkt  man  sich  nun  an  Stelle  von  x  und  y  als  neue  unabhängige 
Veränderliche  x  und  cc  eingeführt  und  nimmt  man  an,  dass  ß  ausser 
von  x  auch  (noch  von  a  abhänge,  so  wird  obige  Gleichung  noch 
immer    ein    Integral    der   Gleichung    2  q  =  x  -f-  a    sei-n »   wenn  die 

Bedingung  —  y  -\-  - —  =  0   erfüllt  ist.     Es    bleibt   nur   noch    die 

Bedingung  zu  suchen ,  dass  auch  2  q  =  x  -\-  cc  noch  immer  ein 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  sei.  Differentiirt  man  sie  nach 
x  und  y,  so  folgt: 

2s  =  1   +   — ,  2t  =  — , 
ox  dy 

da    .    I  da 
daher  2  p  s-4-  t  — p  =  p  ~ \-  —  r, — 

dx         2  dy 

Die  gesuchte  Bedingung  ist  daher  ausgedrückt  durch  die  Gleichung : 

da    .    1  da 

Nun  ist  aber,  da  x  und  a  die  unabhängigen  Veränderlichen  sein 
sollen  : 

da   ,    da dy  ,  dy         1 

TT-   +  TT-  tt1  =  0,    also:   p   ~  —  -  =  0. 

dx       dy  ox  '    dx        2 
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Substituirt  man  in   diese  Gleichimg  die  Werthe: 

dß     dy  _    c"-ß 


V  =  *Z>    ?T~  = 


d cc'    dx        dccdx 
und  ferner 

—■ic  j_  ii\  —  i  (ii.  4-  ? 

,1,—  2  V         8»/~  2  W        8*;'.. 
so  folgt  zur  Bestimmung  von  ß  die  Gleichung: 

'dß      dß\   d*ß   =1 

\d  x         da/  dccdx 
Es  ist  somit  die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  auf  diejenige 
einer  Gleichung  von  der  Form  (p  -f-  q)  s  =  1  zurückgeführt. 


Vermischte   Aufgaben. 


1.    Ein  System  der  Monge' sehen  Hülfsgieichungen  ist: 

dy  —  äx  = 
also:  y  — ■  x  =  a  und 


4:p 

dy  —  äx  =  0,   dp  —  dq  4~  — —  dx  =  0, 


4f) 

dp  —  dg  + dx  =  0. 

Wegen  d$  =  pd%  4~  qdy  =  pdy  -j-  g cZ^/  kann  die  letzte  Glei- 
chung auf  die  Form  gebracht  werden : 

d{(2y  —  a)  (p  -  q)}  +  2^  =  0, 
mithin :  (2  y  —  a)  (p  —  q)  -\-  2  z  —  /  («) 

oder:  (a  +  2/)  (jö  —  q)  +  2  £  =  f  (y  —  #), 

und  dieses  ist  ein  erstes  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Nach 
der  Lagrange 'sehen  Methode  ergiebt  sich  hieraus  leicht: 

wo  nach  der  Integration  x  -\-  y  für  cc  zu  setzen  ist,  oder,  wenn 
man  zugleich  —  /  für  /  schreibt ,  was  wegen  der  Willkürlichkeit 
von  /  erlaubt  ist : 

(x  +  y)  0  +  ex+vF(x  +  y)=ex  +  v  Je     a.f(2y-  «)  dy. 

Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  (p  4  q)  (r  —  t)  =  <ix(rt  —  s2) 
die  Inversion  (§.  242)  an,  so  erhält  man  wiederum  die  erste: 

(X  +   Y)  (B  —  T)  -f  4P  =  0. 
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Setzt  man  daher 

2Y  2F  _    2Y 

<p  =  (X+r)Z+e^F(X+Y)-/+r  fe    ,  a  f(2Y—a)dY 

=  0,  so  findet  man  das  Integral  der  zweiten  Gleichung,  wenn  man 
X,  Y,  Z  aus  den  vier  Gleichungen 

"*  *  Jz  ^z  dz  +  A  dx  +     dl 

eliminirt. 


2.    (1)     Man  erhält  leicht  die  beiden  Zwischenintegrale : 

1  -4-  P 

— ~~  =  q>(z)  und  p  =  ^*(«  +  2/'-|-'4 

Somit : 

dz  =  pdx  +  qdy  =  — -^-  d y  +   ^ ; —  ^ #• 

-*-  J         <p  — -ijj      J  tp  —  ip 

Setzt  man   ty  (x -\- y -\-.  z)  =  1  -f- '%  (x  -\~  y  +  #),    so   geht   die   Glei- 
chung über  in : 


■dz'-'      '    .    ■        .     d  (a?  4- ?/"  +  #) 

=  t7  #  +■ 


9W-1  '     i^  +  y  +  sY 

und  daher  durch  Integration  :  x  -\-  F  (x  -\-  y  -\-^z)  =f(z).  —  Das- 
selbe Resultat  hätte  man  nach  der  Lagrange' sehen  Methode  durch 
directe  Integration  jedes  der  beiden  Zwischenintegrale  erhalten. 

(2)    Die  beiden  Systeme  von  Hülfsgieichungen  sind : 

dy  —  dx  =  0r  (1  -}-.pq  Jr:P2)clq  =  (l  -\- p  q  -f-  q2)dp 
und : 

(1  -f-  p  q  +  q2)  d  y  +  (1  +  pq  +  P2)  dx  =  0,    dp  -f-  d  q  =  0. 
Das  erste  System  liefert  das  Zwischenintegral: 

— =L=_=  =  cp  (y  —  x); 

ebenso  führt  das  zweite,  wenn  man  noch  die  Gleichung  dz=p  dx 
-\~  qdy  mit  hinzunimmt,  zu  dem  anderen  Zwischenintegral : 

%  +  y  +  (p  +  a)  *  =  <Pi  (p  +  ö). 

Bezeichnet  w  diejenige  Function  von  #,  y,  z,  welche  sich  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  cpl  (u)  —  zu  =  x  -\-  y  ergiebt,  so  hat  man  : 


p  -f  q  —  u,    q  —  p  =  <f(y  —  x)  VV2  +  2, 
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also : 

q~2  U  +  2  V  ^  ~  x)Vu2  +  2>  P  =  g  w  ~~  2   ^  ^  ~~  ^V^2  +  2- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  dz  -=  pdx  -f~  cjdy  ein  und  integrirt 
man ,  wobei  zu  beacliteHi ,  dass  d  (x  +  y)  =  ^\  (V)  £?  w  —  c/  (#w)  ist, 
so  folfft: 


z 
oder: 


J   ]/w2  +  2  2J 

J  yu2-{-2 


cht. 


(3)  Als  Zwischenintegrale  erhält  man : 

pyx—  q_x  =  q)  l  —  )  und  jö #  +  qy  =  ^(x2  -f-  ?/2). 

Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  p  und  g  in  dz=pdx 
-\-  qdy  ein  und  integrirt  man,  ßo  wird : 

*  —  —    /  <p  f-J  <2  arc  to#  ~  +  1  /  ^  (^2  +  #2)  ^  %  02  +  #2), 

d.  i.  *=/(|)  +  W  +  ?/2)- 

(4)  Nur  das  eine  System  von  Hülfsgieichungen ,  nämlich 
xdy  ~{-ydx  =  0,  xdp  -\-  ydq — pdx  —  qdy  =  0  liefert,  verbun- 
den mit  dz=pdx  -{-  qdy,  ein  Zwischenintegral: 

XP  -f  V  Q.  —  2z  =  cp  (xy). 
Die  Lagrange' sehen  Gleichungen  sind: 
dx  d  y dz 


x  y         cp  (;xy)-\-  2  z  ' 

also  x  =  G  y  und 2  —  =  , 

dy  y  y 

mithin : 


^  =  Ci+f^lchj=c^cf 


(Cy*)»       l^'' 


d.  i.  z  =  y"ii>  \^\  -f  x(a:y). 

(5)    Die  Hülfsgleichungen  sind :  c?  y  -\-  ä  %  =  0  und : 
cü#  —  dq  ■=  —  xdy  —  cp  (x  -\-  y)  d  y, 
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also  y  -\- "ff  =  G  und  : 

■dp.—  dq  —  —  (G  —  y)dy  —  (p  (G)  dy, 

d.i.  p^q=l  {C-y)2  -  cp(G)  y  +  iJ  (G). 

Die  Lagrange' sehe  Methode  führt  zu  dem  Integral: 

g  =  xf  (ff  +  y)+f1  (x  +  y)  ~f  -  ff3  -f  -  ff2  ^  (ff  -f  ?/) 
[vergl.  §.  250,  Aufg.  3,  (6)],  oder  auch: 

z  —  %  (ff  -f  y)  —  y.t  {x  +  y)  -f  -  ff3  -f  -  g/2  ^  (ff  -f  #). 
(6)     Zwischenintegrale ; 

xp  +  yq  —  z  =  cp(x  +  y),    p  —  q.  =  ty\M- 
Allgenieines  Integral : 

*  =  %  (x  +  V)  +   (x  +  '#)  #1  (|jv 


Z(«)  =  u  J  cp{u)  -^,    %1(u) 


rip  (u)  cl  U 

ist. 

(7)    Die  beiden  Systeme   der  Monge' sehen  Hülfsgleichun- 
gen,  nämlich 

ff  (ff  dp ' -\-  y  d q) —  2  (xp  ; —  #) c? ff,  ff  dy,\  y  dx  =  0 
und 

ff  (ff  c£j?  —  y  d q)  =  2  (#_p  — #)  cZ ff,   ff  dy . —  y  d x  =  0 

liefern,  verbunden    mit   dß=pdx  +■  #^2/,    die   beiden    Zwischen- 
integrale : 

px-\-  q  y  —  2  £  =  x  cp  (x  y)    und    p  x  —  qy  —  $  =  x 2  ^  f  — 
Man  erhält  hieraus  als  allgemeines  Integral  der  gegebenen  Gleichung; 


<"**-=/'™?$;+tM>\ 


ff 

syVxy    '      */      ^y     y  2/ 

oder : 

(ff  ^ 
- 

(8)  2  =  <p(x  +  y)  +  ^(ff2  —  y2). 

(9)  *=9Ob  +  «0  +  *(| 
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3.    Das  allgemeine  Integral  von  r  -f- 1  =  2  s  ist : 

*  =f(x  +  y)  +  x<p(x-\-y), 
daher  mit  Berücksichtigung  der  gestellten.  Bedingungen: 


=<*+»>£+i> 

ersten  Gleicl 
cp(x2—y2) 


4.     Als  Zwischenintegral  der  ersten  Gleichung  erhält  man  leicht: 

p_  _  a 

x         y 

und  hieraus  folgt  nach  der  Lagrange 'sehen  Methode  als  allgemei- 
nes Integral :  z  =  ip  (x2  -\-  y2) <  +  %  (x2  —  y2). 

Für  die  zweite  Gleichung   giebt  es   nur  ein  System   von  Hülfs- 
gleichungen,  nämlich : 

(p x  —  z)pdx  -\-  xzdp  —  xpqdy  =  0, 

p  y  qdx  —  y  z  d  q  —  (qy  —  z)  qdy  =  0. 

Nun  ist: 

x  dp  =  d  (px  —  z)  +  q  d  y,    ydq  =  d(qy  —  z)  -f-  p  d  x. 
Substituirt   man  diese  Werthe   in  die  erste,  resp.   zweite  Gleichung, 
so  lassen  sich  diese  in  der  Form  schreiben : 

"  =  0 


d  (p  x  - 

px  — 

-z) 

-  z 

+ 

pdx 

z 

qdy 

d(qy- 

-e) 

p  d  x  ■ 

qdy 

=  o, 

qy  —  z  z 

somit  durch  Addition  der  beiden  und  Integration: 
(px  —  z)  (qy  —  z)  —  G. 
5.    Differentiirt  man  q2  =  x2(l  -\- p2)  nach  y,  so  folgt: 

x2p" 
und  die  Gleichung  rt  —  s2  =  0  geht  über  in:  t{x4:p2r —  q2t)  =  0. 
Man   genügt   ihr    also    durch    t  =  0    oder :    z  =  y  (p  (x)  -\-  ip  (x). 
Hieraus  :  p  =  y  cp'  (x)  -\-  i\)'  (#),  q^=  <p  (x).  Damit  nun  q2  =x2  (1  -\-p2) 
sei,  muss  cp'  (x)  =  0,  also  (p  (x)  =  a  und  ferner 

^  (x)  =  -  (a2  —  x2)^ 

x 

sein.     Es  wird  daher: 

ip  (%)  =  (a2  —  x2)h  -\-  a  log — — 

x 

wie  angegeben, 
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6.  Die  Gleichung  p  y  —  qx  =  0  hat  das  allgemeine  Integral : 
x2  _|_  y2  -— .  y  (g^m  g0rj_  dasselbe  auch  der  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung genügen ,  so  rnuss  man  cp  (z)  entsprechend  bestimmen.  Be- 
rechnet man  aus  x2  -\-  y2  —  cp  (ß)  die  Werthe  von  p,  g,  r,  s,  t  und 
setzt  dieselben  in  jene  Gleichung  ein,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  cp   die  Gleichung : 


d2cp         /d<p\2       n  A 

cp  — Z  —     —J-  )  —  2  cp  =  0. 
^  c lz2         \clzj  T 


Setzt  man  noch  cp  (z)  =■  ?/j2(>)  so  wird: 

eine  Gleichung,    die   sich  nach  §.  6,7  leicht  integriren   lässt.     Man 

#  z 

findet  ^  (#)  =  c  cosh  -,  also:  (;r2  +  #2)V2  =  c  CÖS^  —  —   In  Betreff 

der   zweiten    Gleichung    vergleiche    man:    Monge,    Application    de 
1' Analyse  ä  la  Geometrie,  5.  ed.,  p.  197  u.  ff. 

7.    (1)    Man  setze  ex  —  £,    ey  =  ??.    Allgemeines  Integral: 
#  =  cp  (ex  -f  ef)  +  *  (e*  —  cy). 

(2)  Allgemeines  Integral:  y  —  cp  (x)  ty  (z). 

(3)  Setzt  man  —  =  rj    und   betrachtet  x   und   ^    als    die 

y 

neuen  unabhängigen  Veränderlichen,  so  geht  die  Gleichung  über  in : 

d2z    ,  d2z  dz 

X    ^^    ~\-    X  7}  „        —    T]    —   =   0. 

dx2  dxor]  er] 

Ein  Zwischenintegral  hiervon  ist: 

dz 


X  0 
ex 


somit  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

ex 
wo  nach  der  Integration  für  rj  wieder  —  zu  setzen  ist. 

(4)  Allgemeines  Integral:  z  =  x2  -f  cp  (y)  -\-  ijj  f  — 

(5)  z  =  cp  (2  a1/*  -f  g/)  +  ^  (2  xxk  —  y). 

(6)  Führt  man  a#  +  #  =  §  und  «#  —  2/  —  ^  a^s  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 
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deren  allgemeines   Integral    nach  Nr.  (2)   der   2.  Aufgabe  in   §.  271 
lautet : 

e  =  (I  +  i?)  {<P'  (I)  +  *'  fa)}  —  2  <p  (|)  —  2  ^  fo). 
Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn 
man  2  cp  und  2  ^  ebenfalls  mit  cp  und  ^  bezeichnet : 
z  —  a  x  { cp'  (a x  ~\-  y)  -\-  ty'  (a x  —  y)}  —  cp  (a x  -f-  y)  —  ^  {fix  —  y). 

/du\2      /du\2 
8.    Da  u  reell  sein  und  der  Gleichung  \~)  ~\~  (  ^~  )  ==  1  ge~ 

9w  du 

nueren  soll,  so  kann  man  ^—  =  cos  £>,;—   =  sin  co    setzen,    wo    co 

ö  dx  dy 

eine  Function  von  x,  y  sein  kann.     Infolge  der  ersten  Gleichung 

d2u    .     d2u  _____ 

Sic"2  +  dy2  ~~  ° 

muss  diese  Function  der  Bedingung  genügen: 

d  co  d  co 

- —  sm  co  —  - —  cos  co  =  0 ; 

dx  oy 

ferner  aber  muss  sein: 

d    du  d    du 

dy  dx         dx  d y' 
daher : 

d  co  ,  d  co    . 

-—  cos  oo  +   TT—  stn  oo  —  0. 

ex  oy 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

d  co  d  co  

d  x  dy 

also  co  =  const  =  a,  und  sodann: 

^  =  #  cos  oc  -f-  y  sin  a  -\-  ß. 
9.     Setzt  man  den  Werth   von  t   aus    der    ersten    Gleichung   in 
die  zweite  ein,  so  kann  man  diese  in  der  Form  schreiben : 

S2  +  (r  —  a)2  =  a2  +  l>2  =  c2. 
Daher  kann  man,  weil  die  Lösung  reell  sein  soll,  setzen  : 
s  =  c  sin  co,    r  =  a  -j-  ccosco,    t  ■=  a  —  c  cos  co,  wo  co  eine  Function 
von  x,  y  sein  kann.    Nun  müssen  aber  die  beiden  Gleichungen  gelten: 

ds         dr         1  ds        dt      .        deo  deo  __ 

—  —  —    und  —  =  —  oder :  —  .cos  co  -\-  — -  sin  co  =  0     und 

dx        dy  dy        dx  dx  oy 

F  o  r  s  y  t  h ,    Differentialgleichungen.  4ß 
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9  ^      •  dcD  AAT-i        t  i    i     dG}         dG)         AI 

—  sin  co  —  - —  cos  03  =  0.    Aus  beiden  toi  ff t :  tt~  ==  tt~  =  0,   also 

dx  dy  dx       dy 

03  =  const  =  cc.    Aus  den  Gleichungen 

dp  =  rdx  -\-  scly,    dq  =  sdx  +•  £ c? 2/ 
ergiebt  sich  sodann: 

p  =  (a-\-c  cos  cc)  x  -\-  cysin cc  -f-  ß, 
q  •=  c  x  sin  w  -f~  (ft  —  c  cos  a)  V  -f"  y5 
und  aus  cZ  £  =p  dx  -\-  qdy  folgt  schliesslich  : 

=  —  #2  (a  +  c  cos  cc)  -\-  c  x  y  sin  a  -f-  -  y2  (a  —  c  cos  cc)-\-ß  x-^y  y-\-  8. 


8 


10.  Nach  der  Monge 'sehen  Methode  findet  man  die  beiden 
Hülfsgieichungen :  dp  =  0  und p  qdy-\-  (l  -\- p2)  dx  =  0,  also  jp  =  cc 
und  p  {qdy  -f-  p  dx)  -\-  dx  =  0,  d.  i.  p  d  z  +  cZ  ^c  =  0,  also  cc  z  -f-  # 
=  <p  (a).  Demnach  ist  ein  erstes  Zwischenintegral:  x  -\-  p  0^=  cp  (p). 
Die  Charpit' sehen  Hülfsgieichungen  hiervon  sind: 

dp     d  q        dy 

T+p2  ~~  p~q  ~~~  ~0 '" 
und  diese  führen  zu  einem  zweiten  Zwischenintegral: 

tf  =  (i+j>W(y). 

Hiernach   würde  man   das  allgemeine   Integral   erhalten    durch  Eli- 
mination von  p  aus  den  beiden  Gleichungen: 
X  +  p  z  =  (p  (p)  und  0  (1  -\-p2)l/z  =  f  (1  -)-^2)-L/2  <p'  (jp)  ^  +  ^  (^/). 

Man  kann  aber  auch   das   zweite  Z wisch enintegral  nach  der  Char- 
pit'sehen  Methode  integriren.     Die  Hülfsgieichungen  sind: 

dp  dq  dy 


daher : 
und  somit: 


0         ~  (l  +  p2)l/^"  (y)        —  1' 
p  =  a,    q  =  (1  +  a*)V*  V  (y) 
#  =  a%  +  q>  (a)  -)-  (1  -f-  a2y^ip  (y). 


Das    allgemeine   Integral    der   gegebenen   Gleichung   wird   demnach 
dargestellt  durch  das  System  der  beiden   Gleichungen  : 

*  =  <P(ci)  +  ax  +  (1  +  a*)*il>(&), 

0  =  cp'(a)  +  x  +  a(l  +  «2)~1/2  ^  (2/). 


II.    (!),=  „  (J)  +  ,  (0. 
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(2)  Diese  Gleichung  geht  aus  der  vorigen  durch  Inversion 
(nach  §.  242)  hervor.  Ihr  allgemeines  Integral  wird  daher  erhal- 
ten, wenn  man  X,  F,  Z  aus  den  vier  Gleichungen  eliminirt: 

0  —  xX  +  y7—  Z, 

z=  ,(?)  +  *  (5), 
— Mt)-?*(S> 

(3)  Führt  man  x  -\-  y  =  £  und  #  —  #  =  ^-  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

,.        d2z  f.  dz    .        dz 

deren  allgemeines  Integral  nach  Nr.  (1)  der  2.  Aufgabe  in  §.  242 
lautet :  8  =  §  <p  (??)  -|-  ^  ^  (£).  Demnach  ist  das  allgemeine  Inte- 
gral der  gegebenen  Gleichung: 

g  =  (x  +  y)<p(x  —  y)  +  (oo  —  y)i>(x  +  y). 

(4)  Die  transformirte  Gleichung  ist: 

2  ^  —  +  ^-  =  0, 

also:  #  =  ^1/2gp(|)  +  <K§)  oder:  z  —  x%(xy)  +  ty(py)> 

(5)  Die  transformirte  Gleichung  ist: 


Hieraus  findet  man: 

8=  cp  fr)  ^ffi^)d*'+^(£)  oder  0  =  xx(^\  effie**)d*+  ^  (xy), 

wo    nach    der    Integration    für   §   wieder   sein   Werth    —  log   (x  y) 
zu  setzen  ist. 

1 

12.     (1)    Man  setze  z  =  -  g.    Das  allgemeine  Integral  ist : 

«  =  -  '{<p(y  +  ax)  +  ty(y  —  ax)}' 
x 

46* 
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(2)    Führt  man  x  -\-  a  y  =  £,  x  —  ay  =  rj   als   neue  -unab- 
hängige Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

d2z       ,         1       /dz   ,    9#\  2'  _ 


9  |  8  i?         |  +  n  \d  |       öi?/       (£  +  r\) 

Durch  die  Substitution   z  =  jz—, r^  £  erhält  man  hieraus: 

(5  f  V)2 

o2£,  1       /o#        dz 


Demnach  ist  nach  Nr.  (1)  der  2.  Aufgabe  in  §.  271: 

f  =  (I  +  >?)  (<?'(£)  +  *'(!?)}  -  2  <p  (£)  -  2  *  ft) 
und  daher: 


«+«IÄ(( 


?>(l)     \    ,     8    /    4>(rj) 


f  öT- 


wo   nach   Ausführung   der  Differentiation   für   |  und  >?   wieder   ihre 
Werthe  in  x  und  y  zu  setzen  sind. 

(3)     Die  Substitution  x  =  -z-  führt  diese  Gleichung  über  in 

d'20     2  g£  _  982* 

8g*  +  £  ö|  —  ü   dy2'1 
welche  mit  Nr.  (1)  übereinstimmt.    Daher: 

f     {x  y  4-  a\     ,      ,    focy  —  a 


(4)    Führt  man  y  —  a  x  =  £    und   —  y  =  fj    als   neue    un- 
ge  Yeränder 
Gleichung  über  in  : 


abhängige  Veränderliche  ein  und  setzt  z  =  -r— —   £,     so    geht    die 


özz 


1         /8#  CA 


Daher  ist: 

2 

Z    =    y>  (y  _-  ^)    —    ty'  (g)    -)-    —     {9  (2/  —  a  X)   +  ^  (2/)}. 

(5)    Man  vergleiche  Nr.  (2). 

13.  x(y  —  z)  =  a2. 

14.  (1)    Eliminirt    man    v   zwischen    beiden   Gleichungen,    so 
folgt: 

d2u        d2u  

d¥  +  dt  ~   ' 
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daher:  u  =  f(x  -\-  i  y)  +  <P  (x  —  iy)-     Analog  ist : 

d2v        d'2v  _ 
dx*  +  o%f  ~~  C 

und  #  =  /j  (x  -\-  %  y)  -\-  cpx  (x  —  %  y).  Da  aber  —  =  —  sein  soll, 
niuss  tf\  =  —  if  und  cpl  =  i  cp  sein,  also 

v  =  -r  {fix  +  iy)  —  <p(%  —  iy)}' 

Im  Specielleren  (nämlich  wenn  q)  dieselbe  Function  von  x  —  iy  wie 
/von  x-\~iy  ist)  ergiebt  sich  hieraus,  dass  sowohl  der  reelle  wie 
der  imaginäre  Tlieil  einer  jeden  Function  der  complexen  Veränder- 
lichen x  -\-  iy  den  gegebenen  simultanen  Gleichungen  genügt. 

(2)    Eliminirt  man  ß  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  folgt : 

dla    .     o      8*"      4-  ^  =  0 
dx^      ox^if  ^   dy* 
daher : 

a  =f(x  +  iy)  +xfi(x  -H#)  +  <p  (x  —  iy)  +  %  cpi(%  —  iy). 
Analog  erhält  man: 

dx*^       dx*dy*  ^  dy± 
also  : 

ß  =  F(x  +  iy)  -f  xFx  (x  +  iy)  +  ®(x  —  iy)  +  xO^x  —  iy). 
Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  eine  der  gegebenen  Gleichungen 
ein,  so  findet  man,  dass  f  =  q)1  =  Fi  =  <f>i  =  Q  und  F=if 
(T>  =  —  icp  sein  muss.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  die 
gegebenen  Gleichungen  bei  verschiedenen  "Werthen  von  m  und  n 
nur  dann  zusammen  bestehen. können,  wenn  ihre  beiden  Seiten  für 
sich  verschwinden. 

15.    Die  zweite  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 

y  x         1 

cj         p         c' 

Nach  §.  195  integrirt,  liefert  sie  das  Integral: 

ac'  9      I 

z  —  b  =  - — j— 7  x2  +  ay2. 

2  a  +  c 

Setzt  man  diesen   Werth  in   die   erste    Gleichung  ein,   so   wird  die- 

cc' 

selbe  befriedigt,  wenn  man  a  =  —  — : — -,  setzt.     Demnach  wird: 
ö  c  -f-  c 
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*  CG'  2  CC> 

c  —  c'  c  +  c'  J 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  ohne  Weiteres  erhellt. 

16.  Schreibt  man  die  Gleichung  Cr  S  -f-  Hp  -\-  K  =  0  in  der 
Form  ß-  d q  -f"  JSTcZ^  -j-  ÜTc^as  ==-0,  so  kann  man  dieselbe  als  eine 
Gleichung  von  der  in  §.  150  bis  153  behandelten  Art  betrachten, 
in  welcher  q  und  z  die  abhängigen,  x  die  unabhängige  Veränder- 
liche ist,  während  y  für  die  Integration  als  Constante  zu  betrachten 
ist.  Nach  §.  152  besitzt  diese  Gleichung  ein  Integral  mit  einer 
willkürlichen  Constanten,  die  in  unserem  Falle  durch  eine  willkür- 
liche Function  von  y  ersetzt  werden  kann,  wenn  die  Bedingung 

G  (|*_|s\  +  h(|*_|*)  +  k  (™    **)  =  o 

\dx        dz/  \dq        dxj  \dz        dqj 

erfüllt  ist,  und  dieses  Integral  kann  genau  in  der  im  §.  153  an- 
gegebenen Weise  erhalten  werden.  —  Für  das  Beispiel  ist  diese? 
Bedingung  erfüllt.  Betrachtet  man  zunächst  x  als  constant,  wo- 
durch man  (x  -j-  y  z)dq  —  y  q  dz  =  0  erhält,  so  ergiebt  die  Inte- 
gration dieses  Ausdrucks: 

(x  +  yz)  -  =  <p{x). 

Differentiirt  man  dies,  indem  man  jetzt  wieder  x,  z,  q  als  veränder- 
lich betrachtet,  so  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  des  entstehenden 

Resultats  mit  der  gegebenen  Gleichung :   cp'  (x)  =  — — —    und  hier- 

x-\-y 

CD  ( x\  X      1      %\  Z 

aus  folgt :  —. =  ty  (y).     Dies  in —   =   w  (x)     eingesetzt, 

■     x+  y  q 

giebt : 

____  y  x 

a  ~~  (a  +  y)  *  (y)  *      (p  +y)1>  (y) ' 

Integrirt  man  diese  schliesslich  wie  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zwischen  z  und  y  und  ersetzt  „die  willkürliche  Constante 
durch  eine  willkürliche  Function  von  x,  'so  erhält  man  das  Integral 
des  gegebenen  Beispiels  in  der  angegebenen  Gestalt. 

d2        d2 
17.    Setzt  man  etwa  - — -  -4-'  ~ — ^  ==  a2i   so  R^ht  die  Gleichung 

dy2      dz2 

ö2  U 

über  in  ~ — -  -(-  a2u  =  0.    Die  Lösung  dieser  ist: 

dx2  ö 

u  —  cos  axcp  (y,  z)  -f-  sin ax%(y,  z). 
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Man  entwickele  nun  cos  a  x  und  sin  a  x  nach  Potenzen  von  x,  ersetze 

o2         d2 
dann  a2  wieder  durcli  das  Symbol  — — -  4-  - — -  und  in  der  Entwicke- 

ö  y1       dz2 

lung  von  sin  a  x  setze  man  a  %  (y,  z)  =  ij>  (y,  z).  Dabei  kommt  es 
nicht  darauf  an,  welche  Bedeutung  man  dem  Symbol  a  %  (y,  z)  bei- 
legen will;  es  genügt,  zu  wissen,  dass  dieser  Ausdruck  eine  willkür- 
liche Function  von  y  und  z  darstellt.  Man  erhält  auf  diese  Weise 
für  u  die  Entwickelung : 

x2  /  g2  £)2  \ 

.    x*  (  V     ,     82Y2     .      .       ■»«  /d*     .     82\3     ,      ,    , 

+  *  *  <*  *-  3!  W  +  **)  *  <* *>  +  6!  W  +  ^V  ^ <* *>  ""■' 

B2  d2 

wobei  die  Potenzen  von  - — -  -4-   ~ — ö   ebenfalls   svnibolisch    zu   ver- 

dy2         dz2 

stehen  sind.  — 

Die  Annahme  u=  e^+»*/+i^  führt  ebenso  wie  in  §.251  leicht 
zu  particulären  Integralen  der  zweiten  Gleichung.  Man  kann  die 
letztere  aber  auch  auf  die  Form  der  vorigen  Gleichung  zurückfüh- 
ren durch  eine  Transformation,  welche  analog  ist  der  Transfor- 
mation der  Coordinaten.     Setzt  man 

%  +  ßy  +  yz  =  g,     x  +  ß1y  +  ylz=r},    x  +  ß2y  +  y2z  =  $, 
so  erhält  man,  wenn  die  resultirende  Gleichung  die  Form 
d2u        d2u         d2u  _ 

d£2     +    dr}2    +     gg2    — 

annehmen  soll,  zur  Bestimmung  der  sechs  Grössen  ß,  y  im  Ganzen 
sechs  Gleichungen,  Abgesehen  von  der  algebraischen  Schwierigkeit 
dieser  Bestimmung  ist  somit  jene  Reduction  stets  möglich.  Ist  aber 
die  Discriminante  der  linken  Seite  gleich  Null,  so  zerfällt  die  Glei- 
chung in  zwei  lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

«  du    ,        du    .        du 
l  — -  -f  ii  — -  -.+   v  —  ==  0, 
ex  cy  dz 

deren  allgemeines  Integral  tt  =  (p  ({ix-  — -  ly,  v x  —  k%)  ist. 
18.    Führt  man  in  der  ersten  Gleichung 

als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  dieselbe  über  in: 
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c'20     .       Je      /dz  .d 0 


wo  Je  =  —— —  ist.     Nun    hängt    die    Entscheidung    darüber ,    ob 

2  (b       1) 

sich  die  Gleichung  in  endlicher  Form  integriren  lasse,   nach   §.  244 

und  245  davon  ab,  ob  eine  der  Functionen  K  verschwindet.     Nach 

den  Relationen  in  der  2.  Aufgabe  zu  §.  245  hat  man  aber: 

_  ft(l-fc)  _  (l+*Q(2-ft) 

_(i  +  lc)(i  +  l-lc) 

u  ~      a  +  v)2 

Mithin  verschwindet  ÜQ,  wenn    Je  =  —  i   oder   Je  =  i  -\-  1,   d.  h. 

1) 


wenn  Je  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ist.    Da  Je  ~—  , 

ist,  so  folgt  hieraus,  dass  unsere  Gleichung  in  endlicher  Form  inte- 

2  i 
grirbar  ist,  sobald  b  =       .  ■  ■•     ist ,   wo  i  eine   ganze  positive  Zahl 

bedeutet.    Ist  Je  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  das  Integral 
Ist  hiBgegen  Je  eine  ganze  negative  Zahl,  so  tat  man: 

Durch  die  Substitutionen  a%  -\-  y  =  l;,  ax  —  y  —  Y}  geht  die  zweite 
Gleichung  in  die  einfache  Form  über: 

d2u     i(i  +■  1) 

Hier  sind  die  Grössen  K : 

Tf  —  _  *(*+!)     K    _  (l-i)(2  +  i) 

_  (r  -  i)  (r  +  1  +  i) 

(t  +  yy-        ' 

Demnach  ist  die  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn  Kr 
verschwindet,  d.  h.  wenn  i  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
ist.    Um    das  Integral  darzustellen,  benutzen   wir    das  Resultat  von 

§.  112,  indem  wir  daselbst  a  —    für  n  und  i  für  m  schreiben. 

dy 
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Dann  ist:     u  =  x{Jfi  (  — 


—  .^'+1 


1 

dx) 

9  Y 

das/ 

'ö 

cia;  — 
ö  l! 

e         cp 

a"tfGO 

je 

1 

9(2/  + 

X 

ax)+4>(y- 

—  «$) 

ß 

X 

? 

wenn  *  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  und  analog: 

1    9  \ -*-i    cp  (y  -\-  ax)  -\-  ijj  (y  —  ax) 


\x  dx 


19.    Setzt  man  u  =  -,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

r       ■ 


wenn  i  eine  ganze  negative  Zahl  ist, 

an  u  =  — ,  so  geht 

r 

^ll  _  _L  ^!i  —  ^  (n  +  ^  * 

äf2        "a*  d  P  ~~        r2 
Man  erhalt  somit  das  Integral  in   der  angegebenen  Form   unmittel- 
bar aus  dem  Resultat  des  zweiten  Beispiels  in  voriger  Nummer. 
Führt  man  in  der  zweiten  Gleichung  zunächst 
r  -\-  at  =  £,    r  —  at  =  rj 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  dieselbe  über  in : 

d^ori        £-f  t?   \8|    '    df}/ 
und  wenn  man  noch  u  =  (|  -)-  ??)~%  #  setzt,  so  wird: 

Um  diese  Gleichung  durch  ein  Integral  zu  integriren,  kann  man 
analog  verfahren  wie  in  §.  258,  nämlich  so,  dass  man  zunächst  ein 
particuläres  Integral  derselben  sucht  und  dieses  dann  in  angemesse- 
ner Weise  verallgemeinert.    Der  letzten  Gleichung  genügt  man  nun 

durch  eine  Function    v  =  f  (  v.—- . —  ) ,  wenn  /'aus  der  gewöhnlichen 

\s  +  n/ 

Differentialgleichung 

x(l-x)f"  +(l  -  2s)/'  — i/=0, 

wo  x  =  -r—, ist,  bestimmt  wird.     Setzt  man  §  —  l  für  |,  17  +  Ä 

£  +  '>? 
für  i?,  wo  A  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  ändern  sich  die  Glei- 
chungen für  v  und  /  nicht,  es  ist  daher  auch 


:/(§  +  v) 
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ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  in  v.  Multiplicirt  man  das- 
selbe mit  cp  (X)  cl  X  und  integrirt  nach  A  zwischen  beliebigen  Gren- 
zen, so  bleibt  es  noch  immer  eine  Lösung  der  Gleichung.  Setzt 
man  voraus,  dass  /  endlich  bleiben  soll  für  x  =  0,  so  kann  man 
0  und  §  als  Integrationsgrenzen  nehmen  und  daher  stellt 

eine  Lösung  der  Gleichung  in  v  dar.  Als  zweite  erhält  man  genau 
analog: 


•=/>  (£+><«"■ 


Somit  ist 


—  y-rW'tr^)9™1 


r  —  at 


+//(~)*w«l 


0 


2r 


das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  da  es  zwei  will- 
kürliche Functionen  enthält.  Was  die  Function  /  anlangt,  so  ist 
dieselbe  aus  Nr.  (1)  der  3.  Aufgabe  in  §.  144  bekannt,  und  zwar 
ist  es  dasjenige  der  beiden  Integrale  jener  Gleichung,  welches  für 
x  =  0  endlich  bleibt,  d.  h.  es  ist  /  .=  ÜT,  wo  K  das  erste  vollstän- 
dige elliptische  Integral  erster  Gattung  ist. 

20.  Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  transformirten 
Gleichung  in  voriger  Nummer  überein ,  wenn  man  darin  —  rj  für 
rj  setzt. 

21.  Das  Integral  dieser  Gleichung  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  des  in  §.259  angegebenen  Verfahrens  erhalten. 
Nach  einer  daselbst  aufgestellten  Formel  ist  nämlich: 

e*4  =  %-xk    j     e-v2+2vV2äv, 


ebenso : 


+  00 

r  i/i 
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somit: 

+  00        +00 


:  Tf1  I         I       e-u*-v*  +  'V8vul  ^  u  ä  Vt 


-00  CO 


Denkt  man  sich  nun  el*  als  irgend  eine  Differentialoperation,  so  kann 
man  die  dadurch  angedeutete  Operation  durch  diejenige  Operation 
ersetzen,  welche  durch  die  rechte  Seite  dargestellt  wird.  Nun  folgt 
aus  der  gegebenen  Gleichung  die  nachstehende: 

u  =  ey      w  f{x) 

(vergl.  §.  249).     Demnach  ist  l  =  fäa  ^— ,  somit: 

ö  x 

+  00       +oo 
7CU=  j  I        G-u*-v*  +2V2a  uvV*  ^  f  ^)  d  u  d  Vr 

—  CO  CO 

oder: 

+  00         +co 

%  u  =    /       /     er1*-"*  f  (x  +  2%  a u  v1^  W)  cl u  ä  v. 


-CO  CO 


22.    Die  Transformationsformeln  sind: 

dy 1    dy p    d2y t       d2y    qs — pt 

d~z~"q'  döo~  ~~q'  d~^~~~~qv  dzdx~~  ^       ' 

d2y q2r  —  2p  qs-\- p2t 

dx2  q} 

Setzt  man   die  hieraus   sich    ergebenden  Werthe  von  p9  q,  r ,  s,  t  in 
die  gegebene  Gleichung  ein,  so  nimmt  dieselbe  die  einfache  Form  an: 

dy\  d2y__/'i    ,     dy\     d2y 


(1  +M8!k=/1 

V     ^  de)  dx*      \ 


dx)  dedx' 
also : 

• +  &=(•  +  £?)*<* 

und  hieraus  nach  der  Lagrange' sehen  Methode: 

*  +  /  (*)  =  F  (x  +  y  +  0), 
wobei 

ist.    (Vergl.  Aufgabe  2,  (1)  S.  716.) 

23.    Es  mögen  pi,  qi,  Si   die  Ableitungen  von  $i  sein  und  man 
setze,  unter  d ,  02 ,  . . . ,   05  vorläufig  noch  unbestimmte  Functionen 
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von  x,  y  verstehend, 

Z=C1el  +  atz,  +■■■+  cu5, 
P=  CflPl  -f  C2p2  +--H-C5ft, 
Q=  Qi  2i  +  G2q-2  -\ h  C5  &„ 

s=  c,Si  +  c2s2  +••■  +  eUv 

Dann  hat  man  den  Gleichungen 

rZ  ^  = j^-  c?  x  ~\-  Qi  d  y, 

dpi  =  (cti  Si  -f  a2  Vi  -f-  (h  fa  +-  «±  zi)  d  x  -f  S{  d  y, 

d  c^  =  Sidx-\r  (&i  s*  +  h  P%  +  ^3  &  +  h  2%)  d  y, 

clsi  =  («!  s?-  +-  a.2pi  +  %  ^  -f  cc4  ^)  d  a;  +  (ßx  sf-  -f  ß2i>*  +  &  9* 

-{-ßi^dy 
zufolge  die  Gleichungen: 

d Z  =  Pdx  +  Qdy  +  81d'C1  +  --  +  z-d  d  C:„ 

dP==(ai  S+a2  P+a.A  Q  +  %  Z)  dx+Sdy+Pi  d  CH |-jPö  d^ 

dQ  =  Sdx+(blS  +  b2P+b,Q  +  hZ)dy  +  c/^fA  -f  •••  +  &  dC„ 
dS  =  («i  S+<x2  P+a3  Q  +  a4Z)  dx  +  (ßx  S+ß2  P+  &  §  +  ß±Z)dy 

-\-  s1dC1  -\ -|-  s5  d  C5. 

Nun  kann  man  aber  die  fünf  Functionen  G  stets  derart  bestimmen, 
dass  die  vier  Functionen  'Z,  jP,  Q,  S  identisch  verschwinden.  Mithin 
folgt  dann  aus  den  letzten  Gleichungen  : 

^  d  Gx  +  02dG2-\ h  zh  d  Gh  =  0, 

pL  dG1  +  p2  dC2  +  -  •  +  p,  d  05  =  0, 
<ii  d  Ci  +  <h  dG2  +  >-'  -f  </5  d C5  =  0, 
sx  d  d ..+  s2  dC2  +■ '  •  •  •  -f  %  d  05  =  0, 
und  diese  zeigen,  verglichen  mit  den  vier  Gleichungen 

z  =  0,    j?  =  0,    §  =  0,    s  =  0, 

dass 

dCi_dG1_        _  dC5 

.  Ö!  ~^~  &  —  " '  —  05 
sein  muss.  Hieraus  aber  schliesst  man ,  dass  die  Verhältnisse  der 
Factoren  G  zu  einem  von  ihnen  constant  sind.  Setzt  man  die 
Werthe  dieser  Verhältnisse  in  die  Gleichung  Z  =  0  ein,  so  stellt 
dieselbe  eine  Relation  zwischen  #]_,  #2?  . ..,  £5  mit  constanten  Coef- 
ficienten  dar.  —  Verschwindet  die  Determinante  H  +  Zi  p2  q?i  s± 
zwischen  den  vier  Functionen  0l ,  ,e'2 ,  ^ ,  £4 ,  so  kann  man  in  dem 
Vorhergehenden  05  =  0  setzen. 
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24.  Bezeichnet  man  die  Reihe  für  F  mit  H  Am^nxm  yn  und 
schreibt  man  die  beiden  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen 
soll,  in  der  Form  : 

{(©+•©!  +  cc)(®  +  /3)  —  -  ©(©-ftf—i)}  F=0 


x 


im 


d 


{(©!  +  ©  +  «)  (©!   4-^)—-   ©jf©!  +  £—1)}    JP=0, 

// 

wo  ©  für  x  7—  und  ©x  für  y  tt-  gesetzt   ist,    so    findet   man    leicht, 

ox  oy 

dass  die  Coefficienten  Anhn  den  Relationen  genügen  müssen: 

(m  +  .w  +  «)  (™  4-  l3)  Am,*,  —  (w  +  1)  (m  4-  #)  ^n+i,«  =  0 
und 

(w  4-  ^  +  w)  (w  4-  y)  An,«  —  (w  4-  1)  (n  4-  £)  -4,n,»+i  —  0. 

Setzt  man  aber  für  Am,n,  Am+i,n,  ^4m>M+i  ihre  Werthe  ein,  so  findet 
man,  dass  diese  Relationen  in  der  That  befriedigt  sind.  —  Die 
Function  F  genügt  somit  auch  der  Summe  beider  Gleichungen. 
Bildet  man  diese  Summe,  so  treten  ß  und  y  darin  nur  in  der  Ver- 
bindung ß  ~\-  y  auf.  Ist  daher  der  Werth  von  ß  -f-  y  =  8  gegeben, 
so  kann  man  ß  —-  8  +  c,  y  =  — ■  c  annehmen ,  wo  c  eine  ganz  will- 
kürliche Grösse  ist,  und  demnach  ist 

F(a,  8  4-  o,  —  c,  #,  £y  x,  y) 
eine  Lösung  der  Gleichung 

(1  —  x)xr  —  2xy  s  -\-  (1  —  y)yt 
+  {#  —  («+#  +  l)ff}jp  +  {e—(a  +  ö  +  l)y}a  —  ad0  =  O. 

25.  Es  seien  $i ,  #2  >  %  ?  ^4  yier  Functionen ,  welche  den  drei 
ersten  Gleichungen  genügen.  Man  kann  dann  stets  vier  andere 
Functionen   C1?  C2,  C3,  C4  bestimmen,  so  dass  die  drei  Gleichungen 

0i  0!  +  C2  z2  4"  03  ^3  4"  ^4  H  =  0, 
Cii^i+^+O»^ +  C?4l>4  =  0, 

01^1+^^4-0323+0424    =    0 

identisch  bestehen.  Differentiirt  man  diese,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  gegebenen  Gleichungen: 

#i  ^  ^i  +  ^2  ^  02  +  #3  c?  O3  +  £4  d  O4  =  0, 
jjx  dCl  +  i?2  dC2  +pz  dCd  4-  i?4  d  04  =  0, 
2i  ^  °i  +  22  dC2  +  2;>,  dC*  +  24  dö4  =  0, 
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und  diese  führen,  verglichen  mit  dem  vorigen  Gleichungssystem,  zu 
den  Relationen : 

dC1  _  dC2  _  dGd  _  dC4 
G\  G2  03  04 

woraus  folgt,  dass  die  Verhältnisse  der  G  constant  sind.  Setzt  man 
die  Werthe  derselben  in  Gx  #±  ~\-  C2  Z2  ~\~  ^3  ^3  ~h  C4  ^4  =  0  ein,  so 
stellt  diese  Gleichung  eine  Relation  zwischen  £x,  z2,  #3,  #4  mit  con- 
stanten  Coefficienten  dar.  —  Verschwindet  nun  die  Determinante 
£  i  8\  p2  <h>  zwischen  den  drei  Functionen  #1?  g2,  #3,  so  kann  man 
im  Vorhergehenden  einfach  04  =  0  setzen. 


26.    Differentiirt   man    die    Gleichung   s  -\-  xyp  -\-  hy z  =  0 
er  einander 
die  Gleichung : 


dn  z 
hinter  einander  n-med  nach  x  und  setzt  ,r—  =  u ,    so    erhält   man 


3w    .     /7    ,      \ 
+  x  y  ÖZ.  +  Qc  +  n)  yu  =  0. 


dxcy  dx 

Kann  man   das  Integral  der  letzteren  finden,    so  hat  man  auch   das 
der  gegebenen.     Ist  nun  h  eine  negative  ganze  Zahl  und  n=  —  Je, 

so  hat  man  - — —  -4-  xy  — -  =  0   und t  =  w,  also 

dxcy  ex  cx~li 

u  —  /  95  (x)  erl'*x y*  dx  +  ^  (?/). 
Bei  der  Integration ,  welche  erforderlich  ist ,  um  z  zu  erhalten, 
braucht  man  keine  willkürlichen  Functionen  von  y  mehr  einzufüh- 
ren, da  bereits  die  nothwendige  Anzahl  willkürlicher  Functionen 
vorhanden  ist  und  die  etwa  neu  eingeführten  einer  Anzahl  von 
Relationen  genügen  müssten,  durch  welche  ihre  Zahl  wieder  auf 
zwei  reducirt  werden  würde.  —    Ist  k  eine  positive  ganze  Zahl,   so 

d2u 
ffehe  man  aus  von  der  Gleichung  - — ^—  -4-  xtnt  =  0  und  differen- 

cxdy 

die  Gleichung 


tiire  diese  h-mal  nach  y ;  setzt  man  dann  — -^  =  #,   so   erhält  man 


d2  0  dz 

xv  k~  ~\~  kxz  =  o. 


dxdy  dy 

welche  mit  der  gegebenen  übereinstimmt,  wenn  man  x  und  y  mit 
einander  vertauscht.  Um  also  z  im  Falle  eines  positiven  h  zu 
finden,  gehe  man  aus  von  dem  oben  angegebenen  Werthe  von  u, 
differentiire  denselben  7c-mal  nach  y  und  vertausche  nach  Ausfüh- 
rung der  Differentiation  x  und  y  mit  einander. 
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c27.    Setzt  man  ez  =u,  so  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 
d2  log  u  _ 
dxdy 
Denkt  man    sich   u  als    die  Ableitung   nach   x  von    einer   gewissen 

d  v 
Function  v  von  x  und  y,  d.  h.  setzt  man   %i  =  — ,    so   kann   man 

die  Gleichung  nach  x  integriren,  also 


fowi)  =  v  +  'p(y)> 


dy 
oder : 

d2v  dv     ■        .  N  ov 

___==,^_  +  9)(2/)__. 

Integrirt  man  von  neuem  nach  x,  so  ergiebt  sich: 

g~  =  g  ^2  +  9  (2/)  *  +  *  (*/)• 

Es  sei  nun  #  =  co  (y)  ein  besonderer  Werth   von  vy  welcher   dieser 
Gleichung  genügt,  so  dass 

&'  (y)  =  g  ^2  0)  +  ?>(*/)<» (v)  +  $  (y) 

ist,   und    es   werde  angenommen,   dass  sich    der   allgemeine    Werth 

von  v  darstellen  lasse  in  der  Form :  v  =  co  (y)  —  — :  dann  muss  w 

.      w 

der  Gleichung  genügen: 

ö^  +  {<»(y)  +■  <p(y)}  w  =  2' 

und  indem  man 


2 

setzt,  findet  man: 


Demnach : 

v  =  G)  (y) 

und  hieraus: 


_    /  eflu(y)+(p(y)] äy  fiy  —  ^ty} 


/(«)  +  %  (y) 

2  x'  (y) 

2%'(y) 

f(%)  +  %iy)' 

,    /'Wi'W 

Die  zweite  Gleichung  s  =  ßp  ist  ein  besonderer  Fall  von  einer  der 
vorher  erhaltenen  Gleichungen ;  man  erhält  ihn,  wenn  man  cp  (y)  =  0 
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setzt.     Analog  wie  vorher  erhält  man  für  z  den  Werth: 

z  =  cofä  —  efvMty  \f(x)  +  i    C&r^v^y  dy\ 

wo  G)  (y)  ein  besonderer  Werth  von  z  ist,  welcher  der  Gleichung 

genügt.  Da  aber  ty  (y)  eine  willkürliche  Function  ist,  so  kann  man 
als  einen  solchen  besonderen  Werth  von  z  ebenfalls  eine  willkürliche 
Function  von  y  nehmen.     Setzen  wir  daher 

\fefmW*ydy  =  %(y\ 

so  folgt:  z  — 


(Liouville,  Journ.  d.  Math.,  L  Serie,  t,  XVIII.) 

28.      (1)     Nimmt   man   in    den   Hülfsgieichungen    (2)    und   (3) 
S.  460  das  untere  Vorzeichen,  so  werden  dieselben  hier: 

zdq  -\-  pqdx  =  0    und  tfdy  ■ —  dx  =  0. 
Diese   liefern  in   Verbindung    mit    dz  —  pdx   —  qdy  =  0   eine 
integrable  Combination,   deren  Integral  z  q  —  x  =  ß   zugleich   ein 
particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist.     Ein    zweites  ist 
x  —  a.     Durch  weitere  Integration  des  ersteren  folgt: 

I  ,»=(*    +    ß)yJr7. 

Betrachtet  man  nun  hierin  y  als  Function  von  x  =  cc  und  ß,  so 
wird  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dargestellt 
durch  das  System : 

\z>  -  (x  +  ß)  y  -  y  =  0,  0 .  =  -  y  +  f|, 
wofern  y  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

Setzt  man  in  dieser  y  =  (x  -j-  ß)2$,  so  wird: 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  ist: 

0   -'■  "-* 


™  +  M 


ß) 
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Mithin ; 

(2)  Untersucht  man,  ob  es  möglich  sei,  dieser  Gleichung  durch 
einen  Ausdruck  von  der  allgemeinen  Form: 

z  =  Ax2  +  Bxy  +  Cy(>  +  JDx  +■  Ey  +  F 
zu  genügen,  so  findet  man  als  particuläres  Integral  der  gegebenen 
Gleichung:  z  =  ax  -(-  ßy  ~  y^y>  Betrachtet  man  nun  hierin  y 
als  Function  von  a  und  ß  und  diese  als  Functionen  von  x  und  «/, 
so  wird  der  letzte  Ausdruck  noch  immer  ein  Integral  der  gegebe- 
nen Gleichung  darstellen,  wenn  man  damit  die  beiden  Gleichungen 
verbindet : 

dv  dy 

0  =  1-^,0=1-*^ 

und  y  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

d*y  d*y       7dy    .       dy    . 

Diese  Gleichung  ist  aber,  sei  es  in  endlicher  Form,  sei  es  mittelst 
bestimmter  Integrale,  immer  nach  der  Methode  von  Laplace 
(Histoire  et  Memoires  de  l'Acad.  des  Sciences  1779,  Memoire  sur 
les  suites)  integrirbar. 

(3)  Die  beiden  Systeme  von  Hülfsgieichungen  (1)  und  (2)  auf 
S.  459  u.  460  werden  hier 

qdy  ~\-  y  dq  =  (p  +  x)  dx,    dp  -f-  d x  =  0 
und 

<ldy  -{-  ydq=  0,    q dp  +  (p  -\-  x)  d  q  -\-  qdx  =  0. 

Das  erste  liefert  das  Integral :  p  -)-  X  =  w,  das  zweite  die  beiden 
Integrale  q  (p  +  x)  =  ß  und  qy  =  ßv  Benutzt  man  zunächst 
das  erste  und  zweite  Integral,  so  erhält  man  in 

Jj  Cd 

ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Betrachtet  man 
y  als  eine  Function  von  a  und  ß,  diese  selbst  als  Functionen  von 
X  und  y  und  verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  beiden  fol- 
genden : 

a2         d  a  a        dp 

so    erhält  man    das   allgemeine   Integral  der  gegebenen   Gleichung, 
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d2y 
wenn  man  y  aus  der  Gleichung  - — 7r3  —  0  bestimmt.     Es  ist  also 

'  dadß 

y  =  ^)(«)  -j-  ip  (ß)  und  daher  wird   das   allgemeine   Integral   dar- 
gestellt durch  das  System  der  drei  Gleichungen: 

ß 


0 


(Vergl.  Nr.  (2)  der  5.  Aufg.  in  §.  241.)  —  Nimmt  man  aber  die 
beiden  Integrale  p  -j-  x  ■==■  et  und  qy  '■=.  ß,    so, ist 

z  =  ax  —  -  B2  +  ßxlogij  -f-y 

ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Analog  wie 
vorher  erhält  man  dann  das  allgemeine  Integral  durch  das  System 
der  drei  Gleichungen: 

z  =  ax  —  ~  x*  +  ßj  logy  +  ßx  log  (log  -j  +  cp  (a)  -f  i\>  (ß), 

0  =  x  +  -£—  +  g>'(«),    0=  %*,+  7^  (%  i)  +  V  iß), 
a  log  a  \       a/ 
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